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PROLOGO A LA CUARTA EDICION 


Esta edición es una reelaboración total de la anterior. Hemos sentido 
la necesidad de redactar casi completamente de nuevo este libro por dos ra- 
zones fundamentales. En primer lugar, estimamos que las metas que nos 
habiamos propuesto al redactar la segunda edición han sido ya superadas y 
que era preciso señalar nuevos objetivos en este curso de carácter propedéu- 
tico. Por otro lado, queríamos ofrecer un libro en el que el lector participase 
de un modo más activo. Por ello, presentamos en esta edición un desarrollo 
más completo y orgánico del álgebra lineal elemental y de la teoría de la im- 
tegración de funciones de una variable real y hemos ampliado notablemente 
el número de ejercicios, presentando, en el segundo volumen de esta obra, las 
soluciones detalladas de los mismos. La experiencia nos ha enseñado que la 
única forma de llegar a asimilar las ideas es el manejarlas en casos sencillos; 
por ello, hemos procurado proponer algunos ejercicios inmediatamente des- 
pués de cada definición de un nuevo concepto, con objeto de que el lector 
llegue a darse cuenta del significado de la definición antes de proceder a ob- 
tener propiedades o consecuencias de ella. Las soluciones a los ejercicios tie- 
nen como finalidad orientar al lector sobre el modo de manipular con los con- 
ceptos introducidos en el texto; por ello, recomendamos encarecidamente que 
la consulta a las soluciones se haga después de que el lector haya resuelto el 
ejercicio o, por lo menos, haya intentado seriamente resolverlo. Es preciso 
tener presente que la labor de asimilación de ideas debe hacerla cada lector 
de un modo estrictamente personal y que el esfuerzo que realice por contestar 
a las cuestiones propuestas en los ejercicios es el fruto que realmente conse- 
guirá con su estudio. Es un error pensar que se avanza en el estudio de una 
disciplina cuando se consigue retener en la memoria una gran cantidad de 
conocimientos de ella. Si no se ha aprendido. a maneiarlos,. dichos conoci. 
mientos quedan reducidos en la mente del lector a palabras sin sentido. Es 
evidente que el estudio bien hecho es más lento que el proceso de retener pa- 
labras en la memoria, pero debe convencerse el lector de que esto último no 
sirve para nada. 

Entre las ampliaciones introducidas en esta nueva edición figura el pro- 
ducto tensorial de vectores, el concepto de tensor y el producto exterior de 
vectores. Creemos que estos conceptos, en su aspecto utilitario, deben pasar 
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a un curso de nivel propedéutico de la enseñanza superior. Sin embargo, el 
desarrollo que se ha hecho en el texto es completo, en su parte elemental. No 
obstante, el lector que no aspire a ser matemático puede prescindir de todas 
las demostraciones y limitarse a aplicar los conceptos a los ejercicios pro- 
puestos. La redacción del texto se ha efectuado de modo que pueda desarro- 
llarse un curso prescindiendo totalmente del estudio de los mencionados te- 
mas, por lo que figuran en él dos versiones de la teoría de determinan- 
tes. Algo análogo sucede con el estudio de las formas cuadráticas, de que 
también puede prescindirse, salvo de las primeras definiciones, para continuar 
con la teoría de cónicas y cuádricas. Tampoco es necesario en un curso nor- 
mal seguir todo el detalle de la topología de la recta real o del espacio euch- 
deo, así como del desarrollo del concepto de integral. 

Podría pensarse que, no siendo necesarias en una primera lectura, o en un 
curso normal las demostraciones de la mayor parte de los teoremas que figu- 
ran en esta obra, deberían haberse suprimido de ella. Esto, aparte de romper 
la unidad cientifica que creemos debe tener todo libro de matemática, sería 
poco formativo para el lector al privarle de poder conocer la interdependen- 
cia de los diversos conceptos que se introducen, y esta curiosidad debe produ- 
cirse en todo lector que realmente haya llegado a asimilar las ideas. 

Ei problema de la enseñanza, en cualquiera de sus niveles, es esencialmente 
un problema de selección. La ciencia y la técnica actuales han alcanzado un 
grado de desarrollo extraordinario y el preparar al futuro científico o técnico 
exige una preocupación por la sistematización y reducción de conceptos, pues 
de otro modo no se llegaría a situar a las nuevas generaciones en condiciones 
de utilizar los conocimientos adquiridos por el pensamiento humano hasta 
nuestros días. Como consecuencia, es preciso una. renovación constante de los 
cursos y un descenso a niveles inferiores de conceptos o teorías que figuraban 
en estadios más avanzados de los estudios. Como es natural, esto exige pres- 
cindir de cuestiones que no tengan una gran vitalidad, aun cuando hayan figu- 
rado durante muchas generaciones en los planes de estudio. Conseguir actua- 
lizar un curso básico de matemática ha sido nuestro principal objetivo al re- 
dactar esta nueva edición. Si con este trabajo consiguiéramos colaborar a me- 
jorar la formación de nuestros futuros científicos y técnicos mos sentiriamos 
altamente recompensados de nuestro esfuerzo, 

Madrid, 15 de octubre de 1965. 
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ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS BASICAS 


$ 1. TEORIA DE CONJUNTOS 


1. Conjuntos.—El concepto de conjunto es un concepto primitivo, esto 
significa que no se define. Ahora bien, admitiremos que todos los conjuntos 
que en lo sucesivo empleemos son tales que se pueda averiguar si un objeto 
dado pertenece o no pertenece al conjunto. Ejemplos de conjuntos: a) El con- 
junto de las hojas de este libro. b) El conjunto de los alumnos de la Univer- 
sidad de Madrid. c) El conjunto de los números naturales. d) Él conjunta de 
los puntos de una recta. e) El conjunto de las funciones continuas en un in- 
tervalo. f) El conjunto de las velocidades de todos los puntos de un sólido 
rigido en movimiento en un instante dado. g) El conjunto de los días: lunes, 
miércoles, viernes. Obsérvese que en todos los ejemplos anteriores se puede, 
por lo menos teóricamente, averiguar si un objeto pertenece o no al conjun- 
to. Cada una de las hojas de este libro es un elemento del conjunto definido 
en a). El miércoles es un elemento del conjunto definido en g). Nombre el 
lector un elemento de cada uno de los restantes conjuntos. Sin embargo, las 
siguientes proposiciones no definen conjuntos: a”) Los días que va a vivir el 
lector de estas líneas. b) Los números naturales que se pueden definir em- 
pleando menos de cien palabras del diccionario de la Real Academia de la 
Lengua Española. c') Las longitudes de los diámetros de las gotas de agua 
de las lluvias que se producirán mañana en toda la tierra. 


NotAcIiONES.—1. A los conjuntos los representaremos por letras mayús- 
culas, o bien encerrando a todos sus elementos entre llaves. Así, por ejemplo, 
diremos: conjunto A, C,M,X o bien conjunto (a, b, c,d, e), conjunto [lu- 
nes, miércoles, viernes). Cuando no se pueden escribir todos los elementos 


se emplea la siguiente notación: {x |x = 3), que se lee: conjunto de todos 


2 $ 1. TEORÍA DE CONJUNTOS [Capítulo 1) 


los números w tales que x es múltiplo de tres. A veces conviene emplear una 
notación más breve para un conjunto y se escribe: 


A=(íx|r=3), 


en donde el signo = debe interpretarse en el sentido de que A y (+ | x = 3) 
son dos notaciones del mismo conjunto. 


EJERCICIOS; 


1. Representar mediante dos notaciones distintas los siguientes conjuntos: 


a) Conjunto de las vocales. 
b) Conjuntos de las raíces del polinomio +? + 2x—3, 


c) Conjunto de los segmentos iguales al segmento À B, 
Conjunto de los números enteros comprendidos entre — 3,5 y +3,5. 


Nombrar un elemento de cada uno de los conjuntos del ejercicio anterior. 


Los elementos de un conjunto se dice que pertenecen al conjunto, lo que 
se expresa mediante el signo €, que se lee: pertenece a. Asi, por ejemplo: 


sA 


se lee: el elemento a pertenece al conjunto A. Si el elemento b no pertenece 
al conjunto A. se escribe: 


BEA. 


DEFINICIÓN 1.—Se dice que el conjunto A es un subconjunto, o una parte, 
del conjunto B, y se escribe : 


AcB, 


cuando todo elemento que pertenece al conjunto A pertenece también al con- 
junto B. La relación representada por el símbolo C se llama relación de im- 
clusión. Si A no es parte de B se escribe: 


Ad B. 


ErErcicio: 


3, Escribir, si existen. las relaciones de inclusión entre los siguientes conjuntos : 


a) A = {conjunto de todos los perros), B = {conjunto de todos los perros blancos). 


b) A = {conjunto de todos los triángulos isósceles), B = {conjunto de todos los trián- 
gulos equiláteros). 
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c) A = {conjunto de todos los rectángulos}, B = fconjunto de todos los rombos), 
C = [conjunto de todos los cuadrados). 


d) N = {conjunto de todos los números naturales), Z = {conjunto de los números ente- 
ros), Q = {conjunto de los números racionales). 

e) A=[(r]r=4), B={r|7=6}. 

f) A = (conjunto de todos los puntos del plano que equidistan de P y Q}, B = {conjunto 


de todos los puntos del plano que pertenecen a la perpendicular al segmento P Q en su punta 
medio). 


DeriwicióN 2.—Dos conjuntos se llaman idénticos cuando todo elemento 


que pertenece a uno pertenece al otro. Si dos conjuntos A y B son idénticos 
se escribe: 


> 
ii 
y 
o 


A=B, 


En general se usará la segunda notación, salvo en los casos en que pueda ha- 
ber posibilidad de confusión, en que se usará la primera. 


-De la definición anterior se deduce inmediatamente el siguiente: 


CRITERIO DE IDENTIDAD DE CONJUNTOS.—La condición necesaria y suficien- 
te para que 


pa 
$ 


B 
es que 


ACB BC A. 


w 


La relación de inclusión de conjuntos posee las siguientes propiedades 
fundamentales cuya demostración realizará el lector como ejercicio : 


PROPIEDADES DE LA RELACIÓN DE INCLUSIÓN.—I. Si A es un conjunto ar- 
bitrario se verifica : 


ACA. 


Esta propiedad se llama reflexiva. 


I. SIACB y BCA se verifica A = B. Esta propiedad se conoce con 
el nombre de antisimétrica. 


TT. AcByBEC implican A € C. Conocida con el nombre de pro- 
piedad transitiva. 
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Hemos visto que, en. general, los conjuntos se definen mediante una 
propiedad característica de sus elementos. Esta definición de los conjuntos 
puede conducir a las siguientes situaciones: a) Sea A el conjunto de todos 
los números naturales tales que dividen a cualquier otro número natural, El 
conjunto A está formado por un único elemento: el uno. b) Sea B el con- 
junto de todas las rectas del plano euclideo ordinario que son perpendicula- 
res a sí mismas. El conjunto B no posee ningún elemento. Estos conjuntos 
no corresponden a la idea ordinaria de conjunto, pero resulta cómodo con- 
siderarlos como tales. A los conjuntos con un único elemento se les llama 
conjuntos unitarios y al conjunto que no posee ningún elemento se le llama 
conjunto vacío, y se representa por el siguiente simbolo: 


Ø = conjunto vacío. 


Si A es un conjunto definido por la propiedad p, los subconjuntos de A 
vienen definidos por propiedades q que se obtienen añadiendo a la propiedad 
p alguna otra condición. Asi, por ejemplo, si A es el conjunto de los perros 
y B el conjunta de los perros blancos. Como siempre se puede añadir a la 
propiedad p que define al conjunto A una condición que no la verifique nin- 
guno de los elementos de A, resulta que conviene considerar al conjunto vacío 
como parte de cualquier conjunto. Esto es, admitiremos que 


a) OCA, 


cualquiera que sea el conjunto A. 


Conviene asimismo distinguir entre un elemento ,r del conjunto A y la 
parte del conjunto A formada únicamente por el elemento v; a esta última 
la representaremos por {r}. Por consiguiente, las dos relaciones siguientes 
son equivalentes, pero distintas: 


rea, ix cCA. 


EJERCICIOS: 


4. Sea A el conjunto de todos los puntos v de un plano tales que el ángulo M X N sea 
un ángulo recto, siendo M y N dos puntos distintos del mismo. Sea B el conjunto de los 
puntos de la circunferencia de diámetro M N. ¿Son idénticos A y B? 

5 A=(fxr]|r=2m+3n; m,n€ N y}, pudiendo ser cero uno de ellos. B=4x | EN, 
+ > 1). (El conjunto A se lee del siguiente modo: A es el conjunte de todos los números 
naturales v tales que v es de la forma 2m + 3n, siendo m y n números naturales, pudiendo 
ser cerd uno de ellos.) ; Qué relación existe entre A y B? 
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DIAGRAMAS DE CONJUNTOS.—Para representar los conjuntos pueden 
emplearse varios tipos de diagramas. Los más usuales son los siguientes: 


1. Diagramas de Venm.—Cada conjunto se representa mediante una región 
del plano tal como las de la figura 1, colocando en su interior el nombre del 
conjunto. Cuando es necesario distinguir varias regiones se pueden rayar 
algunas de ellas, 


Fig. 1. 


Así, por ejemplo, los conjuntos M y N de la figura 1 vienen representados 
por las regiones del plano limitadas por la línea cerrada c y por la circun- 
ferencia c”. El conjunto A de la misma figura viene represen- 
tado por el circulo rayado verticalmente, el conjunto B por el 


circulo rayado horizontalmente y el conjunto C por la región A 
cuadriculada 

La relación de inclusión BC A viene representada en el 
diagrama de Venn mediante un esquenia tal como el de la fi- Fig. 2. 
gura 2. 


II. Representación lineal.—En otras ocasiones conviene representar los 
conjuntos por subconjuntos de puntos de una recta, 
como en la figura 3. El conjunto A viene representado 
por los puntos de un segmento de la recta y y el con- 
junto B por los puntos N, P, Q, R de la recta v. 


IIT. Diagrama mediante grafos.—-Cuando interesa 
hacer resaltar la relación de inclusión entre varios con- 
juntos se representa cada conjunto por un punto del 
plano con el siguiente convenio: si A C B el punto re- 
presentante de A se coloca por debajo del representante de B y se unen ambos 
puntos mediante un trazo continuo. Dos conjuntos cuyos pun- 
tos correspondientes no se unen con trazo no están relaciona- A 
dos mediante la relación de inclusión. Así, por ejemplo, la 
relación entre los conjuntos A, B y C del diagrama de Venn 


de la figura 1 viene representado por el siguiente grafo (figu- 
fa 4): Fig. 4. 


Fig. 3, 
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EJERCICIOS ; 


6. Representar mediante diagramas de Venn y grafos las siguientes relaciones de inclu- 
sión: Gc D, GCE, GCF, DCA, DCB, ECA, ECC, FœB, Foc 


7. Sea (2) el conjunto de todos los múltiplos de dos; análogo significado tienen (3), (4), 


(8), (16), (6), (12), (24), (48), (9), (18), (36), (72), (114), (27), (64), (108), (216), (432). Cons- 
truir el grafo correspondiente. 


8. Dado un tetraedro de vértices A, B, C, D, se consideran los siguientes conjuntos de 
puntos: {A}, {B}, {C}, (Dj, E = segmento AB, F = segmento AC, G = segmento 
AD, H = segmento BC, I = segmento CD, J = segmento BD, K = triángulo BCD, 
U = triángulo A C D, M = triángulo A B D, N = triángulo ABC. Construir el grafo co- 
rrespondiente. 


2. Algebra de las partes de un conjunto.—Sea U un conjunto dado, 
que supondremos fijo en todo este número. Representaremos por R(U) al 
conjunto formado por todas las partes de U. 


EJERCICIOS : 


9. Escribir los elementos del conjunto R (U): 


a) Siendo U = {1,2,3,4}. 
b) Siendo U =(a,b,c). 


10. ¿Cuántos elementos posee R (U) cuando U posee sí elementos? 
1. Si Ac U, Bœ U. ¿Qué relación existe entre A, B y R (U)? 


DEFINICIÓN 3.—Si A, B €R (U), se llama unión de A y B, y se repre- 
senta por 


AUB 


al conjunto formado por todos los elementos de U que pertenecen a A o a 
B o a ambos. 


EJERCICIO: 

12. Si A = {1,2,3,4}, B = {2,4,5,6}, escribir los elementos de A U B. 
De la definición resulta : 

Si A, B €R (U) se verifica que AUBER (U). 


Empleando los diagramas de Venn, la unión del conjunto A (rayado ver- 
ticalmente en la figura 5) y del conjunto B (rayado horizontalmente) es el 
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conjunto rayado o cuadriculado de dicha figura. El grafo correspondiente 
a la unión es el indicado en dicha figura. De 
la definición y de los diagramas de la figu- 


» p AuB 
ra 5 se deduce inmediatamente que: 


(3) ACAUB. 


PROPIEDADES DE LA UNIÓN DE CONJUNTOS.— 
Hemos visto ya que: La unión de dos con- 
juntos es otro conjunto, y si los conjuntos 
dados son partes de otro conjunto U, el conjunto unión es también parte 
de U. Todo conjunto (2) está contenido en la unión de él con cualquier otro 


conjunto. Pero, además, se verifican las siguientes propiedades básicas da 
la operación unión: 


Fig. b. 


I. Propiedad asociativa.—Si A, B y C son tres conjuntos arbitrarios, 
se verifica que: 


(8) (AUB)JUC=AU(BUC). 


Los diagramas correspondientes a la igualdad (3) son los siguientes : 


(AUBJUC=AL(BUC) 


B 


ALB)VE=AL( oc) A B ac 
Tig. 6. 
11. Propiedad conmutativa. 
(4) AUB=BU A. 
111. Propiedad idempotente. 
(5) AUA=A. 


EJERCICIO; 


13. Demostrar las propiedades anteriores. 
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IV. Elemento ínfimo y elemento universal.—Para cualquier conjunto Á 
se verifica que 


(6) AUO=A. 


Si todos los conjuntos considerados son partes. del conjunto U, se verifi- 
cá que: 


(1) AUU=U. 


Por estas razones, al elemento ø se le llama elemento infimo de R (Ù), y al 
elemento U se le llama elemento universal de R(U). 


DrrinicióN 4.—Si A, BER (U) se llama unión de A y B, y se representa 
por AUB, a todo elemento de R (U), tal que ACAUB, BCAUB, 
X€R(U), ACX y BCX implique AUBCX. Esto se puede expresar 
mediante la siguiente notación: 


(8) AUB=min.(X|ACX,Bc Xx). 


Se verifica el siguiente teorema: 


1. Las definiciones 3 y 4 son equivalentes. 


EJERCICIOS: 


14. Probar el teorema 1. 
15. Probar que la Def. 4 define un único elemento de R (U). 


DerinicióN 5.—Si A y B son dos 
A B zonjuntos, se llama intersección l 
de A y B, y se representa por 
A NB al conjunto formado por to- 
los los elementos que pertenecer 
simultáneamente a A y B, 
AnB Los diagramas correspondientes a 
Fig. 7. la intersección son los de la figu- 
ra 7. 


Consecuencias inmediatas de la definición: 


a) La intersección de dos conjuntos es otro conjunto. 
b) El conjunto intersección de dos conjuntos está contenido en cual- 
quiera de ellos: 


(9) ANBCA. 
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PROPIEDADES DE LA INTERSECCIÓN DE CONJUNTOS.—]. Propiedad asocia- 
tiva. Si A, B y C son tres conjuntos arbitrarios, se verifica que: 


(10) ANB NC=ANBNAC). 


Los diagramas correspondientes a la igualdad (10) son los de la figura 8. 


AnB Bac 


(AQB)INc=A0(Bnci 


11. Propiedad conmutativa. 
a) ANB=BNA. 
111. Propiedad idempotente. 


(12) ANA=A. 


IV. Elemento ínfimo y elemento universal.—Para cualquier conjunto se 
verifica : 


(13) ANO=0. 
Si todos los conjuntos considerados son partes de un conjunto U, se verifica: 


(14) ANU=A. 


Las propiedades (18) y (14) caracterizan a los elementos ínfimo (Ø) y universal 
(U) desde el punto de vista de la intersección. 


DEFINICIÓN 6.—Se llama intersección de dos conjuntos A y B, y se re- 
presenta por AN B, a todo conjunto tal que ANBCA, ANBCEB y de 
XCA, XCB se deduce que X CANB, 


2. Las definiciones 5 y 6 son equivalentes. 


Existe una primera propiedad común a la unión e intersección de con- 
juntos: 
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V. Ley de simplificación.—Si A y B son conjuntos cualesquiera se ve- 
rifica : 


(15) AUBINA=A (ANBUA=A. 


Los diagramas de Venn correspondientes a (15) son los siguientes : 


(AuB) NA 


Fig. 9. 


Conviene recordar que en los diagramas de Venn la intersección de con- 
juntos corresponde a la parte cuadriculada del diagrama y que la unión co- 
rresponde a toda la parte rayada (una o varias veces). 


Las cinco propiedades anteriores son fundamentales, especialmente las 
1, 11, IH y V. 


De las propiedades anteriores se deducen las siguientes: 


1) AUB=B es equivalente a ANB=A. 

2) ACB implica que AUCEBUC y que ANCEBNC, para todo 
conjunto C. 

3) AUB =B es equivalente a AC B. 

4) Si U es un conjunto no vacio e 1 es una parte de U tal que para 
toda parte X de U sea X U I = X, se verifica que I es el elemento infi- 
mo. En virtud de 1) la condición anterior es equivalente a X N I = I, para 
cualquier X. 

5) Si V es un elemento de R (U) tal que para todo X €R (U) sea 


XN V = X, o su equivalente, X U V = V, se verifica que V es el elemento 
universal. 


EJERCICIOS; 


16, Demostrar el teorema 2, 
17. Demostrar la propiedad 1). 
18. Demostrar la propiedad 2). 
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19. Demostrar la propiedad 3). 
20. Demostrar la propiedad 4). 
21. Demostrar la propiedad 5). 


VI. PROPIEDAD DISTRIBUTIVA.—Si A, B y C son tres conjuntos arbitra- 
rios, se verifica que: 


(16) ANBUO=(ANBU(AN CO), 
(17) AU(BNCO=(AUBIN(A UC). 


Los diagramas correspondientes a las igualdades (16) y (17) son los de las 
figuras 10 y 11, respectivamente: 


$ P parte da a 
An(Buc)=1sg/dA da (ABU  adriculado 


Fig. 10. 


Au Bar oaa (AUB) (AUC)= ZORE yoo 
Fig. 11. 


DerINIcIÓN 7.—Si X €R (U), se llama complementario de X al conjunto 


formado por todos los elementos de U que no pertenecen a X. Al complemen- 
tario de X se le representa por 


e (X). 
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El complementario posee las siguientes propiedades: 


1) c(s)=U, e(U) =g. 

2) c(e(X) =X. 

3) c(AUB)=e(4)Ac(Bh. 

4) c(ANB)=c(A)Uc(B) 

5) ACB implica que ec(B) Cc(A). 
6) AUVC(A)=U, ANe(A) = 5. 


EJERCICIOS: 


22. Demostrar las. propiedades distributivas. 

23. Construir los diagramas de Venn correspondientes a la definición de complementario 
y a las propiedades 2), 3), 4) y 5). 

24. Demostrar las propiedades 1), 2), 3), 4), 5) y 6). 

25. Si A y B pertenecen a R(U) y se verifica que AUB =U y ANB=0, entonces 
B=cA. 


Der1x1icióN 8.—Un elemento A de R (U) se llama átomo cuando A +4 y 
de ø + X C A, siendo X un elemento de R (U), se deduce X = A, 


EJERCICIO: 
26. Demostrar que los subconjuntos unitarios de U son átomos y que son los únicos 


átomos de R (U). 


DerINICIÓN 9. Se llama retículo a un conjunto R, entre cuyos elementos 
se han definido dos operaciones, llamadas unión e intersección, respectiva- 
mente, y representadas por los simbolos U y N, tales que si A y B son dos 
elementos arbitrarios de R, AUB y ANB existen, son únicos y pertenecen 
a R y estas operaciones verifican las siguientes relaciones : 


I. Asociatividad.—Para tres elementos cualesquiera, A, B, C, de R, es: 
AUBUO= AUBDBUC ANE@NO= ANBNANC. 
11. Conmutatividad.—Si A, B, €R, se verifica : 


AUB=BUA, ANB=BNA. 


III. Idempotencia.——Para todo elemento A de R se verifica: 


AUA=A, AMA=A. 
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IV. Ley de simplificación.—Si A y B son elementos arbitrarios de R se 
verifica que 


AUBINA=A, (ANBIUA=A. 


De esta definición y de todo lo visto anteriormente, resulta el siguiente 
teorema: 


3. El conjunto R (U) de las partes de un conjunto es un retículo.—La 
misma demostración del ejercicio 17 prueba que: 


4. SiA y B son elementos de un retículo R, las dos igualdades siguien- 
tes son equivalentes : 


AUB=B, ANTP=A. 
La proposición 4 permite establecer la siguiente: 


DrrinicióN 10.—Entre los elementos de un retículo R se puede definir una 


relación, llamada de ordenación, y representada por el signo ©, del siguiente 
modo: 


(18) ACB es equivalente a AYB=P ya ANE =A. 


5. La relación de ordenación de un retículo posee las tres propiedades 
siguientes : 


I. Propiedad reflexiva: A C A, para todo A de R. 
11. Propiedad antisimétrica: ACB y BCA, implican A = B. 
111. Propiedad transitiva: ACB y BCC, implican ACC. 


EJERCICIOS: 


27. Se lama H, al suceso que consiste en que al arrojar dos dados, en uno de elios, 
por lo menos, salga el número i, Se llama H, U H, al suceso que consiste en que al arrojar 
dos dados salga en uno de ellos, por lo menos, el número ù, o el número j. Se llama 1, N R, 
al suceso que consiste en que al arrojar dos dados salgan los números i y j. Análo- 
gamente se definen (H, U H) UH», (4, UH)NH;, etc. Demostrar que el conjunto H 
de todos estos sucesos, juntamente con el suceso imposible, H, que es el suceso que ccm- 
siste en que salgan números que no pueden salir, forman un retículo. 

28. Sea P el conjunto de todas las proposiciones, Por ejemplo: {Hoy es sábado, está 
lloviendo, brilla el sol, etc.) En P se pueden definir dos operaciones, U, N, del siguiente 
modo: si p,q EP, pU gq se lee, p o q (la conjunción o actúa como copulativa y como dis- 
yuntiva); p(] q se lee p y q. Demostrar que P es un retículo. 

29. Demostrar la proposición 5. 
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30. Sea C el conjunto de los conmutadores de un circuito eléctrico, Representaremos 


por A U B a dos conmutadores montados en paralelo y por A f EÈ a dos conmutadores mon- 
tados en serie, como indica el diagrama de la figura 12, Demostrar que Ç es un retículo. 


A 
HT E a a 
P Q P A B Q 
B AnB 
AuB 


n 


Fig. 12. 


DEFINICIÓN 11.—Se llama elemento ínfimo de un retículo R, al elemento 
1 definido por las propiedades equivalentes : 
(19) XUl=X, Xfl=1, para todo XER. 
Se llama elemento universal de un retículo R, al elemento U definido por las 
propiedades equivalentes : 
420) XUU=U, XpgU=X, para todo XER. 
Un retículo se dice que posee elemento ínfimo (elemento universal) cuando 


existe en él un elemento (que es único) que cumple las condiciones (19) 
resp. las condiciones (20)). 


DerinicióN 12.—Se llama retículo distributivo a todo retículo que verifica 
las siguientes propiedades distributivas : 


es XUND = (XU NNA XU z2, 
€22) XNYUD=ANVUANZ), 
para toda terna, X, Y, Z de elementos del retículo. 
DerinicióN 18.—Se llama retículo complementario a todo retículo tal que 


para todo X € R existe el elemento complementario, e X, caracterizado por 
las dos propiedades: 


€28) XUeX = U, XNneX =1, 


siendo U el elemento universal e I el elemento ínfimo. 
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DerivicióN 14.—Los retículos distributivos y complementarios se llaman 
álgebras de Boole. 


De todo lo que precede se deduce que el conjunto R (U) de las partes de 
un conjunto es un álgebra de Boole, 


EJERCICIO : 


31. Comprobar que el retículo del ejercicio 28 es un álgebra de Boole. 


SustTraccióN.—En un álgebra de Boole R se puede definir otra opera- 
ción, llamada sustracción, del siguiente modo: 


DerinicióN 15.—Si A y B pertenecen 
a R se llama diferencia entre A y B, y se 


representa por A — B al siguiente elemen- 
to de R: 


(24) A—B=AfeB. 
El diagrama de Venn correspondiente a la A-B =región cuadriçulada 
diferencia A — B es el conjunto cuadricu- Fig. 13. 


lado de la figura 13. 

Se llama suma del elemento A con el elemento B al elemento AUB, 
cuando AN B = ø. La suma de A y B se representa por A + B. Se verifica, 
por tanto, que escribir A+ B equivale a escribir AUB y ANB =g. 

EJERCICIOS; 


82. Demostrar que 


(25) (A — B) + B = A U B. 
33. Demostrar que (A — B) f) (B — A) = e. 


DerinicióN 16. Si A y B pertenecen a R se llama diferencia simétrica 
entre A y B, y se representa por AA B al siguiente elemento: 


(26) A A B = (A — B) + (B — A). 


EJERCICIOS : 


34. ¿Por qué se puede poner el signo + en la definición (26)? 
85. Demostrar que si R es un álgebra de Boole, respecto de la operación A es un grupo 


abeliano, (El lector que no conozca la definición de grupo abeliano puede verla más ade- 
lante: $ 2, 5, def. 17.) 
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$ 2. PRODUCTO DE CONJUNTOS. APLICACION. 
FUNCION. RELACION 


1. Producto de conjuntos.—Como podrá comprobar el lector, la ope- 
ración de multiplicación de conjuntos es una operación básica de toda la ma- 
temática y constantemente nos vamos a referir a ella. 


DEFINICIÓN 1.—Dados dos conjuntos A y B, se llama producto de A por 
B, y se representa por A x B, al conjunto formado por todos los pares or- 
denados ((x, y)), en donde el primer elemento de cada par pertenece a Ay 
el segundo a B. 


EJERCICIOS; 


38. Escribir todos los elementos de A x B, siendo A = {a,b,c}, B = {1,2,3,4}. 
idem de BX'A. 


37. ¿¡ESAXB=BxA>? 


Diagrama del producto de dos conjuntos.—Empleando para los conjuntos 
la representación lineal se obtiene para el producto la representación carte- 
siana indicada en la figura 14. 


Fig. 14. 


Ejemplos: 1. Sea A = fa, b, c}, B= (1,2, 8, 4). Representando A en el 
eje x y B en el eje y (fig. 14), los elementos del conjunto A x B vienen re- 
presentados por los nudos de la red obtenida al trazar por los puntos que 
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representan elementos de A paralelas al eje y y por los puntos que repre- 
sentan elementos de B paralelas al eje v. 

2. Si el conjunto A viene representado por todos los puntos del segmento 
A B y el conjunto B por todos los puntos del segmento C D (fig. 14), el con- 
junto A x B viene representado por todos los puntos del rectángulo M N P Q. 


EJERCICIOS : 
38. Sea A=(1,2,...,8) B=141,2,...,5)]. representan gráficamente A,B y A x B. 


¿Cuántos elementos tiene A x B? 


39. Si A tiene n elementos y B tiene m elementos, demostrar que A x B tiene mn 
elementos. 


PROFIEDADES DEL PRODUCTO DE CONJUNTOS.—1, AC A, B'C B implican 
que Ax B'CAxB. 


I. Ax(BUC=(AxB)U(Ax O). 
II. Ax(BNC)=(A x B)N(A x C). 


IV. Si MCAxB y (x,y)€M, se llama proyección de (x, y) sobre A 
al elemento + y proyección de (+, y) sobre B al elemento y, y se escribe : ' 


proy (7,9) =x, — proy, (4, y) = y. 


Al conjunto de todas las proyecciones sobre A de los elementos de M se le 


llaman proyección de M sobre A. Análogamente se define la. proyección de 
M sobre B, y se escribe: 


proy M, proy, M. 
Se verifica que : 


(27) proy MCA, proy, MCB. 


Dados varios conjuntos: A,, ..., An, se llama producto Á, x ... x A, al con- 
junto de todos los conjuntos ordenados (+4,, Y, ..., Fah en donde v, € Á,,..., 
£, € An. Convendremos en poner (A x B) x C= A x B x C, lo que equivale 
a admitir la ley asociativa en el producto de conjuntos. 


EJERCICIOS: 


40. Demostrar las propiedades I-IV. 

41. Sea A el conjunto de diez alumnos de la clase, representados por los números 
A =11,2,...,10| y sea B el conjunto de los números (0, 1, ..., 10]. Representar gráfica- 
mente A x B, Considerar el subconjunto, M, de A x B formado por los pares.en que a cada 
alumno le córresponde su última puntuación en Matemáticas. ¿Qué significa proy (3, 7)? 
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2. Relaciones. Correspondencias. Transformaciones. Funciones.— 
Sea G un subconjunto de A x B: 


(28) GcAxB. 


DEFINICIÓN 16.—El subconjunto G define una relación, que designaremos 
por R, entre los conjuntos A y B del siguiente modo: 


(29) Ry <> (4y6€G, 


en donde “€ A, y € B, que se lee: x está relacionado con y en la relación 
R (*). El subconjunto G se llama grafo de la relación R. 

El subconjunto G de A-x B define también una correspondencia, trans- 
formación o función de A en B, que designaremos por f. Un elemento + de 
A y otro y de B se llaman homólogos en la correspondencia o función f cuan- 
do el par (+, y) pertenece a G. Sir € A, al conjunto de todos los elementos 
homólogos de + en la correspondencia o función f se le llama imagen de r en 
f y se representa por f (+). Al conjunto de todos los elementos homólogos 
del elemento y de B, se le llama original de y en la correspondencia o función 
f, y se representa por or (y). Al conjunto A se le llama conjunto inicial de la 
correspondencia o función, al conjunto B conjunto final de la corresponden- 
cia o función, y se escribe: 


in(f)=A, —fin(f=B. 


La correspondencia, transformación o función f hace corresponder, o 
transforma, cada elemento w del conjunto inicial A en una parte (que puede 
ser el conjunto vacio) de B, lo que se expresa del siguiente modo: 


LH EA fmErRO), 


siendo R (B) el retículo de las partes de B. Se llama grafo de la correspon- 
dencia f, al subconjunto de A x R (B): {(r, f (1))),,,. El mismo subcon- 
junto G de A x B define otra correspondencia o transformación, g, que de- 
signaremos con el nombre de recíproca de la anterior, que transforma, o hace 
corresponder a cada elemento y € B, la parte g (y) de A formada por todos 
los homólogos de y en la correspondencia f. A la correspondencia recíproca, 
g, de f la representaremos también por f-*. El grafo de la correspondencia 
reciproca, g, de la correspondencia f es el subconjunto {g (y), Y}v:» del pro- 
ducto R (A) x B. 


(*) Obsérvese que no es lo mismo decir que r e y están relacionados en la relación R 


2. RELACIONES, CORRESPONDENCIAS. FUNCIONES 19 


Se llama conjunto original de la correspondencia, función, o transformar: 
ción f, y se representa por or (f), al conjunto: 


(30) or ()=U o 0), 


y eB 


y conjunto imagen de f, y se representa por im. (f) al conjunto: 


(81) im () = |) ri. 


- FA 


Si g es la correspondencia reciproca de la correspondencia f, se verifica: 


(32) im (f) = or (g)  or(f) =im(g), in() = fin (g), fin (f) = in (8). 
EJERCICIOS : 


42. Sea A=(1,2,38,4,5], B=([a,b,c,d), sea ÍCAxB, definido por f = { (1, a), 
(10, (2, b), (8, a), (3, c)). Decir qué es: a) in (f), b) fin (H, ec) F(D, d fD, e) im H), 
f) or (f). g) f-1 (a) siendo f-1 la correspondencia reciproca de f, h) f-1 (0), i) f-1 (d). ¿Se 
verifica que 1fc?, ¿y que 2fc? 

43. Tómese una moneda, tírese nueve veces y fórmense los pares g = { (x, y) }, en donde 
x es el número ordinal de la tirada e y es un 1 cuando en la tirada ha salido cara y un cero 
cuando ha salido cruz, Sea A =41,2,...,9), B =(0,1). g define una función de A en B: 


g: A->B. 


¿Cuántos elementos tiene g (1), cualquiera que sea r? ¿Qué conjunto es g-1 (0) N g-1 (1)? 
¿Y g= 40) U g~ (1)? 


44. Sea A el conjunto formado por todos los alumnos de la clase, Se forma el subcon- 
junto )h de A x A del siguiente modo: Cada alumno escribe su propio nombre y, a conti- 
nuación, el nombre de uno de sus amigos de la clase, pudiendo repetir esto como máximo 
tres veces. h es el conjunto de todos los pares de nombres así obtenido. La relación h asi 
definida se llama relación de amistad. Obsérvese si se cumplen o no estas propiedades: a) 
x hx. b) Si se verifica v h y (que se leería + es amigo de y) ¿se verifica también y k x (e, e. 
y es amigo de x)? c) Si se verifica x hy e yhz ¿se verifica x hz? ¿Cómo se lee esta última 
propiedad ? 

45. Se toma un vidrio homogéneo de dos o tres centimetros de grueso, se hace incidir 
sobre una de sus caras pulimentadas un haz luminoso monocromático y se miden el seno xr 
del ángulo de incidencia y el seno y del ángulo de refracción. Se hace el experimento para 
varios ángulos de incidencia oep y se obtienen así los pares (sa yD (Fp Yb e- 
(7, 9,), que definen una función, r, entre A=4<x,,....1,) y B=([y,,...9,) ¿Cuántos 
elementos tiene r (7) para cualquier r? ¿Cuántos tiene r-1 (y) para cualquier y? 


46. Sea A el conjunto de todos los puntos de la recta x (fig, 15) y B el conjunto de 
todos los puntos de la recta y. Se puede tomar como imagen gráfica de A x B el cor 
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junto de todos los puntos del plano. Sea f el subconjunto de A x B representado por la 
mancha de la figura 15 A). ¿Qué conjuntos" son: a) f ($), b) (m), O ft) d) f0)? 

47. A, B y A x B tienen el mismo significado que en el ejercicio anterior, g es el sub- 
conjunto de A x B representado por la línea curva de la figura 15 B). Escribir g ($), g (a), 
g7! (1), in (g), or (8). 

48. Sean A y B el conjunto de los números racionales, Q. Sea f el subconjunto de A x B 
formado por todos los pares de números racionales (v, y) tales que 6— 2r +3 y =0. Di- 
bujar la gráfica de f. Calcular f (0) y f-* (0). ¿Cuáles son im (f y or (f)? ¿Cuántos números 
hay en 7 (+) para cualquier r € Q? ¿Cuántos hay en f~! (y)? 


Fig. 15. 


49. Sean A y B el conjunto de los números racionales, Q. Sea f el subconjunto de Ax B 
tormado por todos los pares (x, y) tales que y =|—6+ 2x]. Gráfica de f. Hallar f (5), 
1 (0), F2(0), F1(2), FAO), Pl (UD. Definir im (PD y or (f). ¿Cuántos elementos tienen 
10y 0? 

50. A y B tienen el mismo significado que en el ejercicio anterior, g es el subconjunto 
de A x B formado por todos los pares (x, y) tales que y > |—6+2x |. Representar g. 
Definir g (2), g (8) g (10). 2-1 (0), g-1 (1), g72:6), 871 (10), in (8), or (g). 


51. Six es un número racional, se representa por [+] al mayor número entero que es 
. . 4 
menor o igual a xr. (Por ejemplo: ES =1, |- +| = — 2, [5] = 5, [— 3] = — 8.) 


Sean A y B iguales al cuerpo Q de los números racionales. Sea F el subconjunto de A x B 
formado por todos los pares (x, y) tales que y = [x]. Representar gráficamente F. Escribir 
los elementos de los siguientes conjuntos: F (1,7), F (5) F (- +). F (5) F 1 (8), 
F-1 (3), F-1 (0), F-1 (>). Definir im (F) y or (FE). 


52. Tómense dos dados y anótese la suma de los números que se obtienen al arrojarlos. 
Repitase la operación 360 veces y anótense los números de veces que se ha obtenido la 
suma 2, la suma 3, ..., la suma 12. Sea A = Q, B = N, siendo N el conjunto de los números 
naturales. Sea q el subconjunto de A x B formado por tedos los pares (r, y), siendo y 
el número de veces que se ha obtenido como suma de los números de los dados xr o un 
número inferior a Y. Representar gráficamente q. Expresar $9 (5). p S.T). 0 ad, p 0, 
$ (13), 071 (82), 671 (25), or (p), im (9). 
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53. Sea A =N, B=0Q y sea L el subconjunto de A x B formado por todos los pares 
(z, Lx), siendo Lx el logaritmo decimal de y que figura en una determinada tabla y v uno 
de los siguientes números (1,2, 5,10, 20, 30, ..., 190,200]. Representar gráficamente La 
¿Qué son or (L) e im (L)? 


54. Dividase una cuartilla en 16 trozos y numéren- 


7} e e 0 e e 
se los trozos, a los cinco primeros se les colorea de d A 
rojo, a los cuatro siguientes de azul, a los tres si- 
guientes de verde, a los dos siguientes de negro y a Ar er EA e CE. 
los dos últimos se les deja blancos. Sean A y B igua- d . o . . 
les ambos al conjunto de los 16 primeros números al a sa 
naturales: A = B = { 1, ...,16 } Entre A y B se de- 
fine una relación R del siguiente modo: x Ry equi- a e 
vale a decir que los papeles numerados con los nú- l . 
meros y e y tienen el mismo color, Representar grá- 
ficamente la relación R. Comprobar que R posee las A N 


tres propiedades siguientes: I. Rx, Yx€A. Il 

Ry implica vRr. MM Ry e yRs implican 

s Ras. ¿Cómo afectan las propiedades I y JI a la gráfica de R? 
55. 


Fig. 16 


Sea R la relación representada por la gráfica 16. Comprobar que se verifican las 
siguientes propiedades: I. +Rx. I. xRy eyRsr implican v = y. II. xRy e yRz im- 
plean x Ra. 


DerinicióN 17.—A una correspondencia f de A en B, tal que f (+) conste de 
un único elemento, o sea el conjunto vacio, para todo r € A, se le llama una 
correspondencia unívoca de A en B. En tal caso, en lugar de poner f (+) = {y} 
se escribe f (x)= y. A la función correspondiente a una correspondencia univo- 
ca se le llama función uniforme. Si or (f)'= in (f), la función uniforme se llama 
aplicación. Si además im (f) = B, la correspondencia se llama suprayectiva, y la 
función se llama aplicación de A sobre B o suprayección. Una correspondencia 
univoca de A en B tal que todo elemento de B sea imagen de un elemento de A 
como máximo, esto es, tal que, para todo elemento y de B, se verifique que 
or (y) es un único elemento o el conjunto vacio, se dice que es una correspon 
dencia biunivoca de A en B; a la aplicación correspondiente se le llama aplica- 
ción inyectiva o inyección. Si f es una correspondencia biunivoca de A en B y 
además es una correspondencia suprayectiva, se dice que f es una correspon- 
dencia biunívoca de A sobre B; a la función correspondiente a este caso se le 
llama aplicación bivectiva o bivección. Por consiguiente, una aplicación biyec- 
tiva o biyección es una inyección que al propio tiempo es suprayección. Si f 
es una biyección, la correspondencia recíproca es una aplicación suprayectiva 
que representaremos por f?, y llamaremos aplicación inversa de f. Se 
pondrá $? (y) = v, en lugar de f* (y) = (+). Se verifica que f° f es la apli- 
cación idéntica de A sobre A y ff”! es la aplicación idéntica de B sobre B. 
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Emplearemos constantemente los siguientes criterios: 


I. La condición necesaria y suficiente para que Á 2 B sea una aplicación 
o función uniforme, es quei: 1) Para todo x € A, f(x) + ø. 2) De y €f (x), 
z € f (x) se deduce que y = Z. 


II. La condición necesaria y suficiente para que la aplicación A L B sea 
suprayectiva es que para todo y perteneciente a B, exista un x€ A tal que 
f(x) = y. 

III. La condición necesaria y suficiente para que la aplicación A LB sea 
inyectiva es que de 1(x) = f (y) se dedueca que x = y. 


IV. La condición necesaria y suficiente para que A = B sea una biyec- 
ción es que f sea una aplicación inyectiva y suprayectiva. 


EJERCICIOS : 


56. Decir si las siguientes correspondencias son univocas, suprayectivas, biunivocas en, 
o biunivocas sobre: a) La correspondencia del ej. 42, b} La correspondencia del ej. 43, c) 
Ea correspondencia del ej. 44. d) La correspondencia del ej. 45. e) La correspondencia del 
ej. 46. f) La correspondencia del ej. 47. g) La correspondencia del ej. 48. h) La correspon- 
dencia del ej. 49. i) La correspondencia del ej. 50. j) La correspondencia del ej. 51. k) La 
correspondencia del ej. 52. 1) La correspondencia del ej. 53. m) La correspondencia del 
ej. 54. n) La correspondencia del ej. 55. 


57. Decir si son aplicaciones, inyecciones o biyecciones las siguientes funciones: a) A = B 
= Q (Q, como siempre, es el conjunto de los números racionales), f = { (7,12 —5x +6) ph 


-R _ x -p $ 24-11) 
D)A=B=N, g=((529) 9 A=B=0 k=, (x 37)! 


Notación. —Si AZ B es una aplicación de A en B, a un elemento arbi- 
trario de A = or (f) se le representa por una letra, por ejemplo v, que se 
llama variable independiente. Al elemento correspondiente a + se le repre- 


senta por otra letra, por ejemplo y, que se llama variable dependiente o fun- 
ción, y se escribe 


y =]1(x). 


Por consiguiente, + representa un elemento de A y f (+) un elemento de 
im (f) CB. Al conjunto A = or (f) se le llama también campo de variabilidad 


de la variable independiente, Al conjunto im (f) se le llama campo de variabi- 
lidad de la función. 


Para definir una aplicación f no basta con dar la operación que es preciso 
realizar para pasar de un elemento de or (f) al elemento de im (f), sino que 
es preciso definir or (f) y fin (f). 
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EJERCICIOS : 


58. ¿Está definida la función y = 27 + 1? Completar de varios modos la definición de 
esta función. 


59. ¿Existe la función f(r) tal que € Q, (DEQ y +2 + [1 (072. +1 =0? 
60. ¿Existe la función f(x) tal que or (f) = N, siendo N el conjunto de los números 


natutales y 287 + 45f (+) = 11, siendo fin (f) = Z, y Z el conjunto de los números en- 
teros? 


61. ¿Existe la función g (+) tal que or (g) = Z, fin (g) = N, estando ligados + y g (5) 
por la ecuación del ejercicio anterior? 


DerinicióN 18.—El paso de la variable independiente a la variable depen- 
diente puede realizarse de varias formas, con lo que resultan distintos tipos 
de funciones. Una función se llama experimental cuando para pasar de la va- 
riable independiente a la variable dependiente es preciso realizar un experi- 
mento. Una función se llama matemática cuando para pasar de la variable in- 
dependiente a la dependiente basta: realizar procesos matemáticos. Una fun- 
ción se llama tabulada cuando para pasar de la variable independiente a la 
dependiente basta con mirar unas tablas. 


Las ciencias experimentales persiguen pasar de las funciones experimen- 
tales a las funciones matemáticas ; cuando consiguen esto dicen que han des- 
cubierto una ley natural. Obsérvese que cuando se es capaz de encontrar una 
función. matemática igual a una función experimental, se pueden hacer pre- 
dicciones respecto del fenómeno a que se refiere la función experimental. Apa- 
rece aquí el concepto de igualdad de dos funciones, que, juntamente con la 
igualdad de conjuntos, son los dos conceptos básicos de toda la matemática. 


DEFINICIÓN DE IGUALDAD DE FUNCIONES.—Diremos que las funciones 
y = f(x) e y= g (4) son iguales sobre el conjunto C cuando: 1.°) El con- 
junto C está contenido en los conjuntos originales de las dos funciones. 2.”) 
Para todo elemento + que pertenezca al conjunto C se verifica que f (+) = g (x). 
Si los conjuntos originales de las dos funciones son iguales diremos que las 
funciones son estrictamente iguales. 


EJERCICIOS; 


62. Aplicar la definición 18 a las funciones de los ejercicios 53, 52, 51, 50, 60. 


52; Sea Q el conjunto de los números racionales y Z el conjunto de los númercs enteros. 
Cada número racional se puede considerar como una aplicación de un subconjunto de Z en 


otro subconjunto de Z del siguiente modo: sea 5 una fracción, sean (a) y (b) los conjun. 


tos formados por todos los múltiplos de a y de b, respectivamente, S define una aplicación 
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de (b) en (a) del siguiente modo: + (mb) = ma, siendo m un número entero, Demos- 


trar que si las fracciones Y g sn iguales (e. e. corresponden al mismo número racional) 


se verifica que las funciones correspondientes son iguales en un cierto conjunto. Determinar 
este conjunto. 


DerinicióN 19.—Atendiendo a los conjuntos in (f) y fin (f) las funciones 
se clasifican en diversas clases, entre las que las más importantes son las si- 
guientes: Funciones de variable natural son las que tienen in (f) = N, sien- 
do N el conjunto de números naturales. Funciones de variable entera son 
aquéllas para las que in (f) = Z, siendo Z el conjunto de los números ente- 
ros. Funciones de variable real son aquéllas para las que in (f) = R, siendo 
R el conjunto de los números reales. Funciones de variable compleja son 
aquéllas para las que in (f) = C, siendo C el conjunto de los números com- 
plejos. Funciones enteras son aquéllas para las que fin (f) = Z. Funciones 
reales son aquéllas para los fin (f) = R. Funciones complejas son aquéllas 
para las que fin (f) = C. 


3. Relación de igualdad. Clasificación. Conjunto cociente.—Según 
la definición 16, definir una relación entre dos conjuntos es definir un sub- 


conjunto del producto de aquéllos. Vamos a estudiar un tipo muy particular 
de relaciones entre un conjunto y él mismo. 


DEFINICIÓN 20.—Sea R un subconjunto en A x A, representaremos por 
la misma letra la relación definida por él. La relación R se llama relación de 
igualdad cuando verifican los siguientes postulados: 


I. Para todo elemento x de A se verifica x Rx. 
IT. xRy implica y Rx. 
TT. xRyeyRz implican x Rz. 


Dos elementos +, y relacionados mediante una relación de igualdad R se 
llaman iguales respecto de R. Generalmente se dice simplemente que son ¿gua- 
les, dejando sobreentendida la relación respecto de la que son iguales. Sobre 
un mismo conjunto se pueden definir, en general, varias relaciones de igual- 


dad. Para representar las relaciones de igualdad se emplea el signo =, pero 
pueden emplearse otros signos: a veces se emplea el = o el a. 
EJERCICIOS: 


64. Seg N el conjunto de los números naturales. Sea R el subconjunto de N x N for- 
mado por aquellos pares de números naturales que, escritos en el sistema decimal, tienen 


iguales las últimas cifras. Sea R la relación definida por R. Probar que R es una relación 
de igualdad. 
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65. Sea A=N x N. En A se define la relación R del siguiente modo: (x, y) R (7, y) 
equivale a 1 + y = y + 4. Demostrar que R es una relación de igualdad. 


66. A es el conjunto de todos los segmentos del espacio euclideo ordinario. El segmento 
a está relacionado en R con el segmento b cuando existe un movimiento en el espacio que 
transforma a en b. Demostrar que R es una relación de igualdad. 


67. Sea A el conjunto de todos los triángulos del plano. Si T y T’ son dos triángulos, 
se escribe T R T’ cuando T es semejante a T”. Demostrar que R es una relación de igualdad. 


68. Se escribe a R b, siendo a y b dos números, cuando existe otro número m, distinto 
de cero, tal que a = m b. Decir si R es relación de igualdad: a) Cuando todos los números, 
a, b, m, son enteros. b) Cuando todos los números son racionales. 


Sea R una relación de igualdad definida en el conjunto A. Consideraremos 
el subconjunto de R (A) formado por todas las partes C (+) de A, en donde 
C (x) es la parte formada por todos los elementos y de A tales que “Ry. A 
este conjunto de partes de A lo representaremos por {C (4)).., - 


El conjunto ([C()),., de partes de A posee las dos propiedades funda- 
mentales siguientes: 


L. Uco =a. 


eA 


H. C(x) NC) = Ø, o bien C(x) = C (y). 


DEMOSTRACIÓN. —I. Como todos los conjuntos C (+) son partes de A su 


unión es también parte de A, esto es U C(x) <A. Reciprocamente, si 
xzA 
2€ A, se verifica que ¿€ C (2) < U C (+), luego AC U C (5). 
xE xsA 

TL. SizEC(4NC(y), será Re, yRe, de donde Rz, ¿Ry y Ry, 
luego r€C(y) e yE C(x). Si EC (r), será r Rt y como x Ry, será y Rt, 
luego ¿€ C (y). Por consiguiente, C (+) € C (y). Reciprocamente, si u € C (y), 
será yRu, y como y Rv, será «Ru, luego 4€C (+) y, por tanto, 
CE Cir, luego C (4) = C (y). 


DerinicióN 21.—Un conjunto (C;);., de partes de un conjunto A se llama 
una clasificación o una partición del conjunto A cuando se verifican las dos 
condiciones siguientes : 


L cia. 


fel 


IL CNG=0, ij. 


Los subconjuntos C, se llaman entonces clases de A. 
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En virtud de esta definición se puede enunciar el resultado anterior del 
siguiente modo: 


Toda relación de igualdad R en un conjunto A produce en A una clasifi- 
cación, cada clase está formada por todos los elementos de A que son igua- 
les entre sí en la relación R. 

Esta proposición posee una recíproca : 


Toda clasificación (C¡),., de un conjunto A define una relación de igual- 
dad, R, en A cuya clasificación correspondiente es {0i}: 


DeEmMOosTRACIÓN.—Sea R la relación definida en A del siguiente modo: 
x Ry es equivalente a decir que existe una clase C, que contiene a los dos 
elementos v e y, esto es: 


Ry es equivalente a: EC, yEC, GEG har 


a) La relación R es una relación de igualdad.—En efecto: I) Todo ele- 
mento pertenece a la misma clase que él mismo y existe tal clase en virtud 
de la condición 1 de la def. 21. 11) La definición de R es simétrica. 111) Si 
xRyeykRa, se verifica que v € C; y EC, y€ Cr. EC. Ahora bien, por 
la condición IĮ de la def. 21, de y € Cj, v € C, se deduce j = k, luego + € C, 
EC, yTRe. 

b) La clasificación definida por R es la clasificación dada.—Sea C (+) la 
clase formada por todos los elementos y tales que v Ry, y sea Cy la clase 
de (C;);.,, que contiene a v. Si 2 € C (r) será v R g, de donde y € Cr, € Cx, 
y como xv € C),, por la condición II de la def. 21, será j = k, luego z € C}. Por 
consiguiente, C (x) € C. Reciprocamente, si s € Cj, como v € C; será v R o, 
luego z € C (v), lo que implica, por ser z arbitrario, que C; C C (r). Por con- 
siguiente, C (+) = C, luego las clases C (+) coinciden con las clases C;. 


EJERCICIOS: 


69. A es un conjunto de bolas de colores: rojo, azul, blanco, verde, naranja. a) En A 
se define la relación R del siguiente modo: si x e y son dos bolas se escribe x R y cuendo 
x e y tienen el mismo color. Comprobar que R es una relación de igualdad. ¿Qué clasifica- 
ción produce R en A? ¿Cuántas clases tiene la clasificación? b) Se consideran las partes 
R, A, B, V, N, de A formadas por las bolas de colores rojo, azul, blanco, verde y naranja, 
respectivamente. ¿Es {R, A, B, V, N } una clasificación de A? ¿Qué relación de igualdad 
define esta «clasificación? c) Se numeran correlativamente, a partir del uno, las bolas de cada 
una de las clases A, R, B, V, N y se consideran los subconjuntos C, formados por todas las 
bolas que tienen el mismo número i, ¿Es {C} 
de igualdad correspondiente ? 


,¿ una clasificación? ¿Cuál es la relación 


70. ¿Cuántas clases existen en la relación de igualdad del ejercicio 68 b)? 
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71. ¿Es una clasificación det conjunto de los números naturales la formada por los sub- 


conjuntos P e I de los números pares e impares? ;Qué relación de igualdad corresponde a 
esta clasificación? 


72. Sea Q el conjunto de los números racioñales, Sea C,, # € Z, siendo Z el conjunto 
de los números enteros, el conjunto de todos los números racionales + tales que: a) 
nEPZNA4FL bnn c)n Krn ¿Es el conjunto (C, ),,, de par- 
tes de Q una clasificación de Q? Cuando asi sea, ¿cuál es la relación de igualdad corres- 
pondiente ? 


73. Sea P el conjunto de todos los poligonos. Sea C, la parte de P formada por todos 
los poligonos cuya área es igual a i ¿Es el conjunto (C,),, R+’ siendo R+ el conjunto 


de los números reales positivos una clasificación de P ? ¿Cuál es la relación de igualdad 
correspondiente ? 


De la definición 21 se deduce inmediatamente que: 


En una clasificación [C;);., de un conjunto A cada clase C, está univoca- 
mente determinada por cualquiera de sus elementos. En virtud de esta pro- 
piedad, a cada elemento de una clase se le llama un representante de la misma. 


Emplearemos muchas veces el siguiente: 


CRITERIO DE IGUALDAD DE CLASES.—La condición necesaria y suficiente para 
que dos clases de una clasificación sean iguales es que posean un elemento 
común, Cuando la clasificación viene definida por una relación de igualdad 
R, se puede enunciar este criterio del siguiente modo: Six e y son represen- 


tantes de las clases C (xX) y C (y), respectivamente, definidas por la relación 
de igualdad R, se verifica que: 


(1) C{x)=C (y) es equivalente a xRy. 
EJERCICIO: 


74. Si R es la relación del ejercicio 69 a) y si x e y son dos bolas de A, comprobar la 
proposición (1). 


DerInIcióN 22,—De todo lo anterior resulta que toda relación de igualdad, 
R, definida en un conjunto A, define yn subconjunto en el álgebra R (A) de 
las partes de A, formado por todas las clases correspondientes a la clasifica- 
ción, a este subconjunto de R(A) formado por todas las clases de clasifica- 
ción se le llama conjunto cociente de 4 respecto de la relación de igualdad R, 
y se representa por A/R. 


EJERCICIOS : 


75. ¿Qué diferencia existe entre clasificación y conjunto cociente ? 


76. A es un conjunto de bolas. Se meten todas las bolas de Á en bolsas, Las siguientes 
expresiones ¿qué indican?: a) El conjunto de las bolsas de bolas. b) El conjunto de bolsas. 
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NoTacióN.—Como una clase de una clasificación queda definida por uno 
cualquiera de sus elementos, para representar a la clase que contiene al ele- 
mento «, en la clasificación producida por la relación de igualdad R, emplea- 
remos las siguientes notaciones: y R, x + R, #. Para representar a los ele- 
mentos del conjunto cociente se emplea la misma notación; por consiguien- 
te, x R lo interpretamos tanto como conjunto de elementos de A como ele- 
mento de R (A). 


EJERCICIOS : 


77. En algunos casos sería fácil emplear nombres distintos para las clases y para los 
elementos del conjunto cociente. Pónganse nombres distintos en el siguiente; A es un con- 
junto de cajas de colores. Se atan, formando un paquete, las cajas del mismo color, Nombrar 
las clases y los elementos del conjunto cociente con nombres distintos. 


78. Sea A el conjunto de todos los polinomios en una única indeterminada +. Si $ y q son 
dos polinomios, se escribe p R q cuando p y q tienen el mismo grado. Probar que R es una 
relación de igualdad y ver que cada elemento de A/R se puede representar por un número 
natural de modo único y que a cada número natural le corresponda un elemento de A/R.. 


4. Aplicaciones o funciones uniformes.—Recuérdese (def. 17) que se 
ha llamado aplicación a una función (in f= or f) tal que y € f (0), 2€f (x) 
implican y = z. Definida una relación de igualdad R en un conjunto A se pue- 
de definir de un modo natural una aplicación n de A sobre A/R llamado epi- 
morfismo natural del siguiente modo: a cada elemento de Á se le hace co- 
rresponder la clase que lo contiene: 


n: >xwR, para todo rEA. 


Evidentemente, se verifica que or (n) = A y que de y €En (x), 2 €n (x), re- 
sulta que y = R, z=w R, y como + pertenece a una clase única, será y=2, 
luego es una aplicación, Si z es un elemento de A/R y xy es un elemento de 
A perteneciente a z, será z = x R, luego z = n (4). 


EJERCICIOS: 


T9. A es un conjunto de bolas, R es la clasificación que resulta de meter las bolas em 
bolsas. ¿Cuál es el epimorfismo natural? 


vecinos de A, cuando x e y habitan en la misma casa. A/R y el conjunto B de las casas de 
la localidad (suponiendo que todos los habitantes tengan casa) son dos conjuntos biyectivos. 


80. Sea A el conjunto de habitantes de una localidad. Se define y R y, siendo r e y dos- 


Sea 
a) f: A->B 


una aplicación de A en B. 


4. APLICACIONES 29 


La aplicación f produce una clasificación en A mediante la siguiente defi- 
nición: x e y pertenecen a la misma clase es equivalente a f(x) = f (y). 


DemosTRrRaAcióN.—Sea C (+1) el subconjunto de A que contiene a v. Esto signi- 
fica que y € C (r) es equivalente a f (y)=f (1). Evidentemente es U C(=A. 


a eA 
Si C (r) y C(y) tienen un elemento común, z, será fi = Flay fm =f, 
luego (4) =f (y). Si 1€C(v), de f(£) = f(x), resulta f(t) = f (y), luego 
¿tEC(y y C(x4)<C(y). Análogamente se ve que C(y) © C (r), luego si 
C(x) y Cy) tienen un elemento común coinciden. 


NotTAcIÓN.—Al conjunto cociente de A respecto de la clasificación produ- 
cida por f lo representaremos por A/f. 


DerinicióN 28.—Dadas las aplicaciones : 


ALE y BC. 


tales que fin (f) = or (g) = B, se llama producto de f por g, y se representa 
por gf, a la correspondencia entre A y C definida del siguiente modo: 


(2) gia = 8 i). 


EJERCICIOS: 


81. Comprobar que las funciones f: y =4x +5 y g: y = #2 son aplicaciones de Q en Q, 
siendo Q el cuerpo de los números racionales. Hallar las ecuaciones de los productos 
ef yÍg 

82. Dadas las aplicaciones f y g, de Q en Q, definidas por las siguientes ecuaciones: 

3x45 


> — , y=4x8—Tx +1, escribir las ecuaciones de gf y de fg. 
x—i 


r= 
83. Dadas las gráficas de las aplicaciones f y g, dibujar la gráfica de g f. 


84. Sean Q xQ £ Qy Q£ 0x0. las siguientes aplicaciones: 


He, y) = (49% +2x, g(4) = (+1 Z Es 


). Calcular gf y fg. 


85. Sea R el cuerpo real y sea R x R Z, Ry RS R, definidas por f (£, y) = +2 — 4y, 
g(x) = sen x. Calcular g f. 


$6. SaR RXRXRRXREXRÉ RRR siendo f(7) = (r, — 3%, 2), 
£0,2t)=y+2+t, h(u) = cos (u), calcular: h(g f), 1h 8), £ (FM). 
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87. Descomponer en producto de dos factores las siguientes aplicaciones: a) y = (27 


+ 19. b) y = +? + z3. c) y = sen 3 v. d) y = log sen v. e) y = y tgx. f) y = log (+ + 3). 
g) y = 2%*+1, h) y = coss + sen 7. 


88. Descomponer en producto de tres factores las siguientes funciones: a) y = (2x + 1}. 
x? 

b) y = (senx + cos v) r8, c) y = —————— d) y = sen (42 z4 1). ~= Den (3142), 

)y=( + ) ) y Eos ) y = sen (72 +37 +4 1). e) y =2 

f) y =42 cosx + 2% log r +senxw. g) y= sen (12 + 1) cos (2x +1) y 7. 


h) y=Ve4V3 e1 A 


89. Descomponer en producto de cuatro factores las siguiente” funciones: 


SOS IRE E, 
a) =V 4V3 FE - b) y= x+ Voy yr - 0 y pts 


8 == 
d) y > e) y =V x4 sen x » cos Yx 


Pr logr+ yx 


f) y = sen (x + log cos 1). g) y = tg (sen (12 + 1) cos (13 + 2 4)). 


h) y = log (sen v . cos x + 3* log 7). 


90. Llamaremos descomposición canónica de una función a ura descomposición en pro- 
ducto tal que en cada factor no se realice más de una operación con una misma variable 
Hallar las descomposiciones canónicas de las siguientes funciones: 


sta. all 


3 — PE EE 
o) y= V x3 Y sen æ cos Vx d) ja E e l 


TES io AS 
x? 4- 27 
x? 3 aai . ee 
e (sen E + pee ) > yE log (x3 + 2) — sen (2 x + 1) - cos (2 x — 1) 
a+! gr sen (+25) +tg —1 
x añ 1 


Va+t—Yx—1 
psa —Vx—2 
Vx+3—YVx—3 


91. Hallar las descomposiciones canónicas de las siguientes funciones: 


a) y= (Ea uS EEN EEE z”. 


sen (x, + 2%) — log En 
b) y= at A 


COS X4 x; — 2 tagtrgtr tas 
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c0) y= V log (4, + xg) — Sen (X, — Xg) COS (Ag — x4) 


xy “tx 
— —2 - COS (A) — Y. 
d) y= *3 +. a AA 
1+x 
tg lx, — ey ———— 
Ys 1 "ex 


A 


Hallar las descomposiciones de las siguientes funciones: 


a y (E CA + sen x, - log A { 2 ) 
= | ——— . Xq, AAA 008 x SEN (ax, — 2x0 
Va 1 2 log (x, + x3) 1 1 2 
bd) y= (= CEEE pa) 
Vx, + sen (x, F xo) 


e) y= (Vvs, + xa —Vx,— xq 
VA Fx sente — x), (La, + xa; cos (xè — 1) tg (17 — 40). 
PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACIÓN DE APLICACIONES. 
I. La multiplicación de aplicaciones es asociativa.—Esto significa que si 
f, g, h son aplicaciones tales que f es multiplicable por g y ésta por h, se ve- 
rifica : 


hEN=H9f, 


en donde la igualdad es estricta. En efecto, basta observar que, para todo v 
perteneciente al conjunto inicial de f se verifica que 


n 


[Alg AIr = h [Ke fr] = h [e Ga) 


[R g) r= hg) (4) = Ag (1 

Ya se ha visto en los ejercicios anteriores que la multiplicación de aplica- 
ciones no es conmutativa. De la definición se deduce que la multiplicación no 
siempre está definida, siendo necesario y suficiente para ello que el final del 
primer factor coincida con el inicial del segundo. 


II. A toda aplicación f se le pueden asignar dos aplicaciones, llamadas 
unidades por la derecha y por la izquierda, y que representaremos por ua Y t, 
respectivamente, tales que fua = f, u f = f.—En efecto, ua es la aplicación 
tal que si r € in (f) se verifica ua (1) = x. Análogamente, u; es la aplicación 
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tal qué si y es un elemento arbitrario de fin (f) se verifica u; (x) = w. Por 
consiguiente, in (u4) = fin (ua) = in (f), in (m) = fin (u:) = fin (f). 


DerixicióN 24.—Dado un conjunto €, a cuyos elementos se les llama objetos, v otro con- 
junto Hom (C), a cuyos elementos se les llama morfismos, tales que: 1) Dado un elemento cual- 
quiera, f € Hom (C), quedan determinados univocamente por él un par ordenado (A, B) de 
objetos de C, llamados objeto inicial y objeto final de f, respectivamente. 2) Cuando está defi- 
nido el producto de morfismos éste es asociativo, 3) A todo morfismo f le corresponde una uni- 
dad por la derecha y otra por la izquierda tales que fu, = f, u, f = f. Al par formado por 
el conjunto C, de objetos, y conjunto Hom (C), de morfismos, con las condiciones anterio- 
res, se le llama una categoría, 

En virtud de esta definición y de lo que acabamos de ver, resulta: 


Si C es un conjunto de conjuntos y Hom (C) cs el conjunto de todas las aplicaciones en- 
tre los conjuntos de CÇ, el par (C, Hom (C)) es una categoría. 


Notación. —Para representar productos de aplicaciones son cómodos algu- 
nas veces los siguientes diagramas: 


a) a-e. b) EE e) o 
a A NEZ 
ESE g k "| y |e 

K ZAN 


Decir que el esquema a) es conmutativo significa que da lo mismo pasar 
de A a C por la derecha que por la izquierda. Lo que equivale a escribir : 
h = gf. Decir que b) es conmutativo equivale a escribir la igualdad estricta 
entre aplicaciones: g f = f' g’. Decir que todos los diagramas de c) son con- 
mutativos equivale a establecer las siguientes igualdades: F = gf, H = AF, 
G = hg, H= Gf y, como consecuencia, la propiedad asociativa. Los dia- 
gramas varían de un caso a otro, pero generalmente sirven para aclarar las 
ideas sobre las relaciones entre conjuntos y aplicaciones. 


EJERCICIO: 


93. Escribir las igualdades correspondientes a los siguientes. diagramas conmutativos: 


f g f g 


a) a b A —— B — C c) ÎN 
SEO O ae 
ES < — bu pa | | | po 
J C ——> B —— D 
K= Bs € - c 
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DESCOMPOSICIÓN CANÓNICA DE UNA APLICACIÓN.—Sea 
(3) ALB 
una aplicación. Sea n el epimorfismo natural: 
(4) AL Aff. 


Consideremos la correspondencia y entre A/f e im (f) definida del siguien- 
te modo. 


(5) p(=p =$, 


en donde representamos por rf a la clase que contiene a x. La función ọ es 
btunivoca sobre, o biyección, Evidentemente que or (ẹ) = A/f. Sea xf=yf, 
esto significa que f(v) = f (y), y o(xf = ẹ (y f), luego ọ es una aplica- 
ción. Es una inyección. En efecto, sea ọ (v f) = ẹ (y f), esto significa que 
FF = Ffy), y rf = yf, luego se trata de una inyección. e es sobre. En 
efecto, si y C im (f) será y = f (x), para v €A, luego ọ (r f = f) = y. 

Finalmente, se puede definir una aplicación i de im (f) en B del siguiente 
modo: si x Eim (f), i (x)= +. Esta correspondencia i es, evidentemente, una 
inyección, que llamaremos inmersión, Por consiguiente, hemos obtenido el 
siguiente diagrama conmutativo: 


A >> Alf 


ds | Al A 


B <— im (f) 
en donde » es el epimorfismo natural, i es la inmersión y py es una biyección. 


EJERCICIOS : 


94. Sea A un conjunto de bolas de color rojo, azul, blanco, verde y negro. Sea B el 
conjunto de los cinco colores { rojo, azul, blanco, verde, negro }. Sea f la función que trans- 
forma cada bola en su color. Evidentemente que f es una aplicación de A sobre B, o epi- 
morfismo. Hallar la descomposición canónica de f. 

93. Hallar la descomposición canónica de la función f: Q->0Q, definida del siguiente 
modo: f(x) = [x], en donde [+] = máximo número entero < Y. 


5. Relaciones de orden. Orden total. Buena ordenación. Lema 
de Zorn.—Una relación R definida en un conjunto C es un subconjun- 
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to R de C x C. Vamos a estudiar ahora otro tipo particular de relación, lla- 
mada ordenación. 


DerivicióN 25.—Una relación R definida en un conjunto C se llama una 
relación de orden parcial, o simplemente, una relación de orden, cuando se 
verifican las tres propiedades siguientes: 


I. Para todo + de C se verifica x R v. 
II. Las relaciones rR y e y Rx implican xr = y. 


TIT. Las relaciones rR y e yRe implican y Rz. 


De las tres propiedades anteriores, las fundamentales son la primera y la 
tercera. Una relación que verifica sólo las propiedades I y III se llama una 
relación de preorden. 


ENERCICIOS : 


96. Sea C el conjunto de todas las clasificaciones de un conjunto A. En el conjunto C 
se puede definir una relación del siguiente modo: P R P’ significa que toda clase de la cla- 
sificación P está contenida en una única clase de la partición P^. Probar que R es una rela- 
ción de orden. 


97. Sea R (A) el conjunto de todas las partes de A,.probar. que la relación de inclusión 
es una relación de orden de R (A). 


98. Sea N el conjunto de los números naturales. Se define en N la relación R del si- 
guiente modo: + R y es equivalente a y = x + m, siendo m un número natural, o bien y = £. 
Probar que R es una relación de orden. 


99. Dar una definición análoga a la del ejercicio anterior para definir una relación de 
orden en Z y en Q. 


100*. Demostrar que toda relación de preorden define, en un cierto conjunto cociente 
del conjunto dado, una relación de orden. 


Notación.—La relación de orden se acostumbra a representar por 
el signo <. 

Si el elemento a está relacionado con el b mediante la relación de ordena- 
ción <, esto es, si a < b, se dice que, en la ordenación <, a precede a b, o 
que b sigue a a, o bien, quea es menor o igual a b, o que b es mayor o ¿igual 
a a. Si se verifican las dos relaciones: a < b y a + b, se escribe a < b y 
se dicen que a precede estrictamente a b, o que b sigue estrictamente a a, o 
bien, que a es menor que b o que b es mayor que a. 


(*) Los ejercicios señalados con asterisco van destinados a alumnos aventajados. 
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Si < es una relación de orden definida en el conjunto C, y si C es 
un subconjunto de C, se puede definir en C una relación de ordenación, <’, 
del siguiente modo: si a y b€ C', se escribe a <’ b si, y sólo si, es a < b en 
C. La relación <’ se llama subordinada por la relación <, y se acostumbra 
a representar por el mismo signo. 


ETERCICIO : 


101. Probar que la relación de ordenación en Z del ejercicio 99 es subordinada de la 
relación de orden en Q en el mismo ejercicio y que la relación de orden en N del ejercicio 
98 es subordinada de la relación en Z del ejercicio 99. 


DEFINICIÓN 26.—Si < es una relación de orden del conjunto C, se llama 
segmento de extremos a y b, siendo a y b elemento de C, y se representa por 
[a, $] al conjunto de todos los elementos v de C tales que a < 7 <b. 

Se llama segmento abierto por la derecha (por la izquierda), y se repre- 
senta por [a, b) (por (a, bJ) al conjunto de todos los elementos v de C tales 
que a <x <b (tales que a <x < b). Se llama intervalo de extremos a,b, y 
se representa por (a, b), al conjunto de todos los elementos + de C tales que 
a<xw<b,. Al conjunto (a, b} formado por los extremos de un segmento se 
le llama borde del segmento; al conjunto (a, b} formado por los dos extre- 
mos de un intervalo se le llama frontera del intervalo. Un subconjunto, A, 
del conjunto C se llama convexo cuando para todo par de elementos v, y de 
A se verifica que [x,y] C A. Si A es un subconjunto de C se llama cierra 
convexo de A, y se representa por Á, al menor conjunto convexo que con- 
tiene a A, lo que puede expresarse del siguiente modo: 


A = N C, C convexo. 


CDA 


De la definición de cierre convexo resultan las siguientes propiedades: 


L ACA. 
1. A es convexo es equivalente a A = Â. 
nr A=2. 


IV. ACB implica Ac B. 
v. AUBCAUB. 
vI. ANB=ANB. 
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EJERCICIOS : 


102*, Demostrar las propiedades I-VI de la operación cierre convexo. 


103. ¿Son los intervalos conjuntos convexos ? 


DIAGRAMAS PARA LA RELACIÓN DE ORDEN. — 
Para expresar gráficamente la relación de or- 
den se emplea el diagrama indicado en ($ 1, 
1, 11D). Así, por ejemplo, en el diagrama de la 
fig. 17 la relación < está definida en el con- 
junto C = (a, b, ..., m} del siguiente modo: 
escribir b < j significa que: 1.% en el dia- 
grama, b está por debajo de j. 2,” que b y 

Fig 17. j figuran en el diagrama unidos por un seg- 
mento o una poligonal cuyos lados son to- 
dos ascendentes. 3.% todo elemento está relacionado consigo mismo. 


EJERCICIOS: 


104. Contestar a las siguientes preguntas relativas al diagrama de la figura 17: a) ¿Es 
a <h? b) ¿Esa<j? c) ¿Es k<i d) ¿Es f <1? e) ¿Existe un elemento mínimo, esto 
es, tal que sea menor o igual a cualquier otro? f) ¿Existe un elemento máximo? 


105. En el conjunto A = {a, b, c,d, e, f, g, h,i, f, k, 1 y se define la relación < por las 
siguientes condiciones: a < b, b e e&«d, de, e <fd<g Sl AS<iti<Sth 
j< g, ¡<k, k <l, y todo elemento está relacionado consigo mismo. Suponiendo todos 
los elementos de A distintos entre sí, dibujar el diagrama correspondiente y comprobar que 
< es una relación de orden. 


DerinicióN 27.—Sea A un conjunto con la relación de orden <, lo que se 
expresa también diciendo que A es un conjunto ordenado (<). Sea B un 
subconjunto de A. Se dice que m es una cota inferior de B si se verifica: 
1.) m E€ A. 2.) Para todo x €B es m <.. Se dice que M es una cota supe- 
rior de B cuando: 1.% M €A. 2.) Para todo x €B se verifica v < M. Si B 
posee una cota inferior se llama acotado imferiormente, y si posee una cota 
superior acotado superiormente, Un conjunto acotado es un conjunto aco- 
tado superior e inferiormente, 


EJERCICIOS : 


106. Sea A el conjunto ordenado correspondiente al diagrama de la figura 17. a) ¿Es 
l una cota superior de B =(1,h,k Y? b) ¿Es d una cota inferior de B =4(1,7,f, e, c}? e) 
¿Es acotado el conjunto B = {a, d, i, f}? ¿Cuáles son sus cotas? d) ¿Es acotado el con- 
junto B=4g,f,e,c,b,a y? 
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107. Definir, en el diagrama de la figura 17, subconjuntos acotados superiormente, infe- 
riormente, no acotados y acotados. 


108. ¿Es acotado un segmento? ¿Y un intervalo? ¿Y un conjunto convexo? 


Al conjunto de todas las cotas superiores del conjunto B lo representare- 
mos por S (B) y al conjunto formado por todas las cotas inferiores por I(B). 


EJERCICIO : 


109. a) ¿Cómo son entre sí las siguientes proposiciones?: El conjunto B no está acotado 
superiormente. S(B) = Ø. b) Hallar S(B) en el diagrama de la figura 17, siendo B=(8, 
e, d}. c) Hallar, en la misma figura, I (C), siendo C = { f, i, l, k Y. d) Calcular, en el diagia- 
ma de la figura 17, S(E) e I(E), siendo E = {g, k}. 


Las operaciones S e I tienen las siguientes propiedades : 


I. MEN implica S(M)>S(N) e I(M)>I(N). 
1. MCIS(M) y MESIM). 
TI. S(M)=SIS(M) y IMM =ISI0D. 


EJERCICIO: 


110. Demostrar las tres propiedades anteriores. 


Derinición 28.—Una ordenación < de A se llama filtrante superiormente 
(o dirigida superiormente) cuando se verifica que, para todo par (x, y) de ele- 
mentos de A, el conjunto S (x, y) no es vacío. Análogamente, se dice que < 
es una ordenación filtrante inferiormente (o dirigida inferiormente) cuando 
para todo par +, y de elementos de A se verifica que I(r, y) no es vacio. Una 
ordenación < de A se llama filtrante (dirigida) cuando lo es superior e infe- 
riormente. Un conjunto filtrante (superiormente, inferiormente) es un conjun- 
to con una ordenación filtrante (superiormente, inferiormente). 


EJERCICIOS: 


111. Sea M el conjunto de todos los puntos de un segmento de la recta euclídea, de 
extremos a, b. Una partición de M es el conjunto de los segmentos cuyos extremos son 
Z, rfp siendo a =s, LE Lo L Ppa <= b yn un número natural, Sea A el con- 
junto de todas las particiones de M. En A se define la relación « del siguiente modo: 
CEE EEE CEE << Yy = b) cuando todo segmento Yi 
y,] está totalmente contenido en un segmento [x, ,,*,]. Probar que la relación < es una 
relación de ordenación filtrante. 

112. Sea T el conjunto de todos los triángulos del plano. Se define ¿ < t cuando el trián- 
gulo t está contenido en el (. Probar que < es una ordenación filtrante superiormente. 
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DerrINIcIÓN 29.—Un semirretículo y es un conjunto ordenado filtrante su- 
periormente, A, tal que para todo par de elementos, v, y, de A, se verifique 
que existe un elemento u de A tal que S (x, y) = S (u). Un semirretículo a es 
un conjunto ordenado filtrante inferiormente, A, tal que para todo par de 
elementos +, y, de A, se verifique que existe un elemento i de A tal que 
I(x, y =1(). Un retículo es un semirretículo y y un semirretículo A. 


EJERCICIOS : 


113. ¿Son los conjuntos de los ejer- 
cicios 111 y 112 semirretíiculos ? 

114. Una malla tal como la de la 
figura 18, ¿es semirretículo? Un elemen- 
to precede a otro cuando se puede pasar 
del uno al otro mediante segmentos de 
la malla constantemente ascendentes. 

115. Transformar la malla del ejer- 
cicio anterior en un retículo. 


Los elementos u e i de los se- 
mirreticulos v y a son únicos. Los 
retículos definidos en la definición 
anterior coinciden con los definidos en la definición 9. 


Fig. 18. 


EJERCICIO: 


116. Demostrar la proposición anterior. 


En virtud de la proposición anterior, podemos emplear la misma notación 
que se ha usado en la definición 9, y pondremos : 


a) S4yYN=StUYl6y=IENY: 


al elemento r U y se le llama unión de x e y, y al elemento x N y se le llama 
intersección de x e y. 

De la definición (1) se deduce que si M es una cota superior de (+, y), se 
verifica que + Uy < M, luego + Uy es la menor de las cotas superiores de 


{7, y). Análogamente, x N y es la mayor de las cotas inferiores de (x, y). En 
general, conviene introducir la siguiente: 


DerinIcióN 30.—Si C es una parte del conjunto ordenado A y se verifica 
que S(C)=S (e) e 1(C) = I (e), a los elementos e y e” asi definidos se les 
llama, respectivamente, extremo superior y extremo inferior de C. 
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Para justificar esta definición es preciso ver que e y e” están univocamente 
determinados cuando existen. 


EJERCICIO : 
117*. Probar que e y e” están univocamente determinados por la definición 30. 


NOTACIÓN. 


S (C) = S (e) es equivalente a escribir e = ext. sup. (C). 


I (C) = I (e) es equivalente a escribir e”-= ext. inf. (C). 


EJERCICIOS: 


118. ¿Son equivalentes las dos proposiciones siguientes? : 


I. Todo subconjunto de A posee un extremo inferior. 
II. A es un semirreticulo A. 


119. Dados dos elementos cualesquiera del conjunto del ejercicio 114, ¿están relacionados 
por la relación <? 


120. Definir, en el conjunto del ejercicio 114, subconjuntos tales que dos elementos cua- 
lesquiera de ellos estén siempre relacionados por la relación de ordenación. 


DerixicióN 31.—Un elemento m se llama elemento máximo del conjunto 
C cuando se verifica: 1.%) m = ext. sup. (C). 2. mE€ C. Un elemento m se 
llama elemento mínimo de C cuando se verifica: 1.%) ny = ext. inf. (C). 2.) 
im EC. 


EJERCICIOS : 


121. ¿Posee un segmento elemento máximo? ¿Posee un intervalo elemento máximo o 
mínimo? Si un conjunto posee elemento máximo y mínimo es un segmento? 

122. Sean C =f be da, ba Cy Ey Ey dy dy d, 1D=Y b> ba Co dy d, p l E = fa, by Co 
c, +. subconjuntos del conjunto del ejercicio 114. Decir si son segmentos y si poseen máximo 
o mínimo. 


a» 


DerruicióN 32.—Un conjunto A se llama totalmente ordenado, o lineal- 
mente ordenado, cuando posee una relación de orden, <, tal que, para todo 
par, v, y, de elementos de A, se verifique que + <y o bien y < y. 


EJERCICIOS: 


193. ¿Es el conjunto del ejercicio 114 totalmente ordenado? ¿Es el conjunto de los nú- 
meros racionales totalmente ordenado respecto de la relación de desigualdad ordinaria? 
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124. ¿Se puede definir una relación de orden entre los puntos de una circunferencia? 
¿Y de orden total? 


125. Se define la ordenación en el conjunto Z de los números enteros y en el conjunto 
Q de los números racionales del siguiente modo: + < y equivale a y = x + z, siendo z un 


número no negativo. Dado un número v, ¿existe otro número y tal que x < y, x + y, y de 
SES Y THE se deduzca z = y? 


DerivicióN 33.—Un conjunto A se llama bien ordenado respecto de la or- 
denación <, cuando cualquiera de sus partes posee un mínimo. Al mínimo 
correspondiente a A se le llama primer elemento de A. 


EJERCICIOS : 


126. Respecto de la definición de ordenación del ejercicio 125, ¿es N bien ordenado? 
¿Lo es Z? ¿Y Q? 


127. Probar que toda buena ordenación es una ordenación total. 

128. ¿Es'bien ordenado, respecto de la relación de desigualdad ordinaria, el siguiente con- 
junto?: A ={0; 0,9; 0,99; 0,999; ...;1;1,9;1,99;...; 2; 2,9; 2,99; 2,999; ...;3,... ). 

129. ¿Es bien ordenado, respecto de la relación de desigualdad ordinaria, el siguiente 
conjunto?: B = {...; 3; 2,1; 2,01; 2,001; ...; 2;1,1; 1,01; 1,001; ...; 1;,0,1;0,01;...;03. 


130. ¿Es bien ordenado el conjunto del ejercicio 114? ¿Y el conjunto: (0; 0,9; 0,99; 
...51;1,09, 1,099; ...; 1,1; 1,109; 1,1099; ...;1,11;...P? 


PRINCIPIO DE INDUCCIÓN TRANSFINITA.—$i A es un conjunto bien ordena- 
do, respecto de la relación de ordenación <, y si (x) representa al conjunto 
de todos los elementos y de A tales que y <x, y EX, si B es una parte de A 
tal que se verifiquen las dos condiciones sigwientes : 


1.) El primer elemento de A pertenece a B. 
2.) (xX)EB implica que xE€ B, se verifica que A =B. 


Un caso particular del principio de inducción transfinita es el principio de 


inducción completa cuando se toma A igual al conjunto de los números na- 
turales, 


EJERCICIOS : 


131, Enunciar el principio de inducción completa, 


132. Dado el segmento [a,b], en: donde a y b son números racionales, y llamando 
h=b—a> >0, llamaremos proceso P a sustituir el conjunto C = {a, b} por el conjunto 
C =440,4 +.0,9 h, a + 0,99 h, a + 0,999 h, ...a +h =b} Aplicado el proceso P a cada 
subconjunto de C, formado por dos números consecutivos de C, se obtiene otro conjunto 


C, Aplicado P a cada dos elementos consecutivos de C, se obtiene Co, etc. ¿Es C, n natu- 
ral, bien ordenado? 
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OBSERVACIÓN.—El principio de inducción transfinita permite demostrar la 
igualdad de dos conjuntos, que es una de las demostraciones que se repiten 
con más frecuencia en toda la matemática, de aquí su extraordinario interés. 
Ahora bien, para poderlo aplicar es necesario definir previamente una buena 


ordenación en el conjunto que se considere. De aquí nace la siguiente cues- 
tión fundamental : 


¿Se puede definir en cualquier conjunto una buena ordenación? Puede ob- 
tenerse la demostración de la contestación afirmativa a la cuestión precedente 
si se admite el siguiente: 


ÁXIOMA DE LA LIBRE ELECCIÓN DE ZERMELO. 
arbitraria : 


Si es e una correspondencia 


XS yY, 
tal que or (e) = X, existe una aplicación f: 
Xv 


tal que para todo x € X se verifica que el par (x, f (xX)) es un par de la corres- 
pondencia e. 


Mediante este axioma se demuestra: 


TEOREMA DE LA BUENA ORDENACIÓN. —En todo conjunto C se puede definir 
una buena ordenación. 


DerinicióN 34.—Si X es una parte del conjunto ordenado A, se dice que 
x es un elemento maximal (elemento minimal) de X cuando -r € X y no exis- 
te ningún y € X tal que y > s, yF ry <r, y +14). 


EJERCICIOS: 


133. ¿Es equivalente decir elemento máximo y elemento maximal? 


134. ¿Posee el conjunto del ejercicio 114 elementos maximales? ¿Cuáles son? ¿Posee 
elemento máximo? 


135. Si un conjunto X posee dos elementos maximales distintos a + b, ¿posee elemento 
máximo ? 


DerixicióN 385.—Un conjunto ordenado A se llama inductivo si se verifica 
que toda parte X de A, totalmente ordenada respecto de la ordenación subor- 
dinada en X por la ordenación de A, está acotada superiormente. 


42 $ 2. APLICACIONES. RELACIONES [Capítulo I} 


EJERCICIO : 


136. Sea el conjunto M de la figura 19, en donde la relación de ordenación se define 
por: a < b significa que se puede unir a con b mediante segmentos de la figura tales que 
ninguno de ellos sea descendente. 


a) ¿Es el conjunto M de la figura 19 inductivo? 


b) ¿Es el conjunto N, formado por los elementos representados por las letras c, d, e, f 
en la figura 19 inductivo? 


c) ¿Es inductivo el conjunto representado en el ejercicio 114? 


Otra consecuencia muy importante del axioma de Zermelo es el siguiente: 


TEOREMA DE ZORN.—Todo conjunto inductivo posee un elemento maximal, 
por lo menos. 


6. Terminología y notaciones de la lógica matemática.—Entre las 
posibles agrupaciones de palabras de un idioma hay algunas que se llaman 
proposiciones. Ejemplos: a) Estudio matemática. b) Los «Elementos de 
Euclides» es la obra más importante de la matemática. c) Las hojas de los 
árboles son azules. d) Libro par extremadamente aquél. a), b) y c) son pro- 
posiciones y d) no es una proposición. 

Sea P el conjunto de todas las proposiciones. En este conjunto se pueden 
definir dos operaciones fundamentales, llamadas unión y negación y represen- 
tadas por la conjunción disyuntiva-copulativa «o» y por el adverbio «no», res- 
pectivamente, tales que dadas dos proposiciones arbitrarias P, Q, se verifica 
que P o Q es otra proposición que significa P o Q o ambas. Dada una pro- 


6. LÓGICA MATEMÁTICA 43 


posición P se verifica que no P es otra proposición, que niega la propo- 
sición P. 


Noración.—La operación unión la representaremos también por el sig- 
mo v y la operación negación por el signo `l. 


PROPIEDADES DE LA OPERACIÓN UNIÓN.—1.  Asociatividad: (Pv Q)vR 
=P yv (Q vR). 


IT. Conmutatividad: P v Q =OvP. 
III. Idempotencia: P y P= P. 


PROPIEDADES DE LA OPERACIÓN NEGACIÓN.—I”. Nilpotencia: 0 (0 P) =P. 
(Esta propiedad no se admite en todas las lógicas.) 


Mediante estas operaciones se pueden definir otras. En primer lugar, la 


operación intersección, que se representa por la conjunción copulativa y o por 
el signo As 


DEFINICIÓN DE LA OPERACIÓN A.—Si P y Q son dos proposiciones, P a Q 
es otra proposición definida por: 


0d) PAQ= 1 (0 PY CI Q) 
o bien: 
q) P yQ = no ((no P) o (no Q)). 


De la definición (1) se deducen inmediatamente las siguientes propiedades 
de la operación “1: 


1”. 1(PaAQ)=C1P)v(10). 
Ir”. I(PvQ)=(1P)a (10). 


Para obtener II” basta aplicar a los dos miembros de (1) la operación 1 
y recordar II”. Para obtener III” basta sustituir en (1) P y Q por IP y 
“1 Q, respectivamente y aplicar 1”. 


Respecto de las operaciones v e a el conjunto P de las proposiciones es 
un retículo. En efecto, además de las propiedades I, II y III de la unión se 
verifican las siguientes: 


Y. Asociatividad. (PaQlaAR=PA(QaAR). 
I’. Conmutatividad. PAQ =QaP. 
ILIY. Idempotencia. P a P =P. 
IV”. Ley de simplificación. P y (P nQ) =P, Pa (Pv Q)= P. 
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EJERCICIO ; 


136. Admitiendo las propiedades I, II, 111 y I” demostrar las propiedades Il”, IF y MHI 
y admitiendo además la primera igualdad de IV, demostrar la segunda. 


RELACIÓN DE IMPLICACIÓN.—En el retículo P de las proposiciones se pue- 
de definir una relación, llamada implicación alternada, y representada por el 
signo >, que se lee implica, del siguiente modo: 


(2 P >Q es otra forma de expresar: QV(7] P) 


(8) (@ -> Q) a (Q -> P) se empresa mediante la notación Peso. 


Si P <= Q se dice que las proposiciones P y Q son equivalentes. 


EJERCICIO: 


137. Enunciar, de acuerdo con la, definición (2), las siguientes proposiciones: a) El Ebro 
es url río australiano implica la matemática es poesía. b) Uno igual a cero implica dos igual 
a uno. c) Me han suspendido en matemáticas implica el profesor es injusto. 


V’. Ley distributiva. Si P, Q y R son proposiciones arbitrarias de P, se 
verifica que: 


(4) PA(QVR) =/(PAQIV(PAR), PV(QAR)=(PVOJA(P VR). 


EJERCICIO: 


138. Supuesta cierta la relación (4) de la izquierda, demostrar la de la derecha. 


Hemos visto que admitidas las propiedades 1, il, HI, I”, y la primera 
mitad de las IV y V, se podían demostrar las I, 11”, TIT' y las otras partes. 
de las IV y V, entendiendo por demostrar el pasar del primer “miembro de la 
igualdad al segundo mediante una serie de sustituciones justificadas por las 
propiedades admitidas. Esto equivale a interpretar el signo = colocado entre 
dos expresiones únicamente como autorización para sustituir en cualquier ex- 


presión la expresión del primer miembro de la igualdad por la expresión del 
segundo miembro. 


EJERCICIO : 


139. ¿Qué significado tiene el signo = en la igualdad entre proposiciones: A = B? 
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Se llama polinomio de Boole o proposición general a una combinación de 
letras, llamadas indeterminadas o variables y los símbolos v, “1 (o sus deri- 
vados A, —>, E->). Si se sustituyen las variables de un polinomio de Boole 


por proposiciones se obtiene una proposición, que llamaremos valor particu- 
lar del polinomio correspondiente a los valores particulares de las variables. 


EJERCICIO : 


140. Hallar valores particulares de los siguientes polinomios: a) (eV NAz=> "] t Vx. 
b) (TI 2) A O > 2). 


VALORACIÓN DE LAS PROPOSICIONES.—Sea v una aplicación del conjunto P 
de las proposiciones en el conjunto V = {0, 1}, definida del siguiente modo: 


PSV 


{5) v(Pv Q) =v(P)+v(0) 1+1=l1, 


esto es, con el convenio de que 1 + 1 = 1, y 

{6) v (1 P) = complemento v (P), 

siendo complemento de 1 el 0 y complemento de 0 el 1. Escribiremos abrevia- 
damente: c (v (P)) en lugar de complemento v (P). De (5) y (6) se deduce: 


vP AQS AOAO QI =P 
= c [v (] P) +v C1 Q] = c [e e P) + e eQ, 


0) 


luego, únicamente será v(P a Q)=1 cuando sea [c (v (P)) + e (v (Q)] =0, 
lo que exige que c(v(P)) = 0 y c(v(Q)) = 0, luego v(P) = v (Q) = 1. Por 
consiguiente, (7) se puede expresar abreviadamente del siguiente modo: 


(8) v (PA Q) = v P). v (Q), 


en donde el signo . significa producto de números. 
Decir que v (P) = 1 se puede expresar también diciendo que P es verdad 
Análogamente, v (P) = 0 es lo mismo que decir que P es falsa. 


46 $ 2. APLICACIONES. RELACIONES [Capítulo IJ 


Ejercicio: 


141. Calcular los siguiéntes valores: a) v (P V (7] P). b) v (P A (71 P). c) v (A «— B) 
d) v[A VB BVA]. e) v[(AVBICETAY(BVO)]. D V(AVALSA). g) 
v (A V (AA B) €«— A). h) v [A A Œ VC) <— (AA B) v (A AC). 


Obsérvese que existen proposiciones cuyo valor no depende del valor que 
tomen las variables que figuran en ellas, mientras que en otras el valor de la 
proposición varía al variar el valor que toman las variables. 


DerinIicióN 36.—Una tautología es una proposición cuyo valor es uno, 
cualesquiera que sean los valores que se den a las variables. Un absurdo es 
una proposición cuyo valor es cero, cualesquiera que sean los valores que 
se den a las variables. Si 


A <B 
es una tautología se dice que las proposiciones A y B son lógicamente igua- 
les, y se escribe: 
A =B. 
En el conjunto P de todas las proposiciones se verifican las siguientes 
igualdades lógicas : 


r (PVvQVR=Pv(QvR), (PAQUAR=PA(QAR). 

I. PvQ=QvP, PAQ=QAP. 

IL. PvP=P, PaP=P. 

IV. Pv(PaAQU=P, Pa(PvQ)=P. 

V. Pa(QuR)=(PAQIV(PAR), Pv(QaR)=(PvOQ)A(P vR). 
VI. Si P y Q son dos proposiciones arbitrarias, se verifica: 


Pvl]P=Qv71Q0, PA TP=QA TQ. 


Si y es una variable, 
*V"]xes una tautologia, que representaremos por V y 


+A |v es un absurdo, que representaremos por A. 
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Se verifica que 


PvY=vY, PAy=P 
PYVA =P, PAASA. 


VI. “T(Pv = IPa 1Q, T(PAQ)= IPv 10. 
VII. v(P +Q)=1 equivale a v(Q)=1, o a v(P) =v (Q). 


De las propiedades anteriores resulta el siguiente: 


Tzorzma.—£l conjunto de todas las proposiciones es un álgebra de Boole. 


EJERCICIOS : 


142. Demostrar las proposiciones I-VIII. 


143. Decir sí son o no verdad las siguientes proposiciones: a) 2 + 3 = 4-5 Avila está 
en España. b) 24+ 3 =4.> Avila está en Francia, c) 2 + 2 = 4 -> Avila está en Francia. 
d) 2 + 2 = 4- Avila está en España. 


144. Decir si son verdad o no las siguientes proposiciones: a) Todos los triángulos son 
equiláteros £> El día tiene veinticinco horas. b) Todos los' triángulos son equiláteros 


<-> La semana tiene siete días. c) Los triángulos rectángulos tienen un ángulo recto <-> 
La semana tiene siete días. 


PRINCIPIO DE SUSTITUCIÓN.—Si la proposición P (p, q,...; Y, y, ...), que 
está compuesta de proposiciones particulares fp, q,... y de indeterminadas 
X%, y, ..., es verdad también lo es la proposición que resulta de sustituir una 
o varias indeterminadas por proposiciones particulares. 


IMPLICACIÓN LÓGICA.—Se dice que la proposición A umplica lógicamente, o 
simplemente que implica, la proposición B, y se escribe A ==> B, cuando se 
verifica que 


v(As B)=1 


Se dice que la proposición A es lógicamente equivalente a la proposición B,. 
o que es lógicamente igual a la proposición B, y se escribe: 


AG>B, o A=B, 


cuando se verifican las dos proposiciones siguientes : 


A=>B y B=>A. 


La relación de implicación lógica es una relación de orden, 
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EJERCICIO: 


145. Demostrar la proposición anterior. 


DerinicióN 87.—Una función proposicional definida sobre un conjunto C 
es una expresión 


P (7) 


tal que al sustituir + por cualquier elemento p de C se verifica que P (fp) es 
una proposición que posee un valor v (P (p)) perfectamente determinado. 


Como consecuencia de ser v(P (p)) igual a uno o a cero, P (+) establece 
una clasificación de C en dos clases. Se llama clase verdad a la clase C, for- 
mada por todos los elementos p de C tales que v (P (p)) = 1. 


La proposición C, = C se puede expresar del siguiente modo: 


Para todo p€C se verifica que P (p) es verdad, que simbólicamente se 
representa así: 


(v $ €C) P ($), 


el simbolo Y, que se lee: para todo, se llama cuantificador universal. 


Si P (x) es una función proposicional definida en C, la proposición: 


Existe un $ € C tal que P (f) es verdad, 
se expresa simbólicamente así: 
(a 2 € C) P ($), 


al simbolo 3, que se lee existe un, se le llama cuantificador existencial. 
Entre los dos cuantificadores Y y 3 existen las siguientes relaciones: 

L IVpEOP(p)=(34p€C) 1P (p). 

T 1A»EOP(p)=(V1p€E0O) TPO). 
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1. Grupoides y semigrupos.—5ea G un conjunto y a una aplicación 
de GxGenG: 


(1) GXGÉG, 
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esto significa que a cada elemento (+, y) de G x G le corresponde un ele- 
mento z de G, lo que se expresa escribiendo : 


(2) £= a (x, y. 


A un conjunto G más una aplicación a de G x G en G se le llama un gru- 
poide. La aplicación a acostumbra a designarse, indistintamente, con los 
nombres de adición y de multiplicación. En lugar de la letra a, como carac- 
terística de la aplicación, se emplea, en el primer caso el signo + y en el 
segundo el signo x o .; por tanto, se escribe 


48) Z= + (r y), ó z=., (7, y), 


pero es costumbre, cuando se emplea esta caracteristica, usar otra forma 
de escritura, poniéndose : 


(1) z= +r, y) = (+y, 2=. (x,y) =(2.y). 


Si no hay peligro de confusión, se puede prescindir del paréntesis, escri- 
biéndose : 


45) 2£=4+Y, ¿E =X,y=XY. 


A x + y se le llama suma de x e y, y a xy se le llama producto de x e y; 
en el primer caso, x e y se llaman sumando y sumador, respectivamente, y 
en el segundo, multiplicando y multiplicador. 


EJERCICIOS: 


146. Sea Q el cuerpo de los números racionales y a la aplicación a(r, y) = 2x +y, 
siendo las operaciones del segundo miembro la adición y mu'tiplicación de números racio- 
nales. Calcular: a) a (y, x). b) a (a (x, y), 2). c) a (+, a (y, 2)). Representar mediante la no- 
tación (5) las siguientes expresiones: d) a (a (x, y), 2); e) a (7, a (y, 23); £) a (a (7, y), a (2.1); 
g) a (a (a (x, y), 2), 1). 

147 Sea a la aplicación de R+ x R+ en R+, siendo R+ el conjunto de los números 


reales positivos, definida por a(x, y) = Vo. Calcular a (y, 4), a (a (x, y), 2), a (x, a (y, 2)), 
a (t (x, y), a (2, 1), u (a (a (x, y), 2), £)). 

148. ¿Son grupoides los conjuntos de los ejercicios 146 y 147 respecto de las aplica- 
ciones allí definidas? ¿Es grupoide el conjunto Q de los números racionales respecto de 


Y — 
la correspondencia a(r, y) =x? ¿Es grupoide el conjunto de los números naturales N 
respecto de la correspondencia a(x, y) =x—y? ¿Es grupoide N respecto de a(x, y) 
=*—3? ¿Es N grupoide respecto de a(x, y) = z + 3? 


50 $ 3. GRUPOS [Capítulo 11 


DEFINICIÓN 1.—Un semigrupo S es un grupoide en el que si v, y, z son 
tres elementos arbitrarios de S, y a es la aplicación de S x S en S que de- 
line al grupoide, se verifica la siguiente: 


LEY ASOCIATIVA: 


a(x, aly, 2)) =a (a (x, y), z) , 


o bien, escribiendo con la notación de (5): 


x+ liy +a =la, x (yz) = (x yz. 


Ejercicios: 


149. ¿Es semigrupo el grupoide del ejercicio 146? ¿Y el del ejercicio 147? Sea 
a(z, y) =% +y +4, siendo z, y números racionales. ¿Es Q un grupoide respecto de 
esta operación? ¿Es un semigrupo? 


150 ¿Son semigrupos los siguientes conjuntos?: a) Los números naturales N res- 
pecto de la adición. b) N respecto de la multiplicación. c) El conjunto de los números. 
enteros Z respecto de la adición y de la multiplicación. d) El de los números racionales 
Q respecto de la adición y respecto de la multiplicación. 


HomomorFIsmos.—Sea G un grupoide y sea a la operación de G. Sea 
G* otro grupoide y a* la operación de G*, Si f es una aplicación de G en G*: 


cLer, 


se puede definir de modo natural una aplicación de G x G en G* x G*, 
que representaremos con el mismo nombre f, del siguiente modo: 


GX GÉGXG* 
es tal que 


(6) y = 06,0). 


Las aplicaciones de G, G*, Gx G y G* x G* pueden representarse me- 
diante el diagrama siguiente: 


(7) a f f a* 
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el cual, en general, no es conmutativo, esto es, no se obtiene el mismo re- 
sultado pasando de G x G a G* por un lado que si se pasa por el otro. 


EJERCICIOS: 


151. Sea G el conjunto de los números naturales, G* el conjunto de los números ra- 
cionales, sea a(x, y) =3x + y, a? (4*, y*) = 12—y* 41, $ (0) = + x*. ¿Es conmutativo 
en este caso el diagrama (T)? 


152. Sea G = G* = Q; sea a =a* = + la adición de números racionales y f(x) = mx, 
siendo m un número racional fijo. ¿Es (7) conmutativo en este caso? 


153. a) Sustituir en el ejercicio anterior a y a* por la multiplicación. ¿Es entonces (7) 
conmutativo? b) Sustituir en el ejercicio anterior a y a* por la multip:icación y poner 
i (x) = xm, siendo m natural. ¿Es (T) conmutativo? c) Si æ y a* son la multiplicación y 
si se limita a considerar únicamente los números racionales positivos Q+ = G y los rea- 


mo 
les positivos Rt = G*, y si f(r) = Y ~, siendo m natural, ¿Es conmutativa (T)? d) Y si 


se pone en este último ejemplo f (+) = log v, siendo a la multiplicación y a* la adición? 


DEFINICIÓN 2.—Un homomorfismo f es una aplicación de un grupoide 


G en un grupoide G* tal que el diagrama (7) sea conmutativo, o lo que 
es equivalente, tal que: 


(8) a* f= fa, 


siendo a la operación de G y a* la operación de G*. 


La conmutatividad (8) puede expresarse de varias formas cuando las 


operaciones a y a* se expresan mediante la notación (5), dando lugar a las 
siguientes relaciones: 


| Fety O VGyEeGxG 
Fette. FO 

FE y) = Fa) tO) 

fEN=fM/0). 


(9) 


EJERCICIOS : 


154. Sea? Nx NN, siendo N el conjunto de los números naturales y a(x, y) 
=m. c.d (x,y). Sea f(x) =8nx, siendo n un número natural fijo. ¿Es f un homomor- 
fismo de N en N? 

155. Sea A el conjunto de todas las funciones de la forma y =mẸx +n, en donde 
m y n son números enteros y x e y variables enteras. Dadas dos funciones p(7) =mx+w 
y Y(x) =p +q, se define a(p, Y) = yo. ¿Es A un grupoide? ¿Es A un semigrupo? 
Dada la función ọ (7) =mxw-+m, se representa por f(p) a la función f(p)=Agp+a 
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=1Amx + 1n+ p, siendo A y p dos números enteros fijos. ¿Es f un homomorfismo 
de A en A? ¿Se pueden determinar A y p de modo que f sea un homomorfismo? 


156. Sea N el conjunto de los números naturales mayores o iguales a n. Sea f la 


correspondencia f (+) =8x, y g la correspondencia g (+) =w.mx, siendo m< am. ¿Es Í 
un homomorfismo? ¿Lo es g? 


Siendo los homomorfismos aplicaciones, definen una clasificación en el con- 
junto original. Sea 


Gg 


un homomorfismo de G en G*, y sea G/f el conjunto cociente de G respec- 
to de la relación de igualdad R definida por f en G (r R y <=> f (r)=f (y). 
A a clase de G que contiene a v la representaremos por «+ + f. Sean + las 


operaciones de G y G*. En G/f se puede definir una operación del siguien- 
te modo: 


(10) e +y. 


G/f es un grupoide (un semigrupo) respecto de la operación definida en 
(10) siempre que G sea un grupoide (un semigrupo) respecto de +, llamado 
grupoide cociente de G respecto del homomorfismo f. 

Para demostrar la proposición anterior es preciso probar: 1.” La uni- 
formidad de la definición (10), esto es, que la clase «+ + y + f no depende 
de los representantes y e y que se tomen de las clases 1 + f e y + f. 2.” Que 


si G es un semigrupo se verifica que G/f posee la propiedad asociativa y, 
por tanto, que es también un semigrupo. 


Ejercicios: 


157*, Demostrar la proposición anterior. 
158. Sea G el conjunto de los números reales del segmento [0,1], sea + la operación 


binaria definida en G del siguiente modo: s + y = y r(—y. ¿Es G un grupoide? 
¿Es un sémigrupo? 


DerivicióN 3.—Si G £ G es un homomorfismo y es suprayección, se 
dice que f es un epimorfismo. Si f es un homomorfismo tal que, para todo 
par de elementos +, y de G, se verifique que f(r) = f(y) implique v = y, 
se dice que f es un homomorfismo inyectivo, o simplemente una inyección. 
Si f es una suprayección y una inyección, se dice que f es un isomorfismo. 
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Si existe un isomorfismo entre los grupoides G y G’ (entre los semigrupos 
G y G’), se dice que G y G’ son isomorfos, y se escribe: 


G y CG. 
EJERCICIOS : 


159. Sea N el semigrupo aditivo de los números naturales y sea N ZN e homomor- 


dismo f(r) = mx, siendo m un número natural fijo. ¿Es f un epimorfismo? ¿Es f una 
inyección? 


160. Sea G=(x]|£. EN, #=my yEN, mEN}, siendo m un número natural fijo. 
Sea N el semigrupo aditivo de los números naturales, 


y f:G—N la aplicación 
tmy) = y. ¿Es f un isomorfismo? 


Sea G 2 Œ un homomorfismo del grupoide G en el G”, y sea G/f el 


grupoide cociente de G respecto de f. Se verifican las siguientes proposi- 
ciones: 


1. La aplicación G > G/f, definida por n(x) =x +f, es un epimor- 
fismo. 


2. La aplicación G/f > im (£), definida por b(x + f) = f (x), es un iso- 
morfismo. 


3. La aplicación im (f) z G’, siendo ¡(x) =x, es una inyección. 


Estas tres proposiciones pueden expresarse diciendo que el diagrama ad- 
junto es conmutativo: 


cbo 


aj 11 


Glf/—-im(f) 
EJERCICIOS: 


161”. Demostrar las proposiciones anteriores. 


2. Grupos. Subgrupos. 


DEFINICIÓN 4.—Un grupo es un semigrupo tal que: 


I. Existe un elemento neutro u, caracterizado por la siguiente propie- 
dad: para todo elemento x del grupo se verifica que 


q) a (x, 4) = 3 (4, 1) = 7, 
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o: bien, escrito con notación aditiva : 


(11) 


y con notación 


ar’) 


E E 


multiplicativa: 


usur =x<«. 


11. Todo elemento x del grupo admite un simétrico x’ caracterizado 
por la propiedad: 


(12) 


a (x, x) =a (4,1) = 4, 


o bien, con la notación aditiva: 


a2) 


E ERA 


y con la multiplicativa: 


(2) 


ad =4 Xx =4, 


De la definición anterior se deduce inmediatamente que: 


1. El elemento neutro es único. 


2. La condición II es equivalente a la siguiente: para todo x existen 
elementos x’ y x” tales que 


Al elemento 
tiva, O inverso 


representa por 


e + (—y) se le 


a (x, 1) = a(x”, #) =u, 


simétrico de v se le llama opuesto a x en la notación adi- 
de x en la notación multiplicativa. Al opuesto a y se le 


—w y al inverso de «+ por a o por +. Al elemento 


representa abreviadamente por v — y y se le llama diferen- 


cia por la derecha entre x e y. — yi+ x es la diferencia por la izquierda. 
Análogamente, y y? es el cociente por la derecha, e y”? y el cociente por la 
izquierda de v e y. Al elemento neutro. se le llama cero en el caso aditivo, y 
uno o elemento unidad en el caso muiltiplicativo. El cero será representa- 


do por 0. 
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EJERCICIOS: 


162*, Demostrar 1. 
163%. Demostrar 2. 


164. a) ¿Es el conjunto de los números naturales un grupo respecto de la adición? 
b)i Y respecto de la multiplicación? c) ¿Es el conjunto de los números racionales un 
grupo respecto de la adición? d) ¿Y respecto de la multiplicación? 

165. Sea P el conjunto de todas las permutaciones de cuatro elementos. En P se de- 
fine el producto del siguiente modo:  ((2, 3, 4, 1)) ((3, 1, 4, 2)) = ((1, 4, 2,3), en donde 
el primer número de la permutación dei segundo miembro es el número que ocupa, en 
la permutación que figura como segundo factor en el primer miembro, el lugar indicado 
por el primer número de la primera permutación; el segundo número de la permutación 
del segundo miembro es el que figura en el segundo factor en el lugar indicado por el 
segundo número del primer factor, etc. ¿Es el conjunto P, respecto de esta definición, 
un grupo? 

166. Sea A el conjunto de todas las aplicaciones de un conjunto C en sí mismo y B 
«el subconjunto de A formado por las biyecciones. Se define en A, y por tanto en B, 
la operación multiplicación de aplicaciones. ¿Qué estructura tienen A y B? 


3. El conjunto de todas las biyecciones de un conjunto C sobre sí mis- 
mo es un grupo respecto de la multiplicación de aplicaciones como opera- 
ción del mismo. En particular, si C es finito se obtiene el llamado grupo de 
das permutaciones o de las sustituciones. 


DerixicióN 5.—Los grupos con un número finito de elementos se llaman 
grupos finitos. Al número de elementos de un grupo finito se le llama orden 
del grupo. 


EJERCICIOS: 


167 ¿Cuál es el orden del grupo de las biyecciones del conjunto C = {1,2, on}? 

168 Un tipo particular de permutación es la que transforma en sí mismo todo ele- 
mento excepto un par de ellos que se transforman uno en otro. Así, por ejemplo, la per- 
mutación ((15342)). A estas permutaciones se les llama transposiciones y se pueden re- 
presentar escribiendo únicamente los elementos que varian, de modo que la permutación 
anterior se escribirá así (2,5). Las permutaciones pueden escribirse también del siguien- 
te modo: se escribe a continuación de cada elemento su elemento homólogo, de modo 
que el elemento homólogo dei último sea el primero. Así, por ejemplo, la permutación 
(25134); se escribirá asi: ((251834) = (12543) y (612540) =(132 (45). Las 
permutaciones tales como las (132) ó (12543), en las que el homólogo de cada ele- 
mento es el siguiente y el homólogo dei último es el primero, se llaman ciclos. Descom- 
toner en producto de ciclos todas las permutaciones con cuatro elementos. 


169. Tcdo ciclo (véase el ejercicio 168) se puede descomponer en producto de trans- 


posiciones. así por ejemplo: (243) = (24) (23). Descomponer en producto de transpo- 
siciones todas las permutaciones con cuatro elementos. 
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170. Cuéntese el número de permutaciones del ejercicio anterior que se descomponen 
en producto de un número par de tiansposiciones y el de las que se descomponen en pro- 
ducto un número impar de ellas, ¿Qué relación existe éntre estos números y el número 
total de permutsciones con cuatro elementos? ¿Es única la descomposición de una per- 
mutación en producto de transposiciones? ¿Son de la misma paridad los números de trans- 
posiciones de dos descomiposiciones de una misma permutación? 


171. Una permutación se llama de clase par cuando se puede descomponer en un 
número par de transposiciones, y de clase impar en caso contrario. Demostrar que el pro- 
ducto de dos permutaciones de clase par es otra permutación de clase par. 


172. Construir la tabia de multiplicar de las permutaciones con cuatro elementos. 


DerivicióN 6.—Un subconjunte H de un grupo G se llama subgrupo de 
G cuando H es grupo respecto de la operación de G. 


EJERCICIOS : 


173 


Mediante la tabla de multiplicar del ejercicio 172 contestar a las siguientes pre- 
guntas: 


¿Es el siguiente subconjunto un subgrupo del grupo de las permutaciones con 


cuatro elementos? a) H = { (1, 2, 3) (4), (1) (2) (8) (4) }. b) K = { (1, 2, 3) (4), (2, 1,3) (8 } 
L = { 0, 2. 3) (4). (2, 1, 3) (4), (©) (2) (8) (4) } 


174. Hallar todos los subgrupos del grupo de permutaciones con cuatro elementos (em- 
pléese la tabla del ejercicio 172). 


4. Para que el subconjunto H de un grupo aditivo G sea un subgrupo 
de G, es necesario y suficiente que: 


1. Para todo par (x, y) de elementos de H se verifique que x + y € H. 
2. El elemento neutro de G pertenezca a H. 


8. Para todo elemento x de H se verifique que —x E€ H. 


DemostTracióN.—Sea H un subgrupo. Si v, y € H, será 1 + y € H, ya 
que + debe ser una aplicación de H x H en H. En H debe existir un elemento 
neutro: o’. Sea 0 el cero de G. Si v es un elemento arbitrario de G se ve- 
rifica que +0" =x + (—y + y) +0”, siendo —y+y=0, e y un ele- 
mento de H. Recordando que o” es el cero de H, será: 


40 =[x + —yNI+ 040) = [14 EN1+9=+ [EN +y]=%+0=, 


por consiguiente,o” es cero de G, y como el elemento neutro es único, re- 
sulta que o” = 0, El elemento opuesto de todo elemento de H debe ser ele- 
mento de H. Recíprocamente, si se cumplen las tres condiciones anteriores, 


como la propiedad asociativa es cierta en G, también lo será en H, luego 
H será grupo. 
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A la suma de y con el opuesto de y se le llama diferencia entre y e y, 
y se escribe: 


x—y=7# + (y). 


5. Para que el subconjunto H de un grupo aditivo G sea un subgrupo 


de G es necesario y suficiente que para todo par de elementos x, y de H 
se verifique que x—y€H. 


DemosTRACIÓN. —Comdición necesaria.—Si H es un subgrupo de G se ve- 
rifican las condiciones del teorema 4, luego si +, y € H, por la condición 3 
será — y € H, y, por la 1, v + (— y) =*—y€H. 


Condición suficiente.—Demostración de la condición 2 de 4. Si y es un 
elemento de H, de 1,1 € H se deduce que r—+x = o € H. 


Demostración de 3.—Si x € H, como o E€ H, será o—+r=-—+€H. 


emostracin de 1.—Si x,y €H, será 1, —y€H, luego r—(=7yY=x“ 
+ y€ H. 


EJERCICIOS: 


175. Enunciar los teoremas 3 y 4 para. grupos multiplicativos, 


176. Sea M el conjunto de todos los movimientos del plano euclideo; M+ el sub- 
conjunto de los movimientos directos, esto es, aquellos movimientos que se pueden des- 
componer er. un número par de simetrias axiales; T el subconjunto de las traslaciones ; 
G el subconjunto de los giros; G, el subconjunto de giros de centro O; C el subcon- 
junto de las simetrías centrales; S el subconjunto de las simetrías axiales. Decir qué 
subconjuntos de M, entre los mencionados, son subgrupos de M. 


177. Dibujar los diagramas que indiquen las relaciones de inclusión de los subgrupos 
de los ejercicios 174 y 176. 


178. Sea Z el grupo aditivo de los números enteros. Definir todos los subgrupos de Z. 


179. Sea Q* el grupo multiplicativo de los números racionales (esto es, el conjunto 
de todos los números racionales excluido el cero). Determinar algunos subgrupos de Q*. 


DeriNIicIóN 7.—Sea G un grupo aditivo y H un subgrupo de G. Si æ 
es un elemento arbitrario de G, representaremos por x + H al conjunto de 
todos los elementos de G de la forma + + y, cuando y recorre todos los 
elementos de H. Análogamente, representaremos por H + v al conjunto 
de todos los elementos de G de la forma y + r, cuando y recorre todos los 
elementos de H. v + H se llama clase adjunta de H por la izquierda, y Y 
es un representante de la misma. H + r se llama clase adjunta de H por la 
derecha y x es un representante de ella. Al conjunto de todas las clases ad- 
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juntas por la izquierda lo representaremos por G/H, y al conjunto de las 
clases adjuntas por la derecha, por HG. 
6. G/H es una clasificación de G. En efecto: 1.%) De (1) cv + H se 


deduce: U {r} e U (r+ H), y como U {r}= G, resulta Gu U (r+H). 


zeG zeG xeG xeG 
De 1+H CG se deduce |] (++H) c U G = G, luego U (x+ H)=G. 
reG zeG 2G 


2.) Sea y€(r + H)N (e + H). Entonces será y=x+h, y=z+ k; 
h, k€ H. De donde x + h = z + k. Teniendo en cuenta esta última igualdad, 
resulta: para todo ¿Ex + H, será t = v + l, LEH, luego t = z + (k—h + l) 
€: + H, luego x+ HC: + H. Reciprocamente, para todo s€s + H, será 
s=2+.m, m€ H, luego s=x+(4—k+m)€x + H, lo que equivale a 
«+ HC H. Por consiguiente, r + H = <s + H. 

7. x+ H =24+ H<> s + z€H. Esta proposición es consecuen- 
cia inmediata de la anterior. 

Si el grupo G es multiplicativo, las clases adjuntas se representan me- 
diante las notaciones siguientes: v H y HA zx. 


EJERCICIOS: 


180. Sea S el grupo de todas las permutaciones con cuatro elementos. Empleando las 
notaciones del ejercicio 174, escribir todos los elementos de los siguientes conjuntos co- 
cientes: S/A, S/K, S/J, S/B, S/C, S/N. 

181. Sea M el grupo de los movimientos en el plano euclideo y M+ el subgrupo de 
los movimientos directos. Escribir los elementos del conjunto M/M+. 


182. Sea S el grupo de todas las permutaciones con tres elementos: S={ J=(a) (b) (c), 
{a bc), (acb), (ab), (ac), (bc) ]. Sea A = {1, (abc), (acb)) v B=11,(ab)] Calcu- 
lar los elementos de S/A, SMA, S/B y SxB. 


En el ejercicio 182 se ve que el subgrupo A tiene la propiedad de que 
S/A = SA, mientras que el B no posee esta propiedad: S/B + SxB. 


DerinIcióN 8.—A los subgrupos H de un grupo G que poseen la propie- 
dad de ser r + H = H + + para todo .r de G se les llama subgrupos norma- 
les o invariantes, Si H es un subgrupo normal del grupo editivo G, se defi- 
ne una adición en el conjunto cociente G/H del siguiente modo: 


{1) +-D+G0+.D=(G+y+H. 


8. El conjunto cociente G/H respecto de un subgrupo normal H de G 
es, respecto de la definición (1) de adición, un grupo. 
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DemosTrAciÓN.—En primer lugar hay que probar que la corresponden- 
cia (1) de G/H x G/H en G/H es una aplicación. Desde luego, está defini- 
da en todo el conjunto producto G/H x G/H. Veamos que es unívoca. Sea 
+ H= + H, y + H = y +H. De estas hipótesis se deduce que 


ph= + HR; hKEH; y+k=y +k; k, KEH. 
Sumando miembro a miembro, se obtiene: 
EIA OA =E ANAR 
o bien, 


+ (hryrti=a tk tyk. 


Ahora bien, por ser H normal y h+ y, W + y € GH, existirán elementos 
h, y W, en H tales que 


hfy=9 4, RAY = Y PR, 
luego de la igualdad precedente se obtiene: 
rlyrh)rkor+ y AJA E 
o bien, 
(Ey) t + di) = (4 9) +0, +), 
que prueba que 


E+y+ Hs (4 y) +4. 


La adición (1) es asociativa: 


(+ D+O04+D1+(64+B==[(049+H+(6+H=(G4+9+2+H 


= 2 +42) + HE (r++ H) +O +a +H) = (r t H) +10 + H) + (+ H) 


La clase H = o + H es el elemento neutro de G/H. En efecto, 


C+HD+H=G+0+.H=x+H, para cualquier x + H. 
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La clase — (+ + H) opuesta a la clase v + H es la clase — + + H. En efecto, 


E+BD+Er+B)=(+(Ur)+H>óH=0+H. 


Al grupo G/H se le llama grupo cociente de G respecto del subgrupo 
normal H. 


3. Homomorfismos. Isomorfismos. 


DerinicióN 9.—Sean G y G* dos grupos, que supondremos aditivos, y 
f: G- G* una aplicación de G en G*. La aplicación f se llama homomorfis- 
mo de G en G* cuando es un homomorfismo del grupoide G en el gru- 
poide G*. 

Recordando que se ha llamado aplicación f de G x G en G* x G* a la 
aplicación 


(2) Fey) = (rf, 


decir que f es un homomorfismo de G en G* equivale a decir que el dia- 
grama i 


Pá 


G — G* 
+1]. 
G X G> G*X Gr 


es conmutativo, esto es, que para todo par (x,y) de G x G se verifica 


(4) + (y = +19, 

o bien, con la notación ordinaria : 

(5) E+yN=fx+/fy. 
Ejercicios: 


.183 Escribir la condición (5) de homomorfismo en los siguientes casos: a) G es 


multiplicativo y G* aditivo. b) G es aditivo y G* multiplicativo. c) G y G* son multi- 
plicativos. 


184. Sea Z el grupo aditivo de los números enteros, Se consideran las siguientes apli- 


caciones: a) ZÓ Z, Jr=38+x.b) ZSZ, gr=3x. 0) ZZ, hr= x3. ¿Cuáles de 
ellas son homomorfismos? 
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T85. Sea Z el grupo aditivo de los números enteros y Q* el grupo multiplicativo de 
los números racionales. ¿Es homomorfismo la aplicación f : Z — Q* definida por fx = a, 
siendo a un número racional? 


1. Sif es un homomorfismo de G en G* se verifica que la imagen del 
elemento neutro de G es el elemento neutro de G*, 


DEMOSTRACIÓN. — Supongamos ambos grupos aditivos. f(+) = f(x + 0) 
= f (x) + f (0), de donde f (o) = 0%, 


2. Sif esun homomorfismo de G en G*, se verifica que f(x) = —f (x) 
y Ha—y) =1fx—fy. 


DemMOosTRACIÓN.—0* = f (0) = f(x + (— 41) = fr + f (— 0), luego f(— 1) 
=—fz. f—y=f6+CyN)=tr+fey=fr+Efy=)x—f. 


3. La imagen de un homomorfismo f de G en G* es un subgrupo de G*. 


DEMOSTRACIÓN. fæ — fy = f(x — y) € im (f). 


DerinicióN 10.—Se llama núcleo de un homomortismo G Z G*, y se re- 
presenta por ker (f), al siguiente subconjunto de G: 


x E ker (A) <<>f1x =0*, 
siendo o* el elemento neutro de G*. 


4. El núcleo de un homomorfismo í de G en G* es un subgrupo nor- 
mal de G. l 


DEMOSTRACIÓN.—a) o* = fr, o* = jy ==> o* = fx — fy = f(#— y). 

b) Sea v un elemento arbitrario de G y n un elemento arbitrario del nú- 
cleo, de f(x + n—sr)= fr + fn—f7s = fx-—fr= o*, se deduce que 
z+ n— x= n Eker f, luego x+n =w + x, lo que prueba que vr '+ ker f 
= ker f + v, para todo x de G. 

Siendo el nucleo de un homomorfismo f un subgrupo normal de G, se 
puede definir ia estructura de grupo en G/ker f mediante la siguiente defi- 
nición de adición: 


(3) (x + ker f) + (y + ker f) = (4 + y) + ker f. 
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5. Si H es un subgrupo normal de G, la aplicación 
(4) G 5 GJH 


definida del siguiente modo: 


15) nxzx=x+.H, 


es un homomorfismo de G sobre G/H cuyo núcleo es H. 


DEMOSTRACIÓN. —n es una aplicación. n (x + y) = (x + y) + H = (++ H} 
++ H=n2nx+n0ny. Si 0% =nx =x + H, recordando que el cero de 
G/H es o + H, esto es, que 0*=0+ H, será 1 + H =0+ H, luego 
rE. Reciprocamente, si r€H, será nr= v+ H= H = o*, luego 
xEkern. 


A los homomorfismos tales como el (4) les llamaremos homomorfismos. 
naturales, 


DerinicióN 11.—Sea f un homomorfismo del grupo G en el G*, Se dice: 
que f es un epimorfismo cuando im f = fin f. Se dice que f es un komo- 
morfismo inyectivo, una inyección o un isomorfismo de G en G*, cuando: 
ker f = fo). Si f es epimorfismo e inyección, se dice que f es un isomorfis-- 
mo, homomorfismo biyectivo o biyección. | 


6. Sif es un isomorfismo, Í es una correspondencia biunívoca o biyec- 
ción. La condición necesaria y suficiente bara que un homomorfismo sea un: 
isomorfismo es que exista una aplicación g de G* en G tal que gf sea la: 
correspondencia identidad de G, y fg la correspondencia identidad de G*. 


DemosTRACIÓN.—Para probar la primera parte queda por ver que f(x) 
= f (y) implica que v = y. Ahora bien, si f (x) = f (y), será f (x) —f (y) = o* 
de donde f(r— y)= 0%, luego v— y € kerf = {0}, luego x= y. 

En primer lugar, f es un epimorfismo. En efecto, si +*€ G*, de 
x* = f g x* = f(g x4*) resulta que 1* es imagen en f de un elemento de G. 
Si v € ker f, fx = 0*, y como fo = o*, gfx = gfo, y como gf es la iden-- 
tidad, + = 0. Finalmente, si f es isomorfismo, f* es una aplicación de G* 
en G tal que ff es la identidad de G, y ff la de G*. 
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EJERCICIOS: 


186 Averiguar si son isomorfismos los siguientes homomorfismos: a) f:Z>Z, 
fx = 5x. b) P el grupo aditivo de los números pares. g : Z — P, g(1) =2x.c)h:Z >Z, 
h(x) = — zx. d) k : Q* — Q”, R(%) = 1?, siendo Q* el grupo multiplicativo de los núme- 


ros racionales, e) }: Q* — Q*, lt) = L, 


187. Si S es el grupo de las permutaciones con cuatro elementos, comprobar que el 
grupo alternado A formado por todas las permutaciones pares es subgrupo invariante de 
S y que el grupo diédrico D formado por D = {1, (12) (34), (13) (24), (14) (23) ) es sub- 
grupo invariante de A. 

188. Construir la tabia de multiplicar de A/D. 


189. Sea A el grupo alternado de las permutaciones con cuatro elementos, y B el grupo 
alternado de las permutaciones con tres elementos: A = {1, (12) (34), (13)(24, 4 (23), 
14231039 (124), 1423, (134), 0+3}, 34H, 043) B ={1, 123), (1327 Se 
define la correspondencia f : A—>B del siguiente modo: si s€ A, se pone f (4) = y 
<> yz = x, sendo z E D = {1, (12) (34), (18) (24), (14) (Q3)]. Comprobar que f es un 
homomorfismo y que la correspondencia y . ker (f) —> y es un isomorfismo entre A/ker (f) y B. 


7. Si f es un homomorfismo del grupo multiplicativo G en el grupo 
multiplicativo G’, se puede obtener el siguiente diagrama conmutativo : 


G ——> G' 
(6) n | į 
Y b 
G/ker (7) ——=> im (f) 


en donde n es un homomorfismo natural, b es una biyección, e i es la in- 


yección natural, o inmersión, que transforma cada elemento de im (É) en él 
mismo considerado como elemento de G. 


DemosTrRAcIÓN.—Para que (6) sea conmutativo es necesario y suficien- 
te que: 


9) j=ìibn, 
luego si x es un elemento arbitrario de G, será: 
FO =ibn(x) =1b1x. ker (f), 


luego habrá que definir 


b (x . ker (f) = F (4). 
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Todo se reduce a probar que b es una biyección. a) in(b) = or (b), ya 
que para toda clase x, ker (f) se verifica que b (+. ker (f)) = f (+). b) b es 
aplicación, ya que + ker (f) = y ker f) <= + y”! € ker (f) <=>f (4 y 2) =1 
=> [0 l0J]"=1 <=>f0=60) <=>0b(_. ker ($) =b (y . ker (A). 
c) b es homomorfismo, Ya que b [(xker (f)) (y ker (f))] = b [+ y ker H] 
= f (x y) = t (x) . f (Y) = b (x ker (f)) . b (y ker (f)). 

d) ker(6) =1. Recuérdese que el elemento unidad de G/ker (f) es 
ker (f), luego habrá que probar que ker (b) = ker (f). En efecto, b (x ker f) 
= 1< f (4) = 1 <=> r € ker (f). Reciprocamente, si x€ ker (f, x kerf 
= kerf y b'kerf) =f(+) = 1. 


e) b es epimorfismo, ya que dado f (+) € im (f), se verifica .que 


b (x . ker F) = F). 


DerInIcióN 12,—Dos grupos G y G’ se llaman isomorfos, y se escribe: 


Gag, 


que se lee: G isomorfo a G’, cuando se puede establecer entre ellos un iso- 
morfismo. 


El teorema 7 se puede enunciar del siguiente modo : 


8, PRIMER TEOREMA DE ISOMORFÍA.—Si 


Gg 


es un homomorfismo de G en G’, se verifica que 


48) G/ker (P) ~ im (f). 
Ejercicios: 


190. Aplicar el primer teorema de isomorfia al siguiente homomorfismo: Z L Z, 
j (7) = nx, siendo Z el grupo aditivo de los números enteros. 

191. Sea Z el grupo aditivo de los números enteros, K =(0,1,...,2 —1), un con- 
junto en el que se define la adición del siguiente modo: x,y € K, r+y=2<2H>x+y 
=an+2z 2< n. Mediante esta adición es K un grupo. Sea Z LK la aplicación: f(x) = y 
D> r= pny, y< nm. Probar que f es un homomorfismo y aplicar el primer teorema 
de isomorfía. 


192. Sea G un grupo multiplicativo no conmntativo; a un elemento arbitrario de G. 


Sea GSG la correspondencia q (+) = ax a-l. Demostrar que ọ es un isomorfismo. A 
estos isomorfismos de G sobre G se les llama gutomorfismos interiores de G. 
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193*. Demostrar que la condición necesaria y suficiente para que un subgrupo de un 


grupo sea normal es que se transforme en sí mismo en todos los automorfismos interiores 
del grupo. 


DerinicióN 13,—Se llama automorfismo de un grupo a los isomorfismos 
de dicho grupo sobre sí mismo. 


EJERCICIOS: 


194. Hallar todos los automorfismos del grupo aditivo Z de los números enteros. 


DerINicIÓN 14.—Sean G y G’ dos grupos aditivos. Se representa por 
Hom (G, G’) al conjunto de todos los homomorfismos de G en G’. Se llama 


suma de los homomorfismos f y g, y se representa por f + g, a la aplica- 
ción de G en G definida por 


F+Ez7=]:+8%, VEG. 


9. El conjunto Hom(G, G^, con la definición de adición anterior, es 
un grupo aditivo abeliano si G’ es abeliano. 


DEmMOSTRACIÓN.—a) f + g es un homomorfismo de G en G’. En efec- 
to, f + g está definido en todo G y es una aplicación de G en G’. Ade- 
más: (f+ g) E+ y =f +g ety NHN Ha (0) +20) 
=| ettr OHO oeae b + gr=fx 
+gr= gxt fsc (3 + f/f. 

c) La asociatividad es trivial. 


d) La aplicación 0, tal que 0 (r) = 0”, es un homomorfismo y es el elemen- 
to neutro. 


e) El opuesto al homomorfismo f es — f, tal que (— f) (r) = — [f (5)]. 


10. Dados dos homomorfismos : 
ALBSC, 
la aplicación producto gf es también un homomorfismo. 


DEMOSTRACIÓN. —g f es una aplicación y gf(r+y)= 8 [f (+ + y)] 
=glfr+fy]=3 07) + Uv) =(87)7 + (8P y. 


11. Dados los homomorfismos : 
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se verifica que 


E+h=f2+)/h. 


DemosTrRAcIÓN.—f (g + hx=f[(2+WMx]=f[27+hx]=f(g0)+f(h4) 
=(fg)x+ (fh)x = (fg + fhs. 


DerinicióN 15.—Se llama endomorfismo a todo homomorfismo de un 
grupc en sí mismo. 


12. Si G es un grupo abeliano se verifica que End (G), esto es, el con- 
¿unto de todos los endomorfismos de G es un conjunto con dos operaciones: 
una adición, respecto de la cual G es un grupo abeliano, y una multiplica- 
ción asociativa con elemento unidad y distributiva respecto de la adición. 


4. Grupos finitos. 


DerinicióN 16. Se llama grupo finito a todo grupo con un número fi- 
nito de elementos. Al número de elementos de un grupo finito se le llama 
orden del mismo. 


Ejercicios: 


195. ¿De qué orden es el grupo de las permutaciones con n elementos? ¿De qué or- 
den es el grupo Z/(m)? 


1. El orden de un subgrupo H de un grupo finito G es un divisor del 
orden de G. 


DeEmosTRACIÓN.—Se ha visto que todo subgrupo H de un grupo G de- 
fine en G una relación de igualdad R del siguiente modo: +R y <=>x— y 
€ H. Las clases correspondientes a esta relación de igualdad se obtienen 
sumando cada elemento - de G con cada uno de los elementos de H, y se 
representa por r + H. Como dos de estas clases, que”"sean distintas, no 
tienen ningún elemento común, se verifica que el número de elementos de 
G es la suma de los elementos de cada una de las clases, y como todas ellas 
tienen el mismo número de elementos que H, resulta que el número de 
elementos de G es múltiplo del número de elementos de H. 

Al número de clases producido por la relación de igualdad determinada 
por un subgrupo H de un grupo finito G se le llama índice del subgrupo. 
Por consiguiente, se verifica que 


(9) orden (H) . índice (H) = orden (G). 
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2. Todo grupo finito es isomorfo a un subgrupo de un grupo de per- 
mutaciones. 


DemMosTrRAacIÓN.—Sea G un grupo finito, multiplicativo y de orden n: 
(10) 


G= {8p 8p la) 


Con cada elemento g; de G se calculan los productos : 


ESR Rika =E; ieri Bi En S Ra i= 1,2, ..., 7, 


y se hace corresponder a g, en una correspondencia y entre G y el grupo S 
de las permutaciones con » elementos, la permutación : 


(11) (2) = Gy ¿y 40, 


Gís. 


Se verifica: a) in(p) = or (q). b) y es una aplicación. c) y es un homomor- 
lismo. En efecto, sea 


En Ed, T Eki teto ER Ei T Ekip) 
entonces sera: 
TETA E E 
Por consiguiente: 
(648051 = Ek (8180 = Ek Ei = Bip o (ERED Bn = Ex (Ei En) = Ek Eiu = Eki 7 
luego 
(12) P hERED = joo JAR 
Por otra parte, 
(13) P (Za) P (E) = (Bas eei Bo gs E go ee Ea = (8, y $in- 


De (12) y (13) se deduce 


P (L: £:) = 0 (2) e (£). 
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d) q es un homomorfismo inyectivo. En efecto, sea ọ(g:) = q (2) 
esto cs: 


e (g, = Gp ..., 1n) =p (84) = (ks ..., ka) 


luego 


(14) i =k, oob ck, 


Como en G hay un elemento unidad, si éste es g,, se verifica que: 
2:81 =8í Pero gig = gy luego ¿=f,, 
análogamente: 


Ex581= 8%, PrO gegi 84. luego $= kj, 


de estas relaciones y de (14) resulta que i = k, luego g; = gą. Como im (p) 
es un subgrupo de S, el primer teorema de isomorfía proporciona: 


G = im (9). 


EJERCICIOS : 


196. Si p es un endomorfismo de un grupo finito G, ¿qué relación existe entre ord (G), 
ord (ker q) y ord (im g)? 

197. Si H y K son dos subgrupos de un grupo G, demostrar que la condición necesaria 
y suficiente para que el conjunto de elementos {~ H} 


xEK 
tintas es que H N K = {e}, siendo e el elemento unidad. 


esté formado por clases dis- 


198. ¿Cuántos endomorfismos posee un grupo finito G? 


199. Calcular el número de endomorfismos del grupo de las permutaciones con cuatro 
elementos. 


200. Si G es un grupo finito y v € G, demostrar que el conjunto (+) formado por todos 
los elementos 4% = +... es un subgrupo conmutativo de G. 


201. Probar que el conjunto Z formado por todos los elementos z de un grupo G que 
snn permutables con todos los elementos del grupo, esto es, tales que g7 = vs, para 
todo v € G, es un subgrupo de G, llamado el centro de G. 


5. Grupos abelianos. 


DerinicióN 17.—Se llama grupo abeliano o conmutativo a todo grupo que 
verifica la siguiente propiedad conmutativa: 
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Para todo par de elementos x, y del grupo se verifica: 


xy = yx, si el grupo es multiplicativo, o 


r+y=y+x, si el grupo es aditivo. 


EJERCICIOS : 


202. Comprobar que todos los subgrupos de un grupo abeliano son normales. Si G es 


un grupo abeliano y H un subgrupo de G, G/H es un grupo respecto de la definición de 
adición de clases, 


En lo que sigue escribiremos todos los grupos abelianos aditivamente. 
OPERACIONES CON SUBGRUPOS DE UN GRUPO ABELIANO, 


DerinicióN 18.—Se llama intersección de dos subgrupos H y K de un 


grupo abeliano, y se representa por HN K, a la intersección de dichos gru- 
pos considerados como conjuntos. 


1. La intersección de dos subgrupos de un grupo es otro subgrupo. 


DemosTrAcIiÓN.—Si H y K son subgrupos de G, y si -,y€HNK, se 
verifica que 1, y€H y x,y EK, luego r—y€H y r—yE€K, de donde 
x—y E HNK, que prueba que HN K es subgrupo de G. (Obsérvese que 
en esta demostración no se ha hecho uso de la conmutatividad y que por 
tanto el teorema es cierto también para grupos no abelianos.) 


EJERCICIOS: 


203 El conjunto (4) de todos los múltiplos de un número entero n es subgrupo des 


grupo aditivo Z de ios números enteros. Demostrar que (m) N (n) = (M), siendo M el 
m. c. m. (m, n). 


204. Empleaudo la misma notación del ejercicio anterior, comprobar que la unión con- 
iuntista de los subgrupos (4% y (T) no es un subgrupo de Z. 


DerinicióN 19.—Si H y K son subgrupos de un grupo abeliano G, se 
llama suma de H y K, y se representa por H + K al conjunto de todos los 


elementos de G que pueden obtenerse como suma de un elemento de H y 
otro de K, esto es: 


(15) re H+K<>r=y4+42 yEH, 2€K. 


2. La suma de dos subgrupos de un grupo abelano es otro subgrupo 
del mismo. 
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DEMOSTRACIÓN.—Sean H y K subgrupos de G. Sea 1, y€H + K. De 
r=24+ 2; y=t+0; 21€ H; £, €K, se deduce que r—y = (2 + 2) 
— (t + E) =(2—£t) + (e —£), 21€ H, g—FEK, luego r—y€H +K. 


Ejercicios: 


205. Demostrar que la suma de los subgrupos (m) y (n) del grupo aditivo de los nú- 
meros enteros es el subgrupo (d), siendo d = m. c. d. (m, n). 


206. Demostrar que si f y q son enteros primos entre si se verifica que todo número 
entero y se puede expresar en la forma s =yP+2q. 


207. Si H es un subgrupo de G y n : G— G/H es el homomorfismo natural, demos- 
trar que si K’ es un subgrupo de G/H, y si n~! (K” es el conjunto de todos los elementos 
x EG tales que n (x) € K’, se verifica que n-~! (K”) es un subgrupo de G que contiene a H. 


208. En las mismas hipótesis del ejercicio anterior, si K es un subgrupo de G, probar 
que 2-1 (n (K) = K + H. 


209*. Teniendo en cuenta los ejercicios anteriores, probar el segundo teorema de tso- 
morfia: sí H y K son subgrupos de G se verifica que H + K/K x H/H NK. 


DerINICcIÓN 20.—Si H y K son dos subgrupos de un grupo abeliano G y 
HEN K = (0), la suma H + K se llama suma directa y se escribe H $ K. Un 
endomorfismo w de un grupo H se llama proyector cuando es igual a su 
cuadrado: 1? (1) ==" (1), para todo x de G. 


3. Sin es un proyector del grupo G se verifica que 


G = ker (x) Q im (7). 


DEMOSTRACIÓN. —a) Sea r€G y sea y = z —nr (x). Recordando que 
x? (x) = xz (4) resulta que x (y) = z (x)— m? (x) =x (x)— x (x)= 0, luego 
yEkerz y y € ker (x) + im (z). Como ker (n) + im (z) c G, resulta que 
G = ker (x) + im (r). 

b) x € ker (z) N imr) ==> z (x)= 0, z = m (y) ==> 0 = z (x) = 7? (y) 
= zr (y)= 4. 


4. Si G= H @K, existe un proyector = cuyo núcleo es H y cuya 
imagen es K. 


DEMOSTRACIÓN. —Sea v un elemento arbitrario de G, y 4 = y +2, y€ H, 
¿€ K. Se define 7 (x)= z. a) m es una aplicación. En efecto, si z (+) = z’, 
seria r=y +2, YEH, ZEK, de donde y+2=y + e y—_yY=2 
—2¿€HNK) luego y=y, 2=Y. b) z es homomorfismo. Ya que si 
tytyy EH, 1 EK, es rtr =(y + 4) + (2 + 2), de donde 
T(1+0)=24 2 = (1) + 3 (7). c) w es proyector. Puesto que si 
a=y+2 y€H, 2€K, como 2=0+2, 0€H, 2€K, se verifica que 
zs) =z, n(2)= z, luego z? {x)= (2) = 2 = q (4). 


5. GRUPOS ABELIANOS 71 
EJERCICIOS: 


210. Sea G=Zx Zx Z. En G se define la adición del siguiente modo: (CRE RER) 
+ Oy Yy Ya) = (4, + Yy Ta t Yp A Y) Demostrar que G es un grupo abeliano. 

211. Sea G el grupo del ejercicio enterior y sean: G, el subconjunto formado por to- 
dos los elementos de la forma (> 0, 0); G, el subconjunto de los elementos de la forma 
lo, La o); G, el subconjunto de los elementos de la forma (o, o, z) Demostrar: a) G 
G, y G, son subgrupos de G. b) G = G, G, O Gy 

212. Demostrar que G, œZ, i= 1,2,8, siendo G, los grupos del ejercicio anterior. 


Si n es un número entero positivo, se define n v, siendo x un elemento de 
un grupo abeliano G por: nx = y.+ ...!+ 1. Análogamente, 0 x:= 0, sien- 
do el 0 del primer miembro el número entero 0 y el del segundo el elemento 
neutro de G. Finalmente se define (— n) r = — (n x), siendo — n un entero 
negativo. 


DEFINICIÓN 21.—Un sistema de generadores de un grupo abelano G es 
un subconjunto S de G tal que todo elemento y de G se pueda expresar en 
la forma x = 0,28, + --- + Ga gn, siendo g: €S, a EZ, i=1,...,1. Si el nú- 
mero de elementos de S es finito se dice que S es un sistema finito de gene- 
radores de G. Un grupo que admite un sistema finito de generadores se 
llama de tipo finito. Un sistema de generadores B de un grupo G se 
Hama una buse cuando de x = 2,8, + + an gn Y 1=0,8, + o H AmE m 
se deduce que m = n y se pueden ordenar los términos de modo que g:i = g'n 
2=1,...,1, Gi = ťa i= l, .:.. 7. Los grupos que admiten una base se la- 
man grupos libres. 


EJERCICIOS: 


213. Comprobar que el grupo G del ejercicio 210 es un grupo libre. 

214. Si G es un grupo libre con una base con n generadores, se verifica que 
Gæ x... X Z, con la definición de adición en este último grupo: E, co Ta) E Op 19) 
= A, A Y eo La + Yp) 

215. Sea G el grupo libre del ejercicio 210. Se define una aplicación v de G en Z* 
siendo Z* el conjunto de los enteros positivos, del siguiente modo: v(*,,%,,v,) 
=m. c. d. (x,,7,,1,). Comprobar que v (2, 4,3) =1 y que se puede elegir una base de 
G en la que figure el elemento (2, 4, 3). 

216". Sea L=ZxZxZxZ y L’ el subgrupo engendrado por a = (2,0, 6, 0), 
b = (3,6, — 12, 0), c = (3, — 6, 30, 0), d = (0, 4, 0, 12). Hallar una base, 4, EE de 
L tal que f, w» Í, u,» Ía 4,, sea una base de L’. 

217*. Si L y L' tienen ei significado del ejercicio anterior, probar que 


LIL =7/8) 972/60 @ Z. 
218*. Probar que si L y L’ tienen el significado del ejercicio 216 se verifica que 


1/07 07/01072/8 OZ- 
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219*. Probar que si $ y q son dos números primos entre sí, se verifica que 
Z/@ 0) ~ Z/@) D Z/a. 
5. Si L es un grupo libre de tipo finito y L” un subgrupo de L, se pue- 
de construir una base B = (u,,..., Ua} de L tal que existen unos números 
enteros f,, ..., fn, tales que: 1.9) f| f]. lfa 2.) B’ = 4£, t, f; Up, -e Én Un) 


(en donde se prescinde de aquellos elementos cuyo coeficiente fı sea cero) es 
una base de L’ (*). 


6. SiG es un grupo abeliano de tipo finito se verifica que 


Ga Z/G) O Z/G) O. @ Z/G) 


en donde f,|f,|...|f, son números enteros, llamados factores invariantes 
del grupo G. 


DEMOSTRACIÓN. —Sean {g;; -.., Zn} un sistema de generadores de G, y sea 
L el grupo libre enendrado por la base (+,, ..., £n}. Se define la aplicación * 


I 
L >G: f(a Peo ipn) 50 8, + Han Ew 


f es un epimorfismo de L sobre G y el primer teorema de isomorfia pro- 
porciona : 


G a L/ker (f. 
Como ker (f) es un subgrupo del grupo libre L se podrá hallar, en virtud 


de 5, una base B = {t}, ..., Un} de L tal que B’ = {f, 4,, ..., fn un} sea una 
base de ker (f). La correspondencia 


L/ker () 4 Z/4) O... 02/04.) 
definida por 
pi 4, +... +%,4,) + ker] = (2, + UD... 7. + (4) 


es un isomorfismo. 


(*) La demostración de este teorema puede hacerse siguiendo la marcha del ejerck 
cio 216, como puede verse en ABELLANAS, Matemática para físicos e ingenieros. Romo, 
1963. Madrid. 
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$ 4. ANILLOS 


1. Anillos. Subanillos. 


DerINICIÓN 1.—Se llama anillo a un conjunto A con dos operaciones, 
llamadas adición y multiplicación, respectivamente, tales que: 1.” Respecto 
de la adición es A un grupo abeliano. 2.” Respecto de la multiplicación es 
A un semigrupo. 3. La multiplicación es distributiva respecto de la adi- 
ción, esto es, se verifica que para toda terna v, y, g de A es: 


xlyH+za=xy+xwz, (+ax=yxH+axw. 


Si existe un elemento 1 tal que para todo elemento w de A se verifique 
que l.r=+w.1=>, se dice que 1 es elemento unidad del anillo y que el 
anillo posee elemento unidad. Si la multiplicación es conmutativa, el anillo 
se llama conmutativo. 


Ejercicios; 


220. ¿Es el conjunto Z de los números enteros un anillo? ¿De qué clase? ¿Es el 
conjunto P de los números enteros pares un anillo? ¿De qué clase? 


221. ¿Es ei conjunto de los polinomios con coeficientes racionales y una variable un 
anillo? ¿Cuál es el elemento unidad? 


222. ¿Es el conjunto de los polinomios de grado n con coeficientes reales y una va- 
riable un anillo? 

223. ¿Es el conjunto de todos los múltiplos de un número entero m un anillo? 

224. Sea Z el grupo aditivo de los números enteros. Sea End. (Z) el conjunto de 
todos los endomorfismos de Z. Si x* e y* son dos endomorfismos de Z, se define: 
(3*4 yt) r = atar y yta e (y? ir) a = y" (x* x), siendo y cualquier número entero. Pro- 
bar que End. (Z) es un anillo conmutativo y con elemento unidad. 

225. Sea A un anillo arbitrario, y sea o el cero de la adición, esto es, ¥ + 0 =s, 
para todo r € A. Probar que 0.17 =x.0=0, para todo x€A y que «+ (— y) = — (x y). 

226. Sea S el conjunto de todos los múltiplos de un número entero n, Se verifica que 
el producto s, s, de dos elementos de S pertenece a S. Sea Z, el conjunto de todas las 
fracciones tales que el numerador es entero y el denominador pertenece a S, Probar que 
Z, es un anillo 

227. Sea S el, conjunto de todos los números enteros que no son divisibles por el 
número primo f, y sea Z, el conjunto de todas las fracciones cuyo numerador es en- 
tero y cuyo denominador pertenece a S. Probar que Z, es un anillo. 


DerruicióN 2.—Se llama subanillo B de un anillo A a todo subconjunto 
B de Á que sea anillo respecto de las operaciones de A. 
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Si B es un subanillo de A se verificará que la adición de A será también 
runa operación de B, y recordando que una operación de B es una aplicación 
de B x B en B, se verificará que para todo par v, y de B, 7 + y será tam- 
bién elemento de B. En B existirá un elemento neutro o” respecto de la adi- 
ción, y si o es el elemento neutro de A respecto de la adición, será y+o0'"=y 
“para todo y € B. Ahora bien, si x es cualquier elemento de A, será: + 0” 
= [r + (~y + y)] +o = [r + TY] +04+0)=xw + [Ey +9] =w 
i+ o = x, luego 0” = 0. Si x es un elemento arbitrario de B, se verificará 
que — r € B. For ser la multiplicación una operación de B, se verificará 
que para todo par (+, y) de B el producto xy pertenecerá a B. 

Recíprocamente, sea B un subconjunto de un anillo A que posee las 
propiedades siguientes : 


1. Para todo par x, y de B se verifica que r+y€8B, ry€B e 
yxe€B. 
1 2. El cero de A pertenece a B. 


3. Si y pertenece a B, —x pertenece también a B. 


Si se verifican las condiciones [1], B es un subanillo de A. En efecto, 
en virtud de 1 la adición y la multiplicación de A son operaciones de B. 
La adición es asociativa y conmutativa en B por serlo en A; la adición 
posee elemento neutro en B, y todo elemento de B posee opuesto en vir- 
tud de 2 y 3, respectivamente. La multiplicación en B es asociativa, por 


serlo en A, y es distributiva respecto de la adición por la misma razón. 


1. Un subconjunto B de un anillo A es un subanillo de A <=> Para 
todo par x, y perteneciente a B se verifica que x—y€B, xy€B, yx€B. 


DemosTracióN.—Bastará probar que la segunda proposición implica las 
condiciones [1]. En efecto, si r€B, de r€B, r€B se deduce que 
x—wE€B, luego o0€ B. Si € B, como o€B, será o— x = —x EB, Fi- 
nalmente, si x,y €B, se verifica que xr, —y€B, y de aqui resulta que 
«—(—y) = 13 + y€B. 

(Obsérvese que a este resultado se hubiera llegado directamente sin más 
que recordar las condiciones necesarias y suficientes para que un subcon- 


junto B de un grupo sea subgrupo, y para que un subconjunto de un se- 
migrupo sea semigrupo.) 


EJERCICIOS: 


228. ¿Es el subconjunto (m) de tedos los múltiplos del número entero m un sub- 
anillo de Z? 
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229. ¿Es el subconjunto (fp (x)) de todos los múltiplos de un polinomio, un subanillo 
del anillo de los polinomios con coeficientes racionales y una variable? 


2. Homomorfismos entre anillos. Isomorfismos. 


Dada una aplicación A LB de un conjunto A en otro B, queda defi- 


nida una aplicación de Ax A en B x B, que representaremos por la mis 
ma letra f, del siguiente modo: 


iy =(x y. 


EJERCICIO: 


230. Dada la aplicación Z—> Z definida por f(r) =3.x, escribir las imágenes en 
LxXZ=>ZXxZ de f(1, 2, (8, 5), f (4, —2). 


DerINICIÓN 3.—Se llama homomorfismo del anillo A en el anillo B, a 
toda aplicación f de A en B que hace conmutativo el siguiente diagrama: 


xB 
E 
B 


+ 
Ne 


axa top 
Lo, 
(1) Aà — 
+] 
AX 


en donde las aplicaciones de A x A en A y de B x B en B son la adición y 
la multiplicación en A y en B, respectivamente. 


La conmutatividad de [1] equivale a las siguientes igualdades : 


HN =+/ y 
F. y= ¿y 


(2) 


para todo par (r, y) de A x A. Las condiciones [2] pueden escribirse del 
siguiente modo: 


, Her =ir+ fa, 
(3) He y=tr.ty 


Ejercicio: 


231. De las siguientes aplicaciones, decir cuáles son homomorfismos y cuáles no. 
a) A es el conjunto de todos los polinomios con coeficientes racionales en una variable 


x; B el conjunto de todos los números racionales; A LB es la aplicación f (a, +4, x 
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+... 40,1%) =0, +4, M4... +6, %, siendo m un número racional. b) A y B son ef 
conjunto de los numeros enteros; Al B es la aplicación g (1) =n x, siendo n un nú- 


; , Á i . : 

mero entero. c) A y B son el anillo de los números enteros; A > B se define asi: 
h(x) =x7 siendo n un número entero, d) A es el conjunto de los polinomios con coefi- 
cientes reales y una variable, y B es el conjunto de los números complejos. Se define 


Aj B del siguiente modo: 


1(6,+ 0,5 +... + Uy PE = (8, +a, (CDa, i++, Eos 
+i(a, +a, —D++ + ag DAD 


J (a, + + ay AER) (a + a, DA + og (—D5 
+1(+2ED+..+ aky (— 1}). 


DEFINICIÓN 4.—5Se llama imagen del homomorfismo A B, y se re- 
presenta por im (f), al conjunto de los elementos .r €B tales que 


(8) semra EA 


Se llama núcleo de f, y se representa por ker (f), al conjunto de los 
elementos y de A tales que: 


5 z € ker (f) <> (7) =0. 


1. Si f es un homomorfismo de A en B se verifica que im (f) es un 
subaniilo de B. 


DemosTRACIÓN.—Sean xv”, y” € im (f). Esto es equivalente a v =fx, 
y'= fy, de donde: x — y =fr—fy=flr—ye€im(h) yry =fx.fy 
=f(ry)E€imýf. 

2. Si f es un homomorfismo de A en B se verifica que ker (f) es un 
conjunto de A que verifica las siguientes condiciones: 


1) z, y € ker (f) => x — y € ker (f). 
j 2) + Eker (f), y EAZ>1 y E ker (f), y7 € ker (f). 


DEMOSTRACIÓN. —1) Y, y € ker (f) <=> fzr = 0, fy = 0 => fr—fy 
= 0 <> f(r — y) = 0 <=> r— y € ker (f). 

2) zéker (f, yEA <=> fr=0, yEA => fr.fy=0, fy.fx 
= 0 < fry) =0, f(yr) = 0 <=> r y € ker (f), y xy € ker (f). 
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Ejercicios: 


232. Si f es el homomorfismo f del ejercicio 2831 a), comprobar ¿que im (f) = B y 
iker (f) es igual al conjunto de todos los polinomios múltiplos de + — m. 

233. Sea A el anillo de polinomios con dos variables independientes y coeficientes ra- 
cionales, y B el anillo de polinomios con una variable y coeficientes racionales. Sea 


A > B la aplicación ¿(8 (x, y)) =P (xr, 0). Probar que f es un homomorfismo y calcular 
el nucleo y la imagen del mismo. 


DerinicióN 5.—Se llama ideal por la izquierda I del anillo A a todo sub- 
conjunto 1 de A que verifica las condiciones siguientes : 


m DxyEel=>x*—yEl 
D “EL yEA => yr€l. 


Si en lugar de la condición 2) se verifica w y € I, el ideal se llama ¿deal 
por la derecha, y si se verifican las dos, se llama ideal bilátero. 
EJERCICIOS : 


234. El núcleo de un homomorfismo es un ideal bilátero. 
235. Sea 1 un ideal de A; demostrar que la relación 


«Ry <> «—y€l 


es una relación de igualdad. 

236. 5i A/I es el conjunto cociente de A respecto de la relación de igualdad definida 
por I, y si se define la adición (r+D+(+D=x+y+I1 y la multiplicación 
F+DO+D=<«y+1, ¿es A/I un anillo cuando I es un ideal por la izquierda? ¿Y 
cuándo I es bilátero? 


3. Si A es un anillo e I un ideal de A, la relación 
(8) «Ry <> —yEl 


es una relación de igualdad. Al conjunto cociente de A respecto de la rela- 


ción R lo representaremos por A/I y le llamaremos conjunto cociente de A 
respecto del ideal 1. 


4. Sil es un ideal bilátero de A, el conjunto cociente A/I se puede or- 
ganizar como anillo mediante la siguiente definición : 


Adición: (++D+G+D=x+y+!l1 
Multiplicación: (1 +D(+D=xy+L1 


Al anillo A/l se le lama anillo cociente de A respecto del ideal I. 
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5. La aplicación suprayectiva natural 


AZ Ai, 


in la que nx =X + 1, es un homomorfismo supravectivo cuyo núcleo es 
I, llamado epimorfismo natural. 


DEMOSTRACIÓN. —n es una aplicación. Sea ny = y + I, luego n(x + y) 
=r+y+1=(r+D+(Y+D=2nx%<+.%1w, n(ry)=xy+1= (+1) 
«(y + D = (25) (n y). Dada la clase v + I, se verifica que nx = v + I, 


luego es un epimorfismo. Se verifica que nxr=0<=>x+1l=0 
<=> z € l, luego ker (n) = I. 


EjercICIOS: 


237. Construir las tablas de sumar y de multiplicar del anillo Z/(5), siendo Z el anillo 
de los enteros y (5) el ideal de los múltiplos de 5. 

238. Construir la tabla de multiplicar del anillo Z/(12). 

239. Comparar la tabla de multiplicar del ejercicio anterior con ia tabla de multiplicar 
ordinaria y con la tabla de multiplicar del ejercicio 287. ¿Qué diferencia se observa entre 
la tabla del ejercicio 238 y las otras dos? Compárense las filas de los números 1, 5, 7, 11 
con las restantes filas de la tabla del ejercicio 288. ¿Qué diferencias se observan? ¿Existe 
algún elemento x +0 de Z/(12) tal que 1? = 0? ¿Existe alguno tal que 12 = x? ¿Existe 
algún elemento u+1 tal que 2.4=2, 3.4, =3, 4.4,=4, 6.4, =6, 8.4, =8, 
10.5%, = 10? ¿Sucede lo mismo para los elementos 1, 5, T, 11? ¿Cómo son los números 
1, 3, 7, 11 respecto de 12? ¿Cómo son los restantes? 

240. Sea A=Q x Q, siendo Q el conjunto de los números racionales. Se define en 
A la adición y la multiplicación del siguiente modo; (4, y) + (4,9) = (+r, Y +Y); 
(x, y) (7, y) = (21, y y). Demostrar que A es un anillo conmutativo. (El elemento- 
tx, y) se Mama igual al z, t) y se escribe (+, y) = (2, © cuando v = Z, y = Ł.) 

241. ¿Qué elementos del anillo del ejercicio anterior no poseen inverso? ¡Existen 
elementos no nulos cuyo producto sea cero en el anillo del ejercicio anterior? ¿Existen 


elementos distintos del elemento unidad cuyo producto por otro elemento sea este último, 
excluido, naturalmente, el cero? 


DerinicióN 6.—Un elemento a de un anillo A se llama divisor de cero 
cuando se verifica que: 1.% a0. 2. Existe otro elemento b +0 tal 
que ab=0. Un elemento b de un anillo A se llama nilpotente cuando 
existe un número entero positivo n tal que b” = 0. Un elemento c de un 
anillo A se llama idempotente cuando c? = c. Un elemento w de un anillo 


A se llama unidad parcial cuando siendo distinto del elemento unidad del 
anillo existe un elemento d tal que du = d. 
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EJERCICIOS: 


242. ¿Cuáles son los divisores de cero del anillo del ejercicio 2887 ¿Cuáles son los. 
elementos nilpotentes? ¿Cuáles los idempotentes? ¿Cuáles son unidades parciales? 


243, Hallar todos los divisores de cero del anillo Z/(30). 


244. Demostrar que la condición necesaria y suficiente para que m sea divisor de 
cero de Z/(n) es que m. c. d. (m, n) +1. (o <m<m). 


245. ¿Qué condición debe cumplir m, o < m < n, para que sea nilpotente en Z/(m)? 
246. ¿Qué condición debe cumplir m, o < m < n, para que sea idempotente en Z/(m)? 


DEFINICIÓN 7.—Un homomorfismo A 2 B del anillo A en el B se llama 
supravectivo, o cpimorfismo, cuando im (f = B. Un homomorfismo f se 
llama inyectivo cuando ker (f) = 0. Un epimorfismo inyectivo se llama. 
isomorfismo. Si existe un isomorlismo entre los anillos A y B, éstos se 
llaman isomorfos, y se escribe A œB. Un homomorfismo de un anillo en 


si mismo se llama endomorfismo. Un endomorfismo que sea isomorfismo 
se ilama automorfismo. 


; . f . 
6. TEOREMA DE ISOMORFÍA.—Todo homomorfismo A“. B del anillo A 
en el B se puede descomponer en forma canónica del siguiente modo: 


f 


A- “——> B 


(8) "| E 
Y 


Ajker A E im (£) 


en donde el diagrama [8] es conmutativo, siendo n el homomorfismo na- 
tural, b un isomorfismo e i la inyección i(x) = x para todo x € im (f). 


DEMOSTRACIÓN. —Supongamos que existe la descomposición [8] del ho- 
momorfismo f. Será f = i bn, de donde, si x es un elemento arbitrario de 
A, será: 


[fx =(ibmx =ib(nx) =1b (7 + ker f) = b (+ + kerf), 


luego b debe definirse del siguiente modo: 


(9) b(a+kerf=fx. 


b es una aplicación. En efecto. x + ker f= y + ker f <=> x -- y € ker f 
<= f(r — y) = 0 1> fr = fy <=>5 (x + ker f) = b (y + ker f). 
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b es un homorfismo. En efecto: a) b [(z + ker f) + (y + ker f)] 
= b (x +y + ker f) =f (x +y) =fr + fy = bx + ker f) + 0 (y + kerf). 
b) [lx + ker f) (y + ker f)} = (ey + ker f) = f (z j) =fr- fy 
= ġ (x + ker f) - b (y + ker f). 

b es epimorfismo. En en efecto. dado f r, se verifica que b (x +- ker f) =f x. 

b es inyectivo, en efecto, b (x + ker f) = b (y + kerf) => fx = fy 
< f(r — r) = 0, <=>x — y E kerf <4 x + kerf = y + kerf. 

En virtud de la definición 7 se puede escribir : 


(10) A/ker (f) az im (f). 


EJERCICIOS : 


247. Sea Q el conjunto de los números racionales; representamos por Q [i] el conjun- 
to de todos los polinomios con coeficientes racionales en la letra t, con la condición de 
que 12 = — 1. En Q [+] se definen la adición y la multiplicación como en el caso de poli- 
rnomios con una indeterminada o variable. ¡La relación ¿2 =— 1 permite escribir todo 
elemento de Q [i] en la forma canónica a + bi, siendo a y b números racionales. Q [i] 
es, evidentemente, un anillo. Probar que si a+ bi#0 existe el inverso de a + bi. 

248. Sea Q [+] el conjunto de todos los polinomios en una indeterminada + con coe- 


ficientes racionales. Q [+1] es un anillo. Sea Q [1] el anillo del ejercicio anterior, y sea 
fla aplicación : 


012010: Ha +0 7+..+40,5)=0,+0,5+..+0,6 


Demostrar que 


Q [il =0 [1/6 + D, 


en donde (+? + 1) representa el ideal formado por todos los polinomios de la forma 
p (=) (4? + D, p (7) EQ La. 

249. Sea G el subconjunto de Q i] (ejercicio 247) formado por todos los elementos 
a+ bi, tales que a y b sean enteros. El conjunto G es un subanillo de Q [i], llamado 


anillo de los enteros de Gauss. Sea Z [+] el anillo de todos los polinomios en una inde- 
terminada con coeficientes enteros. Probar que 


Gr [11/(12 +1). 
3. Anillos enteros. Ideales primos. Anillos euclídeos. 
DerInicióN 8.—Los anillos que no poseen divisores de cero se llaman 


anillos enteros. Un ideal p de un anillo A se llama primo cuando el anillo 
cociente A/p es entero. 
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EJERCICIOS: 


250. ¿Qué condición debe cumplir p para que Z/(p) sea entero? 


251. Sea Q [+] el conjunto de todos los polinomios en una indeterminada x con coe- 
ficientes de Q. ¿Es (+2 —5x 46) un ideal primo? ¿Es primo (12 — 9)? 


1. La condición necesaria y suficiente para que p sea un ideal primo 
de A es que xX.y€p, x€p => y€p. 


DemMOosTRACIÓN.—Si p es primo y (++ P)M(y+p=xv+p=0+p y 
r+ p#Fo+p será y+p=0+p <> y€p. Recíprocamente, si (x + p) 


G+P=0+py“é€p => yEp <=> y+ p=0 + p, el ideal p es 
primo. 


DerinicióN 9.—Un ideal a de un anillo A se llama principal cuando existe 
un elemento a €E A tal que w € a <=> xy = y a, y € A. El elemento a se llama 
una base del ideal a y se escribe a = (a). 


EL ANILLO DE LOS NÚMEROS ENTEROS.—Sea Z el anillo de los números 
enteros. 


2. Todo ideal a de Z.es un ideal principal. 


DEMOSTRACIÓN.—A todo número entero + le haremos corresponder el 
número no negativo: v(x) = | |. Sea a un elemento de a tal que si + es 
otro elemento arbitrario de a se verifique que v (a) < v (+), v (a) 0. Si x 
es un elemento arbitrario de a, dividiendo + por a se obtiene: 


(10) r=qa+r, v(r<v (a). 


De a€a se deduce que qa€a y de r€a, gata, se deduce que 
—qa=r€a4, y de v(r) <v(a) y la condición de mínimo de v(a) re- 
sulta que v (r) = 0, pero v(r)= |r| = 0 implica r:= 0, luego de (10) se 
deduce que 


*=q4, 


luego a C (a), y como (a) Ca, se obtiene a = (a). 


DerFINICIÓN 10.—Dados dos ideales a y b de un anillo conmutativo A, se 


llama suma de a y b, y se representa por a + b al conjunto de todos los ele- 
mentos de la forma x + y, 1€a, y ED. 


3. La suma de dos ideales es otro ideal. 
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DEMOSTRACIÓN. —2, t Ea + D<=> 2=x 4 t=x + y; sr € 4, 
y, y” € b, luego 2 —t= (xi+ Y — (x + y) = (rr) + (y—y) EaD. 
Siz€a+byt€A, será z= xx. + y, x€ a, y€ b, luego 


te=t(r+y =ir+tiyEq+b. 
De 2 y 3 se deduce: 


4. Si (a) y (b) son dos ideales de Z, (a) + (b) = (d) es otro ideal de 
Z y por tanto principal. 


De 4 se deduce que (a) € (d), (b) © (d), luego: 
(11) a=4'd, b= bd, a,b EZ, 
luego d es divisor común a a y b. 

Además, de (a):+ (b) = (d) se deduce que d€ (a) + (b), luego: 
(12) d=ma+nb; m,nEeZ, 
luego [12] establece que todo divisor común de a y de b es divisor de d, 
luego d es el máximo común divisor de a y b. Las fórmulas [11] y [12] 
caracterizan al máximo común divisor de a y b. 


De 4 se deduce el proceso para calcular d. En efecto, dividiendo a por 
b se obtiene: 


a=qgb+r, v(<v(b, <a, 
de donde: 
r =a + (— 9) b € (a) + (b), 
si v(r) +0, 
b=q,T+Fr, VE) <Y (r), 
implica que 


r, = b+ (—4,)r E (a) +0), 


asi, siguiendo como v(b)>(r)>v(r,)>..., se llegará, después de un 
número finito de operaciones a v (r) = 0, de donde r, = 0, y como: 


Paz = an Tai + Ta = an Tai’ 
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será Saz € (Pax), Ya =Œ Qui Yn- T Yni € (fa) ERA bE (Faa) a€ (faa) luego 
(a) + (b) C (ra). Ahora bien, de 


fii = aa — e Taa 
Tna = Taa — Ing Pag 


se deduce que 


AAA A Inana) = AA — Inm Fna 
= Inor Ina) Onos — Inas Tna) ~ Ini fna 

= (L + Ing Ina) nos — E F ana Ina) Ins E Anal na 

=.. =ma+nhb, 


lo que prueba que ra € (a) + (b), luego (ra) © (a) + (b) y (fa) = (@) 
+ (b), luego ranı = d es el máximo común divisor de a y b. El algoritmo 
anterior se conoce con el nombre de algoritmo de Euclides. 


EJERCICIO : 


252. Calcular el m. c. d. de 252 y de 186 y calcular m y n de la igualdad [12]. 


Der:iNIcióN 11.—Se llama intersección de dos ideales a y b, y se repre- 
senta por a N D, a la intersección de a y b considerados como conjuntos. 
5. La intersección de dos ideales es otro ideal. 


DEMOSTRACIÓN. —a) 1, y Ea ND <> r, y Ea, x, y Ed => 1—y€ a, 
r—y€b => r—y€anb. 


b) rEaNb, yEA <=> réa, r€b, ye A —> xsy€a ry€b 
=> 1 y€uNMD. 


De 2 y 5 se deduce: 


6. La intersección de dos ideales (a) y (b) de Z es otro ideal princi- 
pal (M) de Z. 

De 6 se deduce que (M)C (a), (M)C<(b), luego M=pa, M=gb, 
luego M es múltiplo común de a y b. Si v es un múltiplo común de a y b, 
será x =x a, x = 4" b, luego r€(a)N(b), luego r€(M) y x= tM, lue- 
go M es el mínimo común múltiplo de a y b. 
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.De 6, (11). y (12) se deduce el método de cálculo del mínimo común 
múltiplo. En efecto M=pa=p4d, M=qb=qb'd, luego pad 
=qb'd, pa =qlb”, y como de |12] se deduce que 1 = ma + nb’, re- 
suta p=md p+nabp=mgb +npb =(mq +np)b =hb, h =mq 
+ np, luego de pa' = gb” resulta h b'a =qb', ha = q, luego M = h b'a, 
luego (M) C (a b’), y como ab’ = a b € (a) N (b) = (M), es (ab) c (M), lue- 
go (M) = (a b) = (« b) = («bd y M=g bd. 


EJERCICIO: 


252. Calcular m.c.m. (252, 186)). 


EL ANILLO DE LOS POLINOMIOS CON UNA VARIABLE.—Sea Q el conjunto de 
los números racionales, y Q [+] el anillo de polinomios en una variable con 
coeficientes de Q. 


Se define la aplicación Q [+] — Z*, siendo Z* el conjunto de los enteros 
no negativos, del siguiente modo: 


v(a +0, +.. +06, 17%) = grado ka, +4, +... +0, 4) =n, a, +0. 


La aplicación v permite proceder con Q [+] como se ha hecho en Z. 
7. Todo ideal a de Q [x] es ideal principal. 


DEMOSTRACIÓN. —Sea p (+) un polinomio de a tal que si q (r) es otro po 
linomio cualquiera, distinto del cero, se verifique o <v (p (4)) <v (q (4). 
Si q(x) es un polinomio cualquiera de Q [+], distinto de cero, dividiendo 
q (x) por p(x), se obtiene: 


q) = h(a) p (rE veo E) 


de donde r (x) = q (x)— h (x) p (7) € 2, y como v (r (1) < que el valor 
positivo mínimo, será r (+) = 0. Luego a:= (p (4). 

8. Si (p(O) y (q(x)) son dos ideales arbitrarios de Q [x], el ideal 
(x) + (q (xD) = (d(x)) es principal. 

De 8 se deduce: 


p= p (0 d(x), q (7) = q, (4) .2 (2). 


(13) 
d (x) =m (£) p (=) + n (x) q (9). 
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Las relaciones (13) caracterizan al polinomio p (7), salvo un factor de 
proporcionalidad numérico. Si se elige d (+) con la condición de que el coe- 
ficiente del término de mayor grado sea la unidad, al polinomio d (+) así 
obtenido se le llama máximo común divisor. de p (+) y q (7). Como en el 
caso de los números enteros, se puede emplear el algoritmo de Euclides para 
calcular el m. c. d. de dos polinomios, 


Ejercicios: 


254. Dados los polinomios 3 r5 — 2 yt 412 4 1 = p(s) y 4138427 + 3 = q (5), calcu- 
lar el m. c. d. y los polinomios m (x) y n (x) de (13). 


255. Hallar el m. c. d. de 15 — 2 r4 + 2428412 +5%7—2 y z3- 225% 3 y los 
polinomios m (x) y n (4). 


De modo análogo a como se ha hecho en el caso del anillo Z, se ve que 


EDN U) = M (2), 


siendo M( = p (75). (D.da (r), d (© = m. c. d. (2 (7), q Y), 2 
=P (r).d (x), q = g (r)d (x). El polinomio M (x) es el minimo común 
múltiplo de p (x) y q (+). 


Ejercicios: 


256. Calcular el m. c. d. y el m. c. m. de p (4) = s5 — 5st 48r — Tar —8r+l8 
g (2) = 7t — z3 42r 4 z3. 

257. Demostrar que Q [+]/(+ — f) = Q. 

258. Sea A el conjunto de todos los elementos de la forma ax + b, a, b € Q, en donde 
se define la adición y la multiplicación como si se tratara de polinomios en la indetermina- 
da y con la condición de sustituir z2 por s — 2, Demostrar que A œQ [4]/(4? — + + 2). 

259. Hallar los divisores de cero de Q [+]/(+? — 1). 


DEFINICIÓN 12.—Se llama anillo euclídeo a un anillo conmutativo y ente- 
ro en el que existe una aplicación v del anillo en el semigrupo Z* de los 
enteros no negativos tal que para dos elementos arbitrarios x, y del anillo 
tales que v (1) < v (y) se verifique que y = q x:+ r, q, r pertenecen al anillo 
y v (r) <v (4). En estos anillos se puede definir un algoritmo análogo al 
de Euclides y se puede trasladar a ellos todo lo visto para Z y para Q [7]. 


En el caso de Z es v (x)= |x], y en el caso de de Q[+] es v O) 
= grado f (4). 
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$5. CUERPOS 


1. Cuerpo de fracciones de un anillo entero.—Sea A un anillo con- 
mutativo y entero, esto es, sin divisores de cero. En A x A se define la si- 
guiente relación R: 


0) ERE) <> ry = yr. 


1. La relación R es una relación de igualdad en A x A — ((x, 0)). 

En efecto: a) (r, y) R (x.y), ya que sy = ye. 

b) r, Rr, yE “y = ya <> y == Y a <> (1, y) R (x, y). 

O) MIRA y My) R (y) <> my=y1, YY =y 0" 
> wy" (4 y) = ya” (x y). Por ser (r, y), (r, 4), (17, y”) elementos de 
A x A—((x, 0)) se verifica que y 0. Si 1" +0, de la última igualdad se 
deduce que 1 y”:= yx”, de donde (+, y) R(x”, y”). Si fuese 1 = 0, como 
Y +0, de xy” = y y resultaría y = 0, y de Y y” = y x” resultaria’ 1” = 0, 
luego + y” =0= yx” y (x, y) R (2, y”). 

A la clase de A x A — ([(x, 0))/R, representada por el par (v, y) la de- 


signaremos por — y le llamaremos una fracción. 
y 


DerinicióN 1.—En K = A x A—((x,0))/R se define una adición del 
siguiente modo : 


x x xy yo 
(2) A A A A OÓÉÁ 
y + y 3y 
y una multiplicación, por 
xo ox aa 
3 — >] = >. 
© y 9 35 


2. La adición es uniforme. 

En efecto: sean (x,y) y (4, y) dos representantes de > esto es: 
lr, v) R(x, y) y (e,t) y (Z £) dos representantes de + es decir: (z, t) R 
(7 t). De estas relaciones se deducen que v y =y 4 y 21 =tz, de donde: 


ri+ryayi=ry AHCI =y (11) +12 O= 4429) yh 
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de donde: 
xt+yz LEH 
yt yë 
esto es: 
x z x z 
5 + ¿SF EF 


3. La multiplicación es uniforme. 
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En efecto, ty ror“ deduce r y’ = yx’, zť = tz, de don- 
de rzy ť = EIN ASA 
> zt y t a e 
4. El conjunto K es un grupo abeliano respecto de la adición. 
E : (+ HS — adf y E) bde _ adf tcf 
n efecto: a) ¿TG ++ (77 + baf | © baF baf 


ll 


OS bdf — bdf df pdf 


J 
Pl) ++) 


bde _ (adf+cbf)hóde _ IA CIF ADO adf cóf+óde 


a c _tad+beo _ bc+ad e a 
b ytz O TtT 
a 0 ax a 
Y) FRI 
a — a a+!(-— a) 0 _—a 
d FF = 5 =-7 + luego -5 = 
5. El conjunto K— (| es un grupo respecto de la multiplicación, 


cC € 


a a c E ac e ace aice a ce a 
En efecto: a) (E s) ha F == TT 5 =t 
a Cc ac ca c a 
b) z Z7 san asa b 
rx ax a 
) FET 
d) sit, a es una fracción y Ll. 


6. La multiplicación es distributiva respecto de la adición. 


alce a cf+de  acf+ade __acf ade 

En efecto: -7 (5+5) EAT say T vaf t baf 
uc age a € a € 
=z FAO IFE 


af 


). 
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DerinicióN 2.—Un conjunto K con dos operaciones, adición y multipli- 
cación, tal que: 


1. K es un grupo abeliano respecto de la adición. 
2, K— {0} es un grupo abeliano respecto de la multiplicación. 


3. La multiplicación es distributiva respecto de la adición; se llama un 
cuerpo. 


Todo lo antérior puede resumirse en la siguiente proposición : 


7. El conjunto K de las fracciones de un anillo entero A es, respecto 
de la adición y la multiplicación definidas en 1, un cuerpo, llamado cuerpo 
de fracciones del anillo A. 


2. El cuerpo de los números racionales,—A partir del anillo Z de los 
números enteros, se obtiene como cuerpo de fracciones el cuerpo Q de los 
números racionales. En el cuerpo de los números racionales se puede es- 
tablecer una ordenación del siguiente modo: 


K r ; a eu 
DerinIcióÓN 3.—Un número racional E (a y b enteros) se llama positivo 
cuando ab es un entero positivo. Los números racionales no positivos ni 
nulos se llaman negativos. Por consiguiente, se verifica que: 


El conjunto de los números racionales es unión del conjunto Q* de los 
números racionales positivos, el cero y el conjunto Q` de los números ra- 
cionales negativos. Estos conjuntos son disjuntos entre sí. 


. . . e oy . . . q 
Para la consistencia de la definición anterior es preciso ver que si 7 = -p 
a 


y 5 es positivo, 77 también es positivo. En efecto, la igualdad anterior es 


equivalente a a b = ba”, que implica a b' (b b’) = ba (b b), equivalente a 
abb? =a bb? y como b? y b? son enteros positivos, resulta que ab po- 
sitivo equivale a a” b positivo. 


. a . po a .. 
1. Si + ts negativo se verifica que — 7 es positivo. Ya que 


a o 


y y som positivos implica que ES y 


c 
Y ya 
En efecto, de ab:>0 y cd>0 se deduce que (ad + bc)bd =a bd” 


pr z SN B ac 
+ cdb2>0, luego G+G>0y (a c) (b d) = (a b) (c d) >0, luego od 


=== 5y ab<0 => (a b>0. 
2. 


4 son positivos. 
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r . 3 a È + 
DEFINICIÓN 4.—El número racional -z €S menor que el 7» Y se escribe 


Cc € a .. . r . 
5<% ¡ES -zp es positivo. Si el número + es menor o igual al 


número — , se escribe L<- 
a” b7 d’ 


3. La relación < es una relación de orden total. 
DEMOSTRACIÓN. 
a) Fs ==> abd<cdb?. 

č 


En efecto, F<3 <=> 2-5 es positivo <==> (bc—ad)bd>0 


<=>abd?<edb?. Por otra parte, t=% <=> ad = be <=>ad(bd) 


=cdb? <=> ad = b c < £=Z. 


d) $s y E <=> abd <cdb? y cdf <efd?, de donde 
ab P<cdbrf. y cd P <efb? d’, y por la transitividad de la relación 


de ordenación de enteros, abd P <efb?d? y abf< e f P o 


e) Por ser la relación de ordenación en Z total, si no se verifica a b d’ 


<cdb?, se verificará cd b? <ab d’, que equivale a L < + ; 


4. Se verifican las siguientes relaciones : 


a) $ s5= HH, para todo = €Q 
EA 

c) Fs A S 

A rie e 

e) $ >0 => 2 >0 


EJERCICIOS: 


260. Demostrar las relaciones a)-e) 
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5. Se verifican las siguientes relaciones : 


a c m p a m c p 
dD OLET IS SETA 
a e. ac 
b) 1<. 1< I< q: 


c) 1<Ż => 1< (5. n natural. 
a 


d) 1<¿m<n, m y n naturales => 1< DESHE 
e) 0<% <1, 0<$ <1 = 0< F<1. 
) 0< <1, m<n, m y n naturales ==> o< (E <h] 


g) 0< << => 3 n natural, tal que oi <2. 


EJERCICIOS: 


261. Demostrar la proposición de 5. 


262. Probar que <> ad< bc, siempre que b y d tengan el mismo signo, 
a 


6. Si E<$ y à es un número racional arbitrario tal que 0<1<l, 
sge a a. c c ` 
se verifica que ee R e E 
a c _ e a a c . a, 
En efecto. <7 <=> 7-37>0<=> 7-2 <0, luego: 13 (1 
c a Ec € (A ` a E a g 
—ì) S= (5-4 +< , ya que ìà >00, 37 <0=>A (5-3) 


< 0. Poniendo 1—.A =p, A=1—p, será 0<p y A £ + @—ì) 5 = (1 


a Cc a e a 
+ 7= 7 telgi 
7. Entre dos números racionales distintos existen infinitos números 
racionales. 
En efecto, en virtud de 6 existen tantos como números racionales exis- 
t ce ¡LE <L j 2—2 —) £ 
en entre cero y uno, ya que si ¡Sy =z> poniendo > A 7 t (1—A) 7 
. x a c c c æ bd c x € 
e Ž— [l2 £ =[£_%*%] _“£ L£ -zE 
se obtiene : > 2 (5 AG (z ais Y “omo dy S7 
a £ a c x c ayi c a 
— — - m Zo L aL pea O 
7 + resulta, por ser 7 ¿>0 que (£ =) (5 z) < (5 5) 
—1 > 1 
(5 — A = 1. luego à «1 y 0«ìÀ. Todos los números 7 se hallan 


comprendidos entre 0 y 1. 
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3. El cuerpo de fracciones de un anillo de polinomios.—Sea Q [x] 
el anillo de polinomios con una indeterminada + y coeficientes en un cuerpo 
Q, que generalmente supondremos el de los números racionales. En Q [+] 
se define la igualdad del siguiente modo: 


11) atarte ta, a" =b Hh rto +0, 37 
<> m=, G= by 0.03 6, = by 


El cuerpo de fracciones de Q [1] se representa por Q (+). Por consiguiente, 
si P, (r), P, (r), P, (r) y P, (r) son polinomios, la igualdad en Q (+) viene 
definida por: 


Pi (æ) _ Ps(x) 
P, (x) Po) 


2) <> P, (2) P, (1) =P, (1) P, (0), P, (2) +0, P, (7) +0. 


Ejercicios 


Pi (x) _ Pi(x) P(x) 
Pa (æ) Palæ) P (x) 


263. Demostrar que si P (+) +0, se verifica que 


264. Demostrar que el cuerpo de fracciones de Z [x], en donde Z [x] es el anillo de 
polinomios con coeficientes enteros, es igual al cuerpo de fracciones de Q [7]. 


A (x) 
S B ix) 
sentante (A (+), B (r)) elegido de esta fracción es tal que m. c. d. (A o, 


una fracción arbitraria de Q (r). Supondremos que el repre- 


B (x))=1; a tal representante le llamaremos reducido. Sea Q [+] (E 3 a 


el conjunto de todas las fracciones de Q (r) que se obtienen al multiplicar la 
Iracción A (2) 
B x) 


1. El conjunto. Q [x] (5 
a) Es un subgrupo del arupo aditivo de Q (x). 
b) FE) g EQ E) y E FeR => 


x) 


por cada uno de los polinomios de Q [+]. 


d(x) 


>) tiene las siguientes propiedades: 


LL E(2)[/ (0) + g a) = E (1) f (7) + E e (+). 
2. [E (+) + F (+) f) = E (x) f (x) + F œ) fa) 
3 ŒE) FG) = E (+) [F w) fe 

4. 1.f(1)=/(). 


(3) 
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DemostraciónN.—Las propiedades (3) son consecuencia de las leyes del 


EL. Si f(s) = E (#) Ate) 


cuerpo Q (+) y de la identificación E (+) = EN 


yze) =G) A a , resulta, en virtud de (3), que 


raa A (x) A (x) 
DE O = 10615 eto 


A (x) 
B (x) 
propiedades 1 se le llama un módulo con el dominio de multiplicadores Q [+]. 


2. Si Co i B dl se NN gue Q [x] 40) c Q [x] aw) 


DEFINICIÓN 5.—A un conjunto, tal como el Q [+] ) que posee las 


C(x) Br" 
7 [ A (x) _ 
En efecto, 2 Se =D (x y 20 po 2 )eQl[s] e , siendo B (+) = C (2) D (7), 
luego si P (+) es cualquier polinomio, será P (x) ne €0Q [x] a ). 


DerINIcróN 6.—Se llama suma del Q [r]-módulo Q [+] s2) y del 


Q [r]módulo Q [r] (i) > y se representa por 


A (x) 
B (x) 


Qef 


Horno) 


al conjunto de todas las fracciones de Q (+) que se pueden poner en la forma: 


(x) 
` (a) ? 


H (x) En + K(x) 


cuando H (x) y K (+) recorren todos los polinomios de Q [+]. 
3. La suma de dos Q [x] módulos es otro Q [x] módulo. 


Demostración. — M = Qir] (2 ÓN L), N=0Ql[+] re ) y sea 


d(x) = m.c. d (B (+), DG), B (1) = B' 04) D (8) =D (r) dis), y 
m. c. d. (A D’, CB”) = e (x), siendo A D = L (x) . e (a), CEB = J (x). e (5). 


Sea M (x) 5 + N(x) e l un elemento arbitrario de M + N, será: 


A (x) C(x) _ M(x) A (x) D' (x) + N (x) C (a) B (x) 
MAGA E (æ) D’ (x) d (a) 


MAL x) +N (y J (x)) e (æ) € Ql e (x) 
B' (x) D' (x) d (ac) ` B'a D d eA 
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luego 


M+NCcP. 


e (x) . . 
Sea T(r) abu " elemento arbitrario de P. De 


e(0=RDAD0D(+5M0CcmBw, 


se deduce que 


e (x) (00) A (x y 2000 
T OO = 1] E E + Dí) 
_ A (x) C(x) 
=T R q TOS -pay E M+N, 
luego 
PCM+N, 
y, por tanto, 
M+N=P. 


OBSERVACIONES.—1. El denominador B' (+) D’ (+) d (xr) de P es el mini- 
mo común múltiplo de B (+) y D (+). 


2. Si A(x) y B(x) son dos polinomios de Q [+], existen otros dos polino- 
mios, q (4) y r(x), univocamente determinados por las siguientes condiciones: 
1.9) A(x) =q(x)B(r)+r(r). 2%) grad. r(x) < grad. B (r). 

4. Si B(x)= B, (x)... B(x) (Bi (x), B (2) =1, ij, ij= 1,8 
B', = TH B,, se verifica que m.c.d. (B”,,...,B',) = 1, de donde: 

j=1 
jti 


(4) I=SR 0) B e H R B 


Y, además, se verifica que 


A(x) R (x) A (x) Rs (x) 
(5) A a a 
DeEmosTRACIÓN.—1.*) ARE, = B (x) R (x) -p => Q Ír] 


A {2 R; . , 
(E) cQ [+] o ) i = 1, ..., s. => segundo miembro de (5) está 


contenido en el primer miembro. 
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2.) De (4) se deduce: 


A (x) A (æ) (R; (æ) B’, (x) +... + Rs (x) B's(x))  A(x)R, (x) A (x) Rs (4) 


B (x) B (x) ~ Bæ% Hed Bs (x) 


lo que implica que el primer miembro de (5) está contenido en el segundo.. 
5. Los Q [x]-módulos Q [x] (5) determinan la base 5 univocamente, 
salvo un factor numérico. 
DemosTRACIÓN.—Sea Q [+7] ($) = Q [r] (5) , de donde: 


A 
B’ 


A A’ A' 
== MO y pre Nx) 


que implican: 


y si m4” y py” son los términos de mayor grado de M y N, respectiva- 
mente, siendo m + n > 0, sería m, py = 0, luego m, =0, o p, = 0, en con- 
tradicción con las hipótesis. Por consiguiente, M y N son números. 
6. Si B (x)= B, (x)... B, (x) es una descomposición factorial de B (xy 
, os A (x) 
tal que (Bi (x), B) =1, i+)j) 1]=1,.,8, si a =P (+ Eo , 


grado (a (x)) < grado (B (x)), si los polinomios B”, y R; son los de (5), y sé 


R, A =q B, +r grad. (r) < grad. (B), 


na S earn 
RA =q,8, +:,, grad. (r) < grad. (B), 


se verifica que 


4 (x) rı (a) rs (x) 


m A Y TBE TBG 


DemĮmosrtrRacIón.—De (6) y de (5) se deduce que 
RB Asq. Br Bi 
no 


y sumando: 


A=(R B+ +R B'A = (+2. +9)B+(,B totr B) 
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y como 


grado (r, B',) = grado (r,) + grado (B”,) < grado (B,) + grado (B”,) = grado (B), 


resulta que grado (r, B”, + ... + rs B's) < grado (B), luego, por la observa- 
ción segunda anterior: 


Pa) =9,M+-..+49, (7), «6= ri B”, Ho +r, B. 


7. Si Bi (x) = (x — ayi, como grad. (1, (X) < grad. (B, (2), si 


(9) 1a) =a; + aa at e F a =at 
se verifica que 
r (x) Bis aig aiaj 
(10) == [staa ; 
B, (x) aa)  (x—a)' a x— aj 


r; (x) 


y los coeficientes asi, ... a Están univocamente determinados por Eo 
- ¿(Xx 
1 


DemostTrACIÓN.—Dividiendo (9) por B; (+) = (x — a)“ resulta (10). Su- 
pongamos que fuera 
ril) bii biz bra, 


Bi) (aye o (eat PR 


(11) 


Multiplicando (11) por B; (+), sería: 


ri (E) = bis + biale — a) H oo H bya le ap T 


de ésta y de (9) se obtiene: 


(12) (as — Bj1) + (aig — bia) (0 — 0) H +++ + (Ga, — Čia) (5 — ay =0, 


de donde, dando a w el valor a;,, resulta a;,'= b,,. Supuesto demostrado que 
“i= bin j=1,...,j, de (12) se obtendría : 


(aijyr — Beja lo — a H + > F llia Čia) (e ay =0, 
y como (+ —a;,) +0, sería 


(aisya — deja) F ooo jo — ia) tr a 0, 


v para x = a, resultaría 0,,,, = bijan 
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8. Si BA) = Œœ? + bx +c), se verifica que 


ay OL md y ms AT 
B; (x) 3 ; a 21.5; AA CL jaj 
(08 + bx t ej)? (x3 b; x ej)? j F 


y los polinomios MX + ny, i= 1, ..., $; están univocamente determinados 
rj (æ) 
B; (x) 


por 


DemMosTRACIÓN. — Dividiendo sucesivamente r, (4) por 4? + b,* + cj, se 
obtiene: 


thye Ms a Ed 7 | o Lehete | pbx ej 
1 (x) qı (x) po oee Ip) gp, =) 
mj æt nji mjg t O mip; +A 
de donde 
ri) = g (0) (dao) Am Ej, 
(19) n (e) = qa (0) (0? | by 00 4 cy) Y matja, 


29,10%) = 2, (æ) Hh t e) + mig 2+ "jg 


de (12) se deduce, mediante sustituciones sucesivas : 
(13) rn) =m z+, 


Ñ B—1 
+ (M, ¿74844 dr Ace) hs. + (mjg atng) tbr 4 cp 


de donde: 

rj) m2, y + mig E yg, 

B; (<) (114 djx + ej CC Aja 
Si fuese 
de 110 =)9,*+49), + (BP, +9) (7 + bjr+c)+ 


Ht tgp) bya ep, 
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de (13) y (14) resultaria : 


(m0) +8,,—4,, =H (+) (14 b,1 te), 


de donde, por tener que poseer los polinomios de ambos miembros el mismo 
grado, resulta que: 


(m —P, Jr +, —9,,=0, H (+) = 0, 


y la primera implica que ny, = þv nii = Qı Repitiendo sucesivamente el 
razonamiento con H (+) = 0, queda probada la unicidad. 


r : a 

DEFINICIÓN 7.—A las fracciones de la forma -——— y metn 
(æ — bÊ CEPTEN Y 
en donde a, b, m y n son números de K, y x y $ números naturales, se les 
llama fracciones simples. 


9. TEOREMA 1.—Si el polinomio B (x) admite la descomposición factorial: 
B (x) = (r— a)" ES — a,j” watb e n +b, r+ Dr, 


siendo ata, i¢j, y siendo los polinomios xX? + bix + & primos y primos 
entre sí, y si A (x) es otro polinomio arbitrario, siendo 


A (2) = 0 (0) B (2) +r (2), grad {r (0) < grad (B 12), 


se verifica que la descomposición : 


asa, mig x Ag 
415) + + mani Pp) 
E= as (04 br o erAs+ oa 


(et de dc Ht x? -4 bx + er 


+ n 
+ max +n MER rh, ) 


en fracciones simples es único. 
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DemosTrRACIÓN.—De 4 y 5 se deduce que la descomposición (5) está uní- 


vocamente determinada por Eo . La descomposición (T) de 6 es también 
Dua : alx) _ r'to) r's (x) 

única, ya que sl <q E TE +... UÑA Pm a” 

(16) grad (r, (4)) < grad (B,); 


de esta relación y de (T), resultaría : 


FP — r) Bs = e —rJB tt 275 aD Bs 


1> 
y de (4) se obtendría : 
y —r = R (rB Ro rB, R [0 —Y JB, +... 


El YB AR Osr) +R, (rl B +o t IR, Cs 


—7r) +R, Csi saa Pap 
y como todas las B”,,..., B's_, son divisibles por B,, el grado del segundo 
miembro es mayor o igual al grado de B,, mientras que de (6) y (16) re- 
sulta que grad (1, —r,) < grad(B,), luego Ys —rs = 0, y como el razona- 
miento es válido para s = 1,...,s, queda probada la unicidad de la descom- 
posición (7). Finalmente, 7 y 8 prueban la unicidad de las descomposicio- 


nes (10) y (11), respectivamente. 


EJERCICIOS : 


a— 4x4 —2 


265. Descon:poner en fracciones simples la fracción racional: Z 
a—3x+Y+2 


y Sar 
bieudo que 13 —3x 42 = (7 —1) (7 + 2). 


, 3 x? 
266. Descomponer en fracciones simples la fracción racional: z s : 
(Fa Fe — 17 


CAPITULO SEGUNDO 


EL ESPACIO VECTORIAL 


$ 1. EL ESPACIO VECTORIAL 


1. Definiciones. —Sea K un cuerpo arbitrario, que el lector puede su- 
poner el de los números racionales, Consideremos el conjunto V producto de 
K. por sí mismo n-veces: 


(a 


(1) V=K"=KxXKx.. xK. 


Los elementos de V son de la forma (4,, £a s Fn) MEK, i=1,...,M. 
La definición de producto de conjuntos establece la siguiente definición de 
igualdad : 


(2) (z tesy 4.) = O. ..., Ya <> * = Y ..., E n = Yr 


DEFINICIÓN 1.—Se define una aplicación de V x V en V, llamada adición, 
del siguiente modo : 


(3) A A Yn 5 E, EY ee Pa E Yad 
1. EL CONJUNTO V ES UN GRUPO ABELIANO RESPECTO DE LA ADICIÓN (3). 


DEMOSTRACIÓN.—a) Asociatividad : 


[A E o YI E pS A E Yo A F Yp) t (Bp eo 2) 
A A EA AA) 


= (P eo Fa) F O, Ho Y + E) = eo Pa) r [Op 9) + Eo eo Za- 


b) Conmutatividad. Es trivial. 
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c) Elemento neutro. Si 0 es el cero del cuerpo K, se verifica que, para 
cualquier elemento de V, es: 


Apr Ep) F CO, 00,0) = (7,480, 00.1, +0) = (4%, -..,%,). 


d) Elemento opuesto. Dado el elemento (-,, ..., £a) de V, el elemento 
(= 4, ..., — Ya) posee la propiedad: 


(E eo Y) E Or — SA — o Y, —x*,) = (0, ..., 0), 


4 


por lo que al elemento (— +,, ..., —*,) se le Hama opuesto al elemento 
(Xis ..., Ya) y se le representa por — (4%,, ..., Yn). 


DerINICcIÓN 2.—Se define una aplicación de K x V en V, llamada multi- 
plicación de elementos de K por elementos de V, del siguiente modo: 
(4) a E eost) = (a Foes ax) aK, (F 2. E) EV. 


2. PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACIÓN DE ELEMENTOS DE K POR ELEMEN- 
TOS DE V. 


I. Para todos a, bEK y (X,, ..., Xa) € V, se verifica que: 


(a+ D) (A a Pa) = 0H 0...) + b (E ea Fa) 


m 
II. Para todo a€ K y (X -5 Xn) (Y1) -s Jn) € V, se verifica que: 
a [E e i Ea) H Or 90) = a (8,200 Ep) H A 95 oe Ya) 

111. Para todo a, b€ K y todo (X, ..., Xn) € V se verifica que: 
(a b) (3, ,%,) = a b (E a 2p): 
IV. Sil es el elemento unidad de K: 


TA Ep) = E en Ep) 


DEMOSTRACIÓN I. 
(a + b) EJE cota) = ((a + b) Zo- (a+b) (a z + bx, 2. 0%, +bx,) 
=(0%,,...,0%,) + (0%, o bE =0(%,,...,%,) +b(5%,, ..., Ead 
I. 
a U(E eo En) E OpenId] =a Yp o Tn + Yp) 
= [a(r +3) ..., a (%, + y,)] 


j 


CERE EE ar, +43.) 


=(0%,,...,0%,)+(0Y,, oa y) =0(%,,...,1,) 44 as e Yah 
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Hi. 
(a b) (X 0, Fp) 5 (Cab) Zase (0b) 2p) = (a(bx,), ..., a (b x,)) 
=0 (0%, dry) =4[0(%,, 0... %,)). 
IV. 


HA)» eot D= (1d. eul. s) = CAPA 


DEFINICIÓN 3.—Al conjunto V con las dos operaciones establecidas en las 
definiciones 1 y 2 se le llama un espacio vectorial y a sus elementos vectores. 


EJERCICIOS : 

267. Demostrar que: a) 0(%,,...,1,)=(0,..,0). D) 4(0,..,0)=(0,...,0. de (—1) 
Pp) — pr Ap). 

268. Probar que CETERE A = 2, (1,0,..,0 +... +%, (0, ..., 0, 1). 


269. Probar que si z (1,0,..,0+4..+1, (0, ..., 0, D=3, (1,0, ...,+..+y, (0, ..., 0,1) 
se verifica que A, = Y oo Ey = Yp 


2- Concepto de vector libre. 


DEFINICIÓN 4.—Se llama vector en el espacio euclídeo ordinario a un seg- 
mento A B cuyos extremos se dan en un cierto orden, Por consiguiente, un 


vector es el par formado por un segmento A B y la ordenación: A es el pri- 
mer extremo, B es el segundo extremo. Al primer extremo de un vector se 
le llama origen del vector, y al segundo extremo. Al vector formado por el 


segmento A B, el origen A y el extremo B se le designa por AB. 


En geometría elemental se demuestra el siguiente: 


TEOREMA REDUCIDO DE DesarcGuEs.—l. ABC y £B’ C son dos trián- 


gulos situados en el mismo plano o en planos pa- 
ralelos tales que A B| £ B, ACA C, AA ||BE ” / 
(Ag. 20). Se verifica que: : 


BC|BO<>CCOAa. 


Sea: P el conjunto de todos los vectores del es- 
pacio. En P se define una relación, llamada equi- 
polencia, que representamos por el signo ~, del si Fig. 20. 
guiente modo: 
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DerivicióN 5.—Se dice que el vector AB es equipolente al vector Cb, 
y se escribe: AB= CD, cuando: a) Si las rec- 
tas AB y CD. son distintas, se verifica que la 
figura ABCD es un paralelogramo. b) Si las 
rectas AB y CD coinciden, existe otro vec- 
—>— —r — — — 
tor MN tal quee AB=MN y CD=MMN se- 
Fig. 21 gún la definición anterior (fig. 21). 


1. La relación de equipolencia es una relación de igualdad. 


DEMmMOSTRACIÓN.—a) Sea AB un vector arbitrario y ABCD un para- 


lelogramo uno de cuyos lados es A B En virtud de la definición 5, b) se 
verifica que 


ABAB. 


b) Sea AB=CD.SiAB y C D son rectas distintas (Ag. 21 a), la figu- 
ra A B CD es un paralelogramo, luego también lo es CDB A y, por tanto, 


CD-=AB. Si las rectas A B y CD coinciden, existe un vector M N tal 
que AB=MÑ y CD-MN (fig. 21 b), luego CD=MÑ y AB=MN, 


que expresa que CD-AB. 


c) Si B BAA yA ASE Č, pueden presentarse los siguientes ca- 
sos: 1.°) Las rectas A A”, B B’ y C C son distintas. En este caso (fig. 20) 
se verifica que BB'A' A y A A' C C son paralelogramos, luego B B' || A A’, 
AA CC, AB] AB y ACI AC; luego, por el teorema reducido de 
Desargues I, se verifica que B C || B’ C y la figura B B’ C C es también un 


paralelogramo, luego BB ~ CO. El lector demostrará como ejercicio al- 
guno de los siguientes casos: 2.” La recta B B’ coincide con la recta A A’. 
3.” La recta B B' coincide con la recta C C. 4.% Las tres rectas A A”, BB” 
y CC coinciden. 


DerinicióN 6.—A las clases definidas por la relación de equipolencia se 
les llama vectores libres, y al conjunto cociente (P/=:= V se le llama espacio 
de los vectores libres. A los vectores libres los representaremos por letras ne- 
gritas minúsculas o encerrando entre paréntesis rectangular a uno de sus re- 


presentantes ; por ejemplo: a = [A B]. 
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2. Sa= [A B] yb= [CD], se verifica que 


a=b <>AB-CD. 


DemMosTRACIÓN.—Basta observar que los vectores libres son conjuntos de 
vectores, luego la igualdad de dos vectores libres es lá igualdad de dos con- 
juntos, y como estos conjuntos son clases relativas a una relación de igual- 
dad, la igualdad de las clases equivale (Criterio de igualdad de clases, 3, $ 2, 
Cap. I) a que un representante de una esté relacionado por la relación de 
igualdad con un representante de la otra. 


3. Sia es un vector libre y O un punto arbitrario del espacio, existe un 
representante único de a con origen O. 


Demosrración.—Sea A B un representante de a. Supongamos que O no 
pertenece a la recta A B. En el plano A B O tracemos las rectas O P || A B, 


B P || A O, con lo que se obtiene el pralelogramo A B P O, luego OPAB 


y, por tanto, OP es representante de a con rigen O. Si 00 fuera otro re- 
representante de a, la figura A B Q O sería paralelogramo, luego Q B || A O 
y QO] AB, de donde QBIPB y QOJ PO, luego PB=0QB y 
Q0=POyQ=P.S$i O perteneciese a la recta A B se tomaría un punto 


—> 
O' exterior a ella, se construiría el representante O' P’ con origen O” y, em- 
empleando éste, se construiría el representante con origen O. 


ADICIÓN DE VECTORES LIBRES. DEFINICIÓN 7.—Dados dos vectores libres, 
a y b, se llama suma, y se representa por a + b, al vector libre obtenido 


mediante la siguiente construcción: se toma un punto A 
arbitrario, O, del espacio, el representante OA del vec- ANS 
tor a y el representante A B del vector b (fig. 22) y z B 
© atb = (OÑ. Fig. 22. 


4. La adición de vectores libres es una aplicación de V:x V sobre V. 


. . : zF, E- 
DemostTrACIÓN.—Sea O” otro punto arbitrario del espacio, O A’ y A'B' 
sepresentantes de a y b, respectivamente. Supongamos que las rectas O A 
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y O' A' sean distintas y lo mismo AB y A"B' y OB y O B’. Entonces los 


Fig. 23. 


triángulos OAB y O'A' BP” son tales que 
OAOA, AB[A B' y OO A AI BB” 
(fig. 23); luego, por el teorema reducido de 
Desargues I, se verifica que O B || O'E, y la 
figura O B B'O’ es un paralelogramo, luego 
OB-0'B y [OB] = [0-37]. Si algún par 
de las rectas anteriores coincidiera, se podría 
reducir la demostración al caso considerado 
utilizando otro punto auxiliar O”, Se trata, 


por tanto, de una aplicación, siempre que 


se considere que ei conjunto de todos los vectores cuyo origen coincide com 


— 

su extremo forman un vector libre [XX] = 0, que representamos por 0. Como 
todo vector libre se puede considerar como suma de él mismo con este vec- 
tor 0, la aplicación es suprayectiva. 


5. El conjunto de los vectores libres V es un grupo abeliano respecto de 


la adición (5). 


DemosTRACIÓN.—1. Asociatividad. Sean a, b y c a $ 3 
tres vectores libres, y sean OÀ, AB y BC repre- SN 
sentantes de a, b y c, respectivamente (fig. 24). o ET 
Se verifica que a + b'= [OB], b+ c= [AC] y Fig. 24. 


(a+ b)i+ c= [OČ] = a + (b + 0). 


— — — 
2. Conmutatividad (fig. 25). Sean OA, AB y BC representantes de 


Fig. 25. 


a, b y a, respectivamente. Por consiguiente, 


— —> 
OACB es un paralelogramo y OB~ AC, luego 
a+b=b+wa. 


3. Elemento neutro. El vector libre 0 = [X X] 
—> 
es el elemento neutro, ya que a+ 0 = [O A] 
—> — 
+ [AA] =[OA]= a. 


4. Elemento opuesto, Dado el vector libre a 


= [AB], se verifica quea + [BA] = [AB] + [B å] = [AA] = 0, luego 


-—-a = [B Â]. 


2. CONCEPTO DE VECTOR LIBRE 105 


A la suma de un vector a y el opuesto a un vector b se la representa del 
siguiente modo: 


a+ (—b) = a—b, 


y se le llama diferencia entre a y b. 


3. El cuerpo de las razones de segmentos. —En geometría se demues- 
tra el siguiente: 


TEOREMA REDUCIDO DE DEsARGUES, 11.-—Si ABC y A'B’ C son dos 
triángulos tales que ABIA B, ACA C y 
A A” corta a B B' en O, se verifica que B C || B C 
<=> 0 E CC (fig. 26). 

Este teorema es verdad tarto si los triángu- 
los ABC y A B'C están en el mismo plano 
como si están en planos distintos (y por tanto 
paralelos). 


DEFINICIÓN 8.—Dos segmentos se llaman igua- 


les: A B ICD cuando existe un movimiento del 
espacio que transforma uno en otro. Si S es el Fig. 26. 
conjunto de todos los segmentos del espacio, al 

conjunto cociente de S respecto de la relación de igualdad 1 lo representare- 
mos por E: E = S/I y a sus elementos los llamaremos segmentos generales. 


Por ser los segmentos generales clases relativas a una relación de igual- 
dad, se verifica : 


1. Sia=[A4B],b=[CD]: 


a 


a=b <> ABICD. 
2. Dado un segmento general a = [A B] y una semirrecta r de origen 
O, existe un único representante O P de a contenido en r y con origen O. 


DerinicióN 9.—Dados dos segmentos generales a y b, se llama suma 
de ambos, y se representa por u + b, al segmento general obtenido mediante 
la siguiente construcción: se toma una semi- 

O a a rrecta arbitraria, r (fig. 27), de origen O, se 


toma el representante O A de a, contenido en 
r y con origen O; en la semirrecta de origen 
A contenida en r se toma el representante A B de b, se define: 


Fig. 27. 


a+b=[0BJ. 
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3. El conjunto E de los segmentos generales es un semigrupo conmuta- 
tivo respecto de la adición definida en 9. 


DerinicióN 10.—En el conjunto E x E se define la siguiente relación: 
(6, DR (e, d) <> AA BB, 


siendo (fig. 28) 


OAc€a 0OX€Eb OBec OB€sd, 


Fig. 28. 


y OA y O A” dos semirrectas arbitrarias de origen O 


4. La relación R no depende del par de semirrectas elegido. 


DEMOSTRACIÓN. —Sean O' A” y O' B’ otras dos semirrectas (fig. 29) y 


O0A,O0'A"E€s OB, O B'e, OC,O Cec y OD,OD ed. 


Mediante un movimiento se puede llevar la semirrecta O” B’ a coincidir con 
la semirrecta O B y el segmento O’ B’ con el OB y el O'D' con el OD 
(fig. 29). La semirrecta O' A’ tomará la posición O A, y O'A, O C se 
transformarán en O A, y O C,, respectivamente; luego O A, € a, OB, € b. 
Por consiguiente, los triángulos OA A, y OCC, son isósceles, luego el 
ángulo OA A, es igual al OCC, y las rectas AA, y CC, son paralelas. 


Como las rectas A B y C D también lo son, resulta que, por el teorema de 
Desargues 11, son paralelas las rectas B A, y D C,, luego también lo son las 
rectas A' B' y CD”. 
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5. La relación R es una relación de igualdad en È x Y. 


DemosTración.—a) (a, b) R (a, b) <=> ABI 
AB (fig. 30). 
b) (e, b) R C, Ñ <=> AB) 
CD<=> C D| A B<=> 
(e, d) R (a, D). 
c) (a, 5) R (c, dh (e, d) R (e, Fíg, 30. 
Í<=>AB || CD, CD | 
E F => A B| EF => (a, HR (e, À. 


DerinicióN 11.—A las clases de R = E x E/R se les llama razones y se 


a 
representan por — 
b 


6. 


%l| a! 
allo] 


<=> (a, b) R (c, d). 


POSTULADO DE Parprus.—Si A, C, E son puntos de una recta r; B, D, F 


puntos de una recta coplanaria s (fig. 31), se ve- 
rifica que 


AB|DE y BC|[EF=>CD|AF. 


7. Silt=Z2y04A€3,0 
b d 

OD€d, siendo O, A, B 
puntos de una recta r 

y OCD puntos de 
otra recta s, se verifi- 


ca que AC|| BD. 


Sig. 31. 


DEMOSTRACIÓN, —Sea 
OC€r OB'€b, Cer, B'es (fig. 32). De 
OCIOC se deduce que OCC es un triángu- 
lo isósceles y de © B I O B’ que O B B' es isós- 
celes, luego CC |BB" Por otra parte, de 


a 


13 
el 


= L se deduce que A B' || C D, luego, por 
d 


Fig. 32. 


postulado de Pappus, es A C || B D. 
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DemosTracióÓN.—Es consecuencia inmediata de 7. 


9. De la definición 11 se deduce que, dadas dos razones : = y — se pue- 
b d 


den hallar otras dos 2 y 2 , con el mismo denominador tales que 
P P 


a m e n 
e J DTS 
b P d p 


siendo p un segmento arbitrariamente dado. 


Demosrración.—Sean (fig. 33) OA€a, OBEb, OCec, ODE y 
OPE€p. Trazando por P paralelas PM y PN a AB y CD, respectiva- 
n 


mente, resulta que si m = [O M] y 
del enunciado. 


= [O N], se verifican las igualdades 


A la operación de 9 se le Hama reducción a común denominador. 


Fig. 33. Fig. 34. 


10. SABCy AB C son puntos de dos rectas coplanarias (fig. 34) ta- 
les que A A' || B B’) CC, se verifica que 


[AB] _ [AC] _ (BC) 


AB] [ACI [80] 


DemostTrAcióN.—Sea A” B” (fig. 34) la paralela a A B trazada por A’ y 
B” y C” los puntos de intersección con B B’ y C C, respectivamente. Por ser 
A A' B” B, A A’ C” C y BB”C”C paralelogramos resulta que 


[RB =B, a0 AC, [B0=(807, 
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luego de la figura formada por los puntos A' B’ Č y A’ B” C”, las paralelas 
B' B”, CC” y las igualdades anteriores resulta la primera igualdad de ra- 
zones. Si en lugar de trazar la paralela a A B por A’ se traza por B’, resulta 
la igualdad de la primera razón y la tercera. 


; a ae 
DerivicióN 12.—Una razón — define una aplicación de E sobre YE, Ilama- 
b 


da proporcionalidad, del siguiente modo: 


©) L2m-=3=> £=2. 
b b x 


EJERCICIOS: 


| 


270. Dados los segmentos ā = [A B], è = [C D], # = [MN], construir el segmento 


271. Comprebar que para que la proporcionalidad sea igu^l a la proporcionalidad 


>]| a 1 
al] al 


` ais sz. e S A c 
es necesario y suficiente que la razón — sea igual a la razón —. 
d 


DerinicióN 13.—Se llama suma de la proporcionalidad - y la proporcio- 


nalidad =, y se representa por Ž4+Ż ala aplicación de £ en E definida 
d h d 


del siguiente modo : 
a ore NN A TS 
0) (2): ) = — (x) + = (x) 
b d b d 


11. La suma de las proporcionalidades = y = es una proporcionalidad 
b d 


definida por la razón 2E%, siendo L &) = 7, Å G) = Z. 
x b d 
; a y z z 
DemostracióN.—De (6) se deduce que — ==, — = —, luego, por 
b x d ES 


el ejercicio anterior, la proporcionalidad Z es igual a la 2 y la propor- 
b 


cionalidad £- igual a la Ey luego 
d 
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para todo f. Sean ÒX €x, OY € y, YZ€z, OTE! (fig. 35), si 
YTIXTAZT 


se verifica que 


[0Y] teri- (YZ _ (1 T] 
[0X] 10T] [0X] OT 


de donde, 


) = (0T] + [T 1) = 0T}, 


[Amn 
GAE aa 
ag 
Rifa] 
S 
SI 


pero 


y+? 
Fig. 35. = 


(1) =[9077, 


ya que XT ||ZT” y [OZ] = y +2, luego 


E. 
d x 


>| 21 


„ y +z a ; 
A la razón 2 Ez que define la proporcionalidad suma de las proporciona» 
x 
; a E E a y 
lidades — y — se le llama razón suma de las razones — y —. 
ó d b d 


12. El conjunto R de las razones de segmentos es un semigrupo aditivo. 


DemMosTRACIÓN.—a) La uniformidad de la adición es consecuencia de la 
definición (7). 


b) Asociatividad. De == ta. = PEN Loe se deduce: 
è x d x f x 
(E+)+2= E ds Grat JO 
b a J x T x ES 
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c) Conmutatividad. 


€ 


a e)a anm cn Co ao a) 
e OAE EREE EESTE 
b d b d d b d ò 


. + . r ns m 
13. Dadas dos razones distintas + y + existe una razón única — tal 


a m c o m a . p m 
qe E + =3J»0 aq t a = + En el primer caso la razón — se 
llama diferencia entre + y + y se escribe: 

m € a a , m c 
Cr r AA GARA 


DEMOSTRACIÓN. —Sea 


at e 


_ 
Dog? 4 g` 
Si h < k existirá un segmento general 1 tal que hk:+ 1 = k, luego 


co k č hèl A a 
q TEA 


2 
E 
En caso contrario existirá un segmento t tal que k + t= h. 


2 a m € : a c : 7 a 
Si FFFEZJ OS escribe FSgG Ye dice que la razón - 


z Es me 


e 
nor que —. 


DEFINICIÓN 14.—Se llama producto de la proporcionalidad -= por la 


ô 
proporcionalidad 5 a la aplicación de E en E producto de las aplicaciones. 
a E. 
Y 7’ 
6) Llao ta 
d b d \b 


14. Sea (m=ny-“ (mM =P. Se verifica que 
b d 


sa P 
(9) L=t 
d b m 
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DEMOSTRACIÓN. —Sea 


olj 8] 


(5 = Y, £ (y) = z, siendo x un segmento ge- 
d 


«neral arbitrario. De las igualdades anteriores se deduce: 


a n E 7 a y c z 
b m Z na b z doy 
.de donde: 
¡=L£im=-£26. 
d è nom 
Si (fig. 36) OMEm, ON En. OPE? OXEX, y si NY|MX, 
PZ || NY, se verifica que OY €y, OZ€Ez, y MXI 
o — 
” PZ, luego (x) = z, que demuestra (9). 
y m 
En virtud de (9) llamaremos producto de la razón 2 por 
Fig. 36, 


E 
la razón — a la razón 
d 


alla! 


15. El conjunto R es, respecto de la multiplicación, un grupo conmuta- 
tivo y distributivo respecto de la adición. 


DemosTRACIÓN.—-a) La asociatividad es consecuencia de la asociatividad 
de la multiplicación de aplicaciones. 


Ls an mm KA _4 
b) Conmutatividad. Sea TR? ZFT w 


luego 
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c) Elemento unidad. 2 = 2, para todo a y todo b, ya que (fig. 37) 
a b 


por ser los triángulos O A A” y O B P’ isósceles las rectas A A” y B B' son 
paralelas. Por consiguiente: 


que prueba que L es- el elemento unidad de la multipli- 
a 


Fig. 87. 


cación. 


. e r a À 
d) Elemento inverso. Dada la razón — se verifica que 


e) Distributividad. Sean £, £=, 


EJERCICIOS * 


272. Calcular las siguientes razones: a) Datos Z » >> ~ : calcular LLL. 


b), Datos, los mismos. Calcular [5-3] / F 


DerinicióN 15.—En R x R se define la siguiente relación: 


, , 


a c a e a c c a 
(10) (5 Ar. GF) <> pH 

La relación (10) es una relación de igualdad. Al conjunto cociente, 
K =R x R/T se le llama cuerpo de las razones relativas u orientadas. En 
K se definen la adición y la multiplicación del siguiente modo: 


o Al +) 
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LLENA.) LL (LA) EA 227% 
a A A Ar +) 

16. El conjunto K, respecto de las definiciones (11) y (12), es un cuerpo 
conmutativo, llamado cuerpo de las razones orientadas. 


El elemento cero de K es (5 +) y lo representaremos por 0. Si 
a \ 


c . 
z> FT» se verifica que 


c ay a c 
(o. TA +) 


Por consiguiente, cada elemento de K puede representarse por uno de los 
pares siguientes : 


m m 
(13) (Z. o), 0, Q 2). 
n n 


Los pares ( 2, o) se llaman razones positivas, los pares (o. z) se laman 
n n 


` .,. m . 
razones negativas. Las razones positivas (=Z. o) se representan única- 
n 


m . n . m 
mente por — y las razones negativas (o, z) se representan por — —. 
n n n 


Ejercicios: 


a c m 2 
273. Calcular (+-5) z2). 


EL PROBLEMA DE LA MEDIDA DE SEGMENTOS.—Sea ñ un segmento general 
fijo. Se puede definir una aplicación m de E en K del siguiente modo: 


| SK 
(4) 
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17, m es una aplicación inyectiva de E en K y homorfismo respecto de 
las adiciones en E y en K. 


DemostTRACIÓN.—En virtud de la definición es una aplicación. Es inyecti- 
va, ya que 


mA =m0 > 2 -=-L >20=-=2(M<>?*=3. 
u “u u u 


Finalmente, se verifica que 


mary ms 
tu u u 


A la aplicación m se le llama una medida en el semigrupo E de los seg- 
mentos generales respecto de la unidad ñ. 


18. Si Kt es el conjunto de todas las razones positivas de K, se verifi- 
ca que 


Za K+. 


DemosTrACcIÓN.—Queda por probar que la aplicación m es suprayectiva. 


a r .as . : : 
Sea — una razón positiva arbitraria. Se ha visto que se puede hallar un seg- 
b 


mento 7 único tal que Z = L , de donde m (E) = 
b u 


>] a! 


MEDIDA APROXIMADA DE SEGMENTOS.—Sea F el conjunto de todas las ra- 


zones de la forma 


— , siendo m y n números naturales, 
nu 


19. F es un semicuerpo isomorfo al semicuerpo de los números raciona- 
les positivos. 


DemostTraAcióN.—Sea Q* el conjunto de los números racionales positivos 
y pongamos: 


(15) 
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La correspondencia f es una aplicación. En efecto, si 


e ERE 
n n 
será 
mn mü (ma) $ 
NE) - FB ma 
ya que 
DI Canama 
CES Y 
y 
es n > G 
ma (nn)ā = z Pa ma Gat -ZE (08) 
EU. +mü =r (mã) = (n m)&. 
Análogamentė, 


y, en virtud de mn’ = n n’, resulta (m n’) ü = (n m) 4, luego 


E) 


La aplicación f es inyectiva. En efecto, si 


14) =r(4) se:á sd DE 


n 


y, por lo demostrado arriba, 


(mq)ā ín py ü 


Gpo ga 


de donde (m q) t= (np) a y si fuese mq >n fp, esto es, mq =n) +r, 
r> 1, sería (r + 1) 1 = ü, contradicción. Por consiguiente, m q = n p (ya 


que por la misma razón no puede ser n q < n f), y esto prueba que Z = £ ; 
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La aplicación f es suprayectiva. Ya que dada la razón ma de F se ve 
. m mü 


Se verifica además que 


m O ER EE (mao+np _ (mgu+(np)4 
A | a eor e na 


_ (maga (pu _ ma pa m Pp 
“Agr + Aya nü + q = E) + 1h) 


HE LE) = 5 m2) ma Ahora bien, mä 02 (n q ë) 


ng = ngä nü qü 


mü jü _ (» _ mü _ (o. B 
AEAT ERER D nā [pä +. H 3] 
7] £ ( 
= ma [(2 n) 8] = ma a+ tna) mar má 
- má pú (m p) 8 
= (mp), que prueba que na qa = OT luego 


O] 


Un segmento 7 se llama conmensurable respecto de la unidad # cuando 
se verifica que m (7) € F. En virtud del isomorfismo establecido en 19, a 
todo segmento conmensurable se le puede hacer corresponder un número 
racional del siguiente modo: 


š —> pH =fm(2). 


20. Elsubconjunto E, de E formado por todos los segmentos conmensu- 
rables respecto de la unidad es un subsemigrupo de E y se verifica que y 
es un isomorfismo de E, sobre el semigrupo aditivo de Qt. 


DemMOosTRACIÓN.—Como f es un isomorfismo bastará probar que la restric- 
ción de m a E, es un isomorfismo, pero, por la definición de E,, es E, = m~ (F). 

Al número racional y (%) se le llama también medida del segmento Y res- 
pecto de la unidad à. 

Si 7 es un segmento no conmensurable respecto de la unidad 4, se dice 
que í es inconmensurable respecto de £. 
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21. Dado un segmento X, inconmensurable con ú y un número natural 


arbitrario n, se puede hallar un número racional único Xa => tal que: 


(16) Pi cma 


DemosTrAcióN.—Por el postulado de Arquímedes, dado el segmento n + 
existe un único número entero p tal que pë <n%<(p + 1) 4, de donde 


pü nē (f +1) ğ 
a E 


y como 
no x (* x x — 
z = +4... =n — =n (m (x)], 
u u Y u 

resulta :. 

an 2 <rim®l< qna 

Ahora bien, se verifica: a) Si n es un número natural: Z5 = < , ya 
nd ad 


que == (nd) =8»* cy 
n 


b) n f= ”f , ya que 
nd nd 
T E T ne 
nn — = —> be H == 
na nd nd nd 
a T a T 
c) n — = => => — =——. En efecto, de a) y b) se deduce que 
b d 5 nd 
n= y de esta igualdad y de la hipótesis se deduce que <= £. 
nd d b nd 
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De c) y de (17) se deduce: 


PH mia), n Zt = 41D. , 
a ü G $ 
ma LE, mn OL, 
de donde: 
pú ; (+14 
na << — A 


y el signo de igualdad implica que 4 es conmensurable. 


OBSERVACIÓN. —Si 4 es un segmento inconmensurable se puede obtener 
un conjunto: 


LE LRL o IAS 


de números racionales tales que se verifiquen las desigualdades (16). 


, . - . . 1 
El número +, se llama medida por defecto de £ con un error inferior a + 


4. El espacio vectorial de los vectores libres.—Sea ñ un segmento ge- 
neral fijo que tomaremos como segmento unidad en todo lo que sigue. 


DerInicióN 16.—Se llama módulo de un vector libre, x, y se representa 
por|xja 


[5] 


u 


—> 
ixi= ABEX 


Se llama dirección en el espacio ordinario al conjunto de todas las rectas 
del espacio paralelas entre sí. Si d es una dirección y r una recta del conjun- 
to d, se dice que r tiene la dirección d. El conjunto. de todas las direcciones 
del espacio es una clasificación del conjunto de todas las rectas del espacio ; 
por consiguiente, una dirección queda univocamente determinada por cual- 
quiera de sus rectas, que se llama representante de la dirección. Se llama di- 
rección de un vector libre x, a la dirección de cualquier recta que contenga 
a un representante del vector x. Si dos vectores x e y tienen la misma direc- 
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ción, se escribe x ¡| y. Dos vectores libres x e y se dice que tienen el mismo 
— — 
sentido cuando se verifica que si OX€x y O Y € y, uno de los vectores 


—> —» — —— 

O X, O Y contiene al otro. Si OX y O Y son dos vectores de la misma 
recta que tienen común únicamente el punto O, se dice que x e y tienen sen- 
tidos opuestos. Si x e y tienen el mismo sentido escribiremos x f y. Si x e y 
tienen sentidos opuestos escribiremos x | y. 


22. La relación f : tener el mismo sentido, es una relación de igualdad. 


DemMosTRACIÓN,—a) OXc< OX<=>x1x. 
b) xty<>0XcO0Y, 0, OYcCOX<=>yfx. 
c) xîy, yfz<=>(OXcOY,o,OYcOX)y 
(OYcOZ,0,0ZcOoY) =>0Xc0Z, o, 
OZCOX<=>x4 z. 


23. Si x e y son dos vectores libres, se verifica que 


1.9) |xl=iyl. 
(18) x=y <> | 2% xy 
3.) x4y. 


DemostTrACiÓN.—La implicación ==> es consecuencia de las definiciones 
de Def. 16. Vamos a demostrar la implicación «—. Sea O un punto arbi- 


trario y Oxe x, OY € y. De 2.” se deduce que O, X, Y están en la mis- 

ma recta r. De 3°) que X e Y están en la misma semirrecta de origen O y 
UX OY —> — 

At A de donde X = Y. Por consiguiente, O X = O Y. 


u “u 


de 1.* que 


DerinicióN 17.—Se llama producto de la razón r por el vector libre x, y 
se representa por r x, al vector libre definido por las siguientes condiciones : 


1. |rx|=|r/|x]. 
(19) 2. rxj|jx. 
3 r>0=>rxtx; r<0=rxrjx 


En virtud del teorema 23, las condiciones (19) determinan de modo único 
al vector r x. 
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Ejercicio: 


274. Dados la razón r y el vector libre x, construir rx. 


24. PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACIÓN DE RAZONES POR VECTORES LIBRES. 


IL r(x+y)=rx+ry. 
H. (+ s)x=rx+ sx. 
HI. (rs)x = r (s x). 
IV. 1x =x, siendo 1 la razón unidad. 


DrEmosTRACIÓN.—Í. O X € x, O Y € y, O Z E€ xi+ y (fig. 88), OX’ Erx, 
5 Fr% [o x] 
OY'Ery, OZEr(ax + y) => -— 

u 


=|rx| 

=i 2A, BË jræ+y]=]rilx 

tylsin E, LM rg im r] E% 

= 13 Diri 02 bjr, L2 111 
03] [OZ [0 Y] 


[0X] [07]  [0Y 


0x) [02 0Y 
es un paralelogramo ==> [0Z7 = [0X] + [O Y] <> r(x+y)=rzx 
+ ry. 

11. Es preciso distinguir los siguientes casos: a) r >0,s >0. b)r>0, 
s <I0, r+5s>0 c0)r>0,5s<0 r7r+5<0. d r<0 s<0. Basta ob 
servar que |r+s|=r>+sena)ybly]r+s]=—(r+s)jenc) y d) y 
jr]=rena)bycoy]r]=—rendy]|s|=sena)y]s|=—sen 
b), c) y d). 

TT. a) 7 >0, s>0. b) r>0, s<0. c) r<0, s<0. Demostraremos, por 
ejemplo, el b), | (rs)x]=]rs|]|x]=(r]ls Dilxisiriadsii= D 
=|r|sx]=|r(sx)]. Además, (rs)xllxllsxlr(sx). Finalmente, por ser 
rs<0, será (rs)x | x, por ser s <0 será sx | x y por ser r>0 será 
r(sx)f sx, luego rí(sx)J x y (rs)x fr (s x). 

IV. Es inmediata. 

Del teorema 5, núm. 2, y del teorema anterior, resulta, en virtud de la 


definición 3 del número 1, el siguiente: 


25. TeoreMAa.—El conjunto de todos los vectores libres del espacio es 
un espacio vectorial sobre el cuerpo K de las razones de segmentos. 


122 $ 1. EL ESPACIO VECTORIAL [Capítulo II] 


26. Sea O A, 4, Á, un tetraedro y sean a, = [0 4,], Az = [0 4,1, 


— 

a, = [O A;,]. Los vectores a, az y a, se llaman vectores libres no co- 
planarios. Sea x un vector libre arbitrario. Existen tres razones X,, X, Xs, 
unívocamente determinadas por x y por (a,, as, as) tales que: 


(20) xX =x a, tx, a, tX a, 


Demostracrión.—Sea OXEx y XXX, OA,A, XX,X,|OA, A, 
XX” X, || OA, A, (fig. 39). Los vectores OX,, OX, y OX, se llaman 


las proyecciones de OX sobre los ejes O A,, OA, y O A,, respectivamen- 


te. Por ser la figura formada un paralelepi- 
pedo, se verifica : 


— —> —> 
[0 X,] = [0X] +10X,), 


——> —»- — 
x = [O X] = [0X”,]+1[0X,], 


luego 
_— —+ — 
en x=10X1+[0X,]+10X,1. 
Ahora bien, si z, = SEN cuando 
AM 
[O A,] $ [0X,]. y1=— EN cuando 
[0 A; 


[OÁ,14 [0X,], se verifica que: 
[0X,] [OA] de [0%X,] 
DA] w u 
b) x,a, Ii a, a, || [O X, ] => 1, a, ll [O X,]. 
c) Si [O Á,] [O X,] es z, >0, luego v,a, P[O X,]. Si [O A,] 
al [0X,] es 1, <0, luego [O Á,] Le [0 4,] y, por tanto, v, [O A,] 
p [O X,]. 
De a), b) y c) se deduce, por el teorema 23, que 


a) [nale ln lla l= = | [0 X,] |. 


—>y 
[OX, ]==xw, a, 


Análogamente se prueba que [0] X,] = f, aa [O X,] = xa, y teniendo 
en cuenta (21) resulta (20). 
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Para probar la unicidad de las tres razones Y,, £}, 4, vamos a emplear 
la proposición 28 del siguiente número. Supongamos que 


(22) x=,2,+),2,+),4, 


De (20) y (22) se deduce: 
1,2, +7,2,+7,8,=),2,+,2,+),4, 


de donde, sumando a ambos miembros — (y, a,), — (y, as) y — (y, as), te- 
niendo en cuenta la asociatividad y conmutatividad de la adición de vectores, 
las propiedades c) y d) de 28 y II, 24, resulta : 


(23) ,—3Ja,+,—)Ja,+(%,—)Ja,=0 


Si alguna de las razones z, — Y,, Y, — Yas £y — Ys, por ejemplo, xr, — Ya, 
fuese distinta de cero, existiría la razón inversa (+, — ya)? y multiplicando 
por ella los dos miembros de (28) se obtendría, recordando III, 24, que 


Xx] — 


Iı y — Y 
a a, +aj=0, 
rs — ys 1+ p ¿+ ay 


de donde, en virtud de d) 28, 


ea a e 


Si 


O Y A L) a,, O Y (- Jas. 
ef nni ' 2 € Xy — Y : 


—> > r 
el vector O Y, (fig. 39) pertenecería a la recta O A, y el O Y, pertenecería a la 


— e —+ 
recta O A,, luego el vector suma, [O Y,] + [O Y,] =a,, pertenecería al pla- 
mo O A, A, en contradicción con la hipótesis de ser los vectores a,, az A, 
no coplanarios. Por tanto, la hipótesis r,—y, +0 es falsa, luego *,—y, = 0. 
Análogamente, 1, — yı '= 0 y x.— y, = 0. 


DerinicióN 18.—Al conjunto de tres vectores libres no coplanarios 
(a,, az as) se le llama una base del espacio vectorial de los vectores libres. 
Las tres razones (x,, x,, 1,) univocamente determinadas por el vector libre 
x y la base (a,, a, a,) se llaman coordenadas de x respecto de la base 
la, a, as). 

Obsérvese que (*,, Ta, 1r,) es un elemento de K x K x K, siendo K el 
cuerpo de ls razones de segmentos. 
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27. Existe una biyección T del espacio vectorial V de los vectores libres 
sobre K x K x K. 


DenmostTracióN.—Sea B = [a,, az a} una base de V, la construcción in- 
dicada en 26 permite hacer corresponder a cada vector libre x un elemento 
(ti 3a Ya) de K x K x K según el siguiente esquema : 


— —r —» —> — -> ——> 
(25) x>0X>(0X,0X,0X,) >1[0X,], [0X,], [0X,]) 


> {7 By g ap 7,2) > (4: Fy Fy) 


y la correspondencia (25) es univoca. 


Reciprocamente, dado (+, £y 14) €K x K x K, se puede obtener el 
vector libre homólogo en la correspondencia: 


— — — — —> 
(26) (5,%,7)>17,2,7,2,7,2,)>10X,0X,0X,) >0X>x =[0X], 
en donde 

—— — — 

OX Er ap OX, E7, ap OX, E78, 


y X es el punto de intersección de los planos X,X”, X's X: X, Xs 
X, X’, X”, paralelos a O A, A, O A, A, y OA, A, respectivamente. 

De (26) se deduce que la correspondencia entre (*,, Fas Y) y x definida 
en (26) es la inversa de la correspondencia T definida en (25) y, por consi- 
guiente, T es una biyección. 


EJERCICIOS: 


215. Dado el vector libre x, construir (x,, Z, %,) respecto de una base dada (a, ay 84), 
en donde los vectores a,, a, y a, son perpendiculares dos a dos. 


276. Resolver el mismo problema anterior en el caso en que a,, a, y a, no sean ortogo- 
males entre sí . 
277. Dado un vector x mediante sus proyecciones O X y O X’ en perspectiva caballera, 


OA 
eonstruir el vector y = l O Al x, hallando sus proyecciones y su verdadera magnitud. 
[0 U} 


5. Espacio vectorial. Dependencia lineal.—Hemos visto en 1 y en 4 
dos conjuntos distintos a los que se ha llamado espacios vectoriales porque 
en los dos existian dos operaciones regidas por las mismas leyes. Además 
de estos conjuntos existen otros muchos con dos operaciones regidas por 
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las leyes vistas para estos dos. Por ello supone una economía estudiar todos 
ellos simultáneamente. Con este fin vamos a dar la siguiente definición : 


DEFINICIÓN 19.—Sea K un cuerpo y V un grupo aditivo abeliano. A los 
elementos de K los representaremos por letras minúsculas y a los de V 
por letras negritas. Sea la aplicación: 


(27) KxV>V, 


llamada multiplicación, tal que a caila par (a, x) le hace corresponder un úni- 
co elemento de V representado por a x, y llamado producto de a por x, tal 
que se verifiquen las siguientes propiedades : 


I. a(x+y) =ax+a0y, para todo a€ K y todo par x,y € V. 


II. (c+ bx=ax+bx, para todo par a,b EK y todo x € V. 
(28) 
III. (ab)x =a(bx), para todo par a,b€ K y todo x € V. 


IV. 1x=x, para el elemento unidad 1 de K y todo x de V. 


A un grupo abeliano juntamente con una aplicación (27) que cumpla las 
propiedades (28) se le llama espacio vectorial sobre el cuerpo K y a sus ele- 
mentos se les llama vectores. Al elemento cero de V lo representamos por 0 
y al opuesto al elemento x por — x. Al elemento cero de K lo representamos 


por 0, al opuesto al elemento a por — a y al inverso de a + 0 por L . 


28. a)0x=0, para todo x€ V. b)a0 = 0, para todo a E K. c) a (— x) 
'= — (a x), para todo a € K y todo x € V. d) (—a) x = — (a x), para todo 
a€K y todo xt€V. 


DEMOSTRACIÓN. —a) Si a es cualquier elemento de K, de a + 0 = a se 
deduce: (a + 0) x= ax y, por II, ax + 0x = ax, de donde, sumando a 
ambos miembros el opuesto al elemento ax: 0x = 0. 

b) Si x es cualquier elemento de V, de x + 0 = x se deduce a (x + 0) 
= ax y, po I, ax + 40 = ax, de donde 40 = O. 

c) De 0 = x + (— x) se deduce a O = ax + a(— x), y por a)0 = ax 


+ a (— x), que prueba que a (— x) = — (a x). 
d) De 0 = a + —a) se deduce 0x = [a + (—a)] x, y por 11 y b), 
0 = ax + (— a) x, que prueba que (— a) x = — (a x). 


Al elemento x + (— y) se le representa por x— y y se le llama dife- 
rencia entre x e y. 


En lo que sigue supondremos que el cuerpo K es fijo. 
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DerinicióN 20.—Un conjunto H < V se dice que es un conjunto de: 
vectores linealmente dependientes, o que sus vectores son linealmente de- 
pendientes cuando existen elementos 40,,..., 4h de K, no todos nulos,. 
tales que 


(29) 8,X, +. + a, Xx, =0; Xp > Xn € H. 
DEFINICIÓN 21.—El vector x se dice que depende linealmente del conjunto 
de vectores H cuando existen elementos a,, ..., Am € K tales que 


(30) X= X Ho + apx Xp» +» Xy EH 
EJERCICIOS: 


278. Demostrar que si 0€ H, H es un conjunto de vectores linealmente dependientes.. 
219. Probar que el vector cero depende linealmente de cualquier conjunto H de vectores. - 
280. Sea V el espacio vectorial Q x Q, siendo Q el cuerpo de los números racionales, 


Comprobar que los vectores a =(1,2), b=(3,—1), e = (4,5) son linealmente depen- 
dientes. 


281. Comprobar que el vector (4, — 2) depende linealmente de los a y b del ejercicio 
anterior. 


29. Xx,,..., Xm son linealmente dependientes <=> uno de los vectores 
Xis --- Xm depende linealmente de los restantes. 


DEMOSTRACIÓN.—a) Demostración de ==>. Sea 4, x,'+1...1+ an x= 0, 
como uno, por lo menos, de los elementos a, ha de ser distinto de cero, su- 
pongamos que sea a, + 0, en cuyo caso existirá el elemento — y, multi- 

1 


plicando los dos miembros de la igualdad anterior por él se obtiene: 


1 1 
o e = zo 


y teniendo en cuenta (28) I y 28 b), 


ES 


1 
— (a e 
7 (ax) to + PA 


(a, x,) =0 
y por (28) III, 

E or Zr, = 9, 

a, a 


pero $ a, = 1, y recordando IV (28), 
1 


a a 
xo 
1 1 
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de donde, por ser V un grupo aditivo, 


y por 28 d), 


b) Demostración de <—— . Six, = b, Xx3'+ ...'+ bna Xn, será 
— Xx, +0,x, +o + b, X, =0, 
y como — x, = (— 1) x,, en virtud de 28, d), será 


(— Dx + b Xx t -+b,x,=0 
y como — 1 # 0, los vectores x,, ..., x, son linealmente dependientes. 


DerinicióN 22.—El conjunto de vectores H depende linealmente del con- 
junto de vectores H’ cuando todos los vectores de H dependen linealmente 
del conjunto H’. Un conjunto de vectores se dice que es un conjunto de vec- 


tores linealmente independientes cuando no es un conjunto de vectores li- 
nealmente dependientes. 


30. La dependencia lineal es reflexiva y transitiva. 


Demostración.—H depende linealmente de H’ y H’ depende linealmente 
de H” implica que, para todo x de H, se verifica 


n 


x= > Fi Xp Xx, EH 


j=l 


m 

Ai ” Lid 

x, = > Ep x” EH”, 
¡=1 


de donde 


n 


m 
i Ld 
x= > 4 YyX p 
¿=1 ¡=2 


que prueba que x depende linealmente de H”. De x = 1.x se deduce que 
todo conjunto de vectores H depende linealmente de sí mismo. 
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DerFINIcIÓN 23.—Se llama variedad lineal engendrada por el conjunto de 
vectores H C V, y se representa por L (H), al conjunto de todos los vec- 
tores de V que dependen linealmente de H. H se llama sistema de genera- 
dores de L(H). Un subconjunto H de V se llama variedad lineal cuando 
L (H) = H. 


31. Las variedades lineales son espacios vectoriales respecto de las ope- 
raciones de V. 


DemMosTRACIÓN.—Sea L (H) la variedad lineal engendrada por H. 
a) L(H) es un subgrupo de V. En efecto, si x, y € L (H) será: 


m 


z= > ox, y= Yoyo; x,€H. y,€H islew, j=l.... 


i=1 r=1 
Poniendo 
Z, = X, i=1,..,m, Ziem = Ye i=l,..,m, 
y 
€, = 6, i=1,...,m, Cm = 0i=1,..,"w; d,=0,i4=1,...,m, dmat = bp i=1l,..,"w, 
resulta 
mtm m +m 
x= C; Z; yz `X a, Zi 
í=1 i=4 
de donde 
ntm 
I—y= > (c¿—d¿d)zZ,,2,€H, i=1,. m +m, 
i=ti 


luego x — y € L (H). 


b) x€L (H), a€ K => x= > ax, xEH, i=l, ... r =>ax 
AAS 


=a N ax = > (00) x €L (H). 
foi ¿=1 
c) Las propiedades (28), por verificarse en V, se verifican, «a fortiori», en 
L (H). 
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Por consiguiente: Las variedades lineales son subespacios vectoria- 
les de V. 


EJERCICIOS: 


282. ¿Existe alguna variedad lineal formada por un único vector? 


32. La variedad lineal engendrada por una variedad lineal es ella misma: 


(81) L (L (H)) = L (B). 


Demostración.—De 31 se deduce que L (L (H)) depende linealmente de 
H, luego: L (L (H)) €c L (H). Pero como por la propiedad refiexiva de la 
dependencia lineal es L (H) c L (L (H)), resulta (31). 


33. L es una aplicación de R (V) en sí mismo que posee las siguientes 
propiedades : 

a) HcL(H). 

b) H c HE => L(K) c L(H’) 

AY) L(H AN H^c L(H)N L(H\) c L(H)U L(H) c L(HU RH’). 

d) H y H’ son variedades lineales ==> L (H A H) = L(H)N L(HS. 


DemosTRACIÓN.—a) Es consecuencia de la reflexividad (31) de la depen- 
dencia lineal. 


b) H €c H => H depende linealmente de H' y como L (H) depende 
linealmente de H, resulta, por la transitividad, que L (H) depende lineal- 
mente de H’ que implica L (D c L (H^. 


c) De a) y de 


ENFECECHUB HNHcHCcHUH 
se deduce 
LEANDCcLMDcLHUM LHNPDCL(BMCL(MHUHA). 


de donde 


TANCIA LH) L(DUL(McL(H UA. 
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d) H y H son variedades lineales <=> L(H)= H, L(H) = E, 
luego: 


L(IHNIDCHNE 


y como, en virtud de a), es 
HNYcL(HN HA, 


resulta la igualdad. 


EJERCICIOS: 


283. Sea H = {a = (1, 0, 0), b = (1,1,0 } H'=(c=(0,0,1),d = (0, 1,1)}. Compro- 
bar que L (H N H^ L (H) N L (H). 


284. Comprobar que, si H y H’ tienen el significado del ejercicio anterior, L (H) U E (H^ 
+ L(H UH) 


Derinicrión 24.—Un espacio vectorial (variedad lineal) se llama de tipo 
finito cuando posee un sistema finito de generadores. Un sistema de gene- 
radores se llama una base cuando son linealmente independientes. 


34. Todo espacio vectorial de tipo finito posee una base. 


DemosTración.—Sea V un espacio vectorial de tipo finito y sea H = (u,, 
a Un) un sistema de generadores de V., w £ 0, i = 1,... 7. Si U ..., Un 
son linealmente independientes forman una base y el teorema está demos- 
trado. En caso contrario existirá una relación de la forma: 


(32) a u, +. +0 u [= O, 


171 


v no todas las a, serán nulas. Si, por ejemplo, es a, + 0, multiplicando (32) 


1 ; 
por — , se obtiene: 
de 


(33) u, = (- 2) bss d (- Pa icy 


y, en virtud de (33), será: 


21 
x=|x — 
a 
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que prueba que H, = (u,, ..., Un} es también un sistema de generadores de 
V. Supongamos demostrado que H; = (u,, ..., Un} es un sistema de ge- 
neradores de V. Si fuese una base estaría probado el teorema; en caso con- 
trario, procediendo del mismo modo obtendriamos otro sistema de genera 
dores con un vector menos, Por consiguiente, repitiendo el razonamiento 
como máximo n — 1 veces se obtendría una base. 


35. Si B = (fu, ..., un) es una base de un espacio vectorial V y x un 
vector arbitrario de V, los elementos X,, ..., Xn, tales que 


(34) x=%,0,+-..+%,U, 
están univocamente determinados por x y por la base B. 


DemostTRACIÓN.—Si fuese 


(35) X=), 4, +... +93, Up 


de (34) y (35) resultaria : 


E, —IYU + + (7, — Y) 0, = 


y por ser th, ..., U, linealmente independientes, sería : 


r = Y eon = Yy 


36. SiB=(u,, - Un} es una base de un espacio vectorial V y si V= K 
{a 
x... x K, existe una biyección b entre V y V’ definida por b (x) = (x,, 
...» Xa), siendo las.x, los elementos de K determinados por (34), y esta biyec- 
ción es tal que: 
L baty =b tby) 


11. b(ax)= a[b (x)] 


Demostración. —En 35 se ha probado que b es una aplicación. Suponga- 
mos que 


b (x) = b (y) = E, .... 207 


sería : 
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de donde x = y. La aplicación es suprayectiva, ya que si (%,, ..., Fa) € V’, 
se verifica que 


b EU +. + yU) = Wi eo Pa) 


Sea 
X=%,U, ++. E P Y = Y, 4, te t Y, y 
blaty) =b tyu ++, EIU = (7, Y o En EIn) 
= (Po eu Ea) + Op 2 In) = b (x) + b (y). 
b (ax) = b (a(z u +o +:%,u,) = bar) +... +(0x,)u,) 
= (8 £o ar) = a (£ -n %,) = 8 b (x). 
DEFINICIÓN 25.—A los elementos del conjunto (£, ..., 4,) correspondien- 


te al vector x respecto de la base B, se les llama coordenadas de x respec- 
to de B. 


Ejercicios: 


285. Expresar que el vector x pertenece a la variedad lineal engendrada por los vec- 
tores a, b, e. 


286. Sea L= L (a, b, c, d) y B ={ u, -~ u, } una base de V, Sea a=4, u, +.. +a, up 
o d= d, u te + d; Uy X= 7,0 T E Probar que 


4, =10, pd, +vc, + p4,, 


EELSE A a a 
r =a tub +vc,+ pd, 
À uv pEK. 
37. Si L es la variedad lineal engendrada por H = {a,, ..., ar), se veri- 
fica que 
(36) xE€L <> x=4a,+..+4A,a, 


En efecto, x € L <> x depende linealmente de 


lap 2, > x= a +. +À, a, 


En virtud de (36) se dice que 


(31) r= A, a, +. + A, a, 
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es la ecuación vectorial de la variedad lineal L. Si B = fu, ..., un) es una 
base de V y si 


X=, 0, +..+%U, A = 8, U, +. +, U, i=1L,..,r, 


se verifica que (37) es equivalente a 


(88) 


por lo que a las ecuaciones (38) se les llama también ecuaciones de la variedad 
lineal L engendrada por los vectores 


a = 44 to tany iS Lo.,r, 


respecto de la base B. 


Obsérvese que en las ecuaciones (38) las A, y la v, son variables, mientras 
que las æ; son números de K; por consiguiente; el sistema de ecuacio- 
nes (38) está caracterizado por los números 


(39) 


DEFINICIÓN 26.—A un conjunto de números tal como el (39) se le llama 
matriz sobre K. La matriz (39) se dice que tiene n filas y r columnas, o bien 
que sus dimensiones son n x r. Dos matrices se llaman eguidimensionales 
cuando tienen el mismo número de filas y el mismo número de columnas. 
Dos matrices se llaman iguales cuando son equidimensionales y los elemen- 
tos que ocupan el mismo lugar en ambas son iguales, Por consiguiente, 


2 
I 
3 
a 

o 


O ES E E <> y 


— 
x 
hi 
a 
1 


Lor j=l, n. 


Se llama producto de una matriz 1 x r por una matriz r x n a la si- 
guientes matriz 1 x »: 


(41) E : PS (AA Aj s On A, H 0. + Opp A) 
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EJERCICIOS ; 


287. Averiguar sin son iguales las siguientes matrices: 


1 1— V5 — 2 V5-3 — — 
CL TA, 4-23 y2l8+v2) 
3 1+V5 6 2 
a= o 1 NE A B= 195—390 1 , 
E 15 3 


1 5 —1 

, 0 —3 1 

288. Multiplicar la matriz (2, — 3, — 2, 3) por la matriz > o 4 
1 1 0 


. 1, 2, 4, —5 
289. ¿Se puede multiplicar la matriz (t, 3, — 4, 2) por la matriz ) 
—3,26 8 


sen a cos a 
Multiplicar (sen a, cos a) por 
cosa — sena 


38. De la multiplicación de matrices y de la igualdad de matrices se de- 
duce que el sistema (38) se puede escribir en la siguiente forma matricial: 


a) eo 7) = Ap ++» A) 


por lo que a la ecuación (41) se le llama ecuación matricial de la variedad 
lineal L engendrada por los vectores 


a = 6, u, +.. + Cn Uy» ++» AY = ür u, +a + Orn Up 


(Obsérvese que la primera fila de la última matriz de (41) está formada por 
las coordenadas del vector a,, la segunda por las coordenadas de a,, etc., la 
última fila por las coordenadas de as.) 
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EJERCICIOS: 
290. Escribir la ecuación matricial de la variedad lineal L engendrada por los vectores: 
a, =5u, — 3u, + 2u, — u, a, =30,+4u,—34,+u, 


a, =2u,—7u,+5u, — 2u, 


siendo B = {u U,, U,, U e una base del espacio vectorial. 


291. Comprobar que la ecuación matricial de la variedad lineal del ejercicio anterior se 
puede escribir en la siguiente forma: 


5 —3 2 —1 
E, Fy Fy 7) = A, Az) 3 4 —3 1 


292. Hallar todos los valores de A,» Az A, para los que se obtiene el vector 19 uy + 6 u 
—5u, +u, de la variedad lineal L en la ecuación del ejercicio 290, Idem en la ecuación 
del ejercicio 291. 


39. Sia,,..., ar es una base de la variedad lineal L, a cada vector x € L 
de corresponde una única matriz (A,, ..., Ar), Hamada matriz de las coordena- 
das de x respecto de la base [a,, ..., ar), tal que 


442) x= A, a, +..+4,2,. 
La demostración es la misma vista en 35 para un espacio vectorial. 


40. TEOREMA DE LA BASE—Si un espacio vectorial posee una base de m 
vectores, no existen en él más de m vectores linealmente independientes. 


DEMOSTRACIÓN. —Supongamos que B= ([v,, ..., Vm} sea una base del es- 
pacio vectorial V y que los vectores fu,, ..., un) sean linealmente indepen- 
dientes, n > m. Por ser B un sistema de generadores de V los vectores us 
dependen linealmente de los vectores de B: 


~ 
Ba 
ii 
Q 
<4 
+ 
+ 
a 
yA 
E 
4 
3 


(43) none ronr ene nnnnrnrarnrnrrnananccncarone 
u, 


Si en (43) fuesen cero todos los coeficientes de un mismo vector v; pres- 
cindiriamos de este vector en las igualdades (43) y reordenariamos la nume- 
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ración de los subíndices. Por consiguiente, se puede suponer que no todos 
los coeficientes de v, son cero. Reordenando, si fuera preciso, la numeración 
de los subíndices de los u,, se puede suponer que a,, E 0, luego existe 


2 . Multiplicando la primera igualdad por — Zü. y sumando a la igualdad 
11 KET) 


i ésima, i= 2, ..., n, se obtiene: 


a CP Y +. + Gn Vn’ 


(44) 


que poniendo 


a, . . 
a, a, == —L,i=2,...,1]=2,...,M, 
211 211 


1 = — 
O= 0, 


se puede escribir asi: 


Y = 0,9, Hag Vat tam Ym 


(45) u, +0,u 


t 


1 1 
Boy y Hoe t Olym Ym 


un, tp, 


Il 


1 1 
Cas Ya Hoe Pam Y 


Si todos los coeficientes de v;, i = 2, ..., m fuesen nulos en todas las igual- 
dades (45), exceptuada la primera, prescindiríamos del vector v; en ellas y 
reordenaríamos los números a!;,, i = 2, ..., n, y, reordenando los índices de 
los u, se puede suponer que a*,, + 0. Procederíamos con las n — 1 últimas 
igualdades (45) del mismo modo que se ha hecho con las (43). Supongamos 
que se ha llegado a un sistema de igualdades tal como el siguiente : 


u = Ga Y + Av +. + Gu Y, + Gi t41 Vis Feot Cm Ymr 
= 1 1 - at- 1 

u, + 0,u, Ay Yatee AA aiga Yig Ha t alm Ym 

(46) ¿1 ¿1 i— 1 ¡—1 i—i 
= ... z= = at- a ... z~ . 
IT y tetri Wa a Vt pi ia teet Gim Vm 

ai—=1 n +—1 = ai—1 ai—1 ... -1 
up + „nil u + + ai) ui "ni Y + ni+l MES + + An Vins 


7 . . 
A ,]I2=L.)Mk=3..m, 
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se puede suponer que se ha prescindido, a partir de la igualdad i-ésima, de 
todos los vectores v, cuyos coeficientes sean cero en todas ellas, por la que 


i—1 

. . o » . . . ajj 

se puede admitir que af; * +0. Multiplicando la igualdad i-ésima por — 2 
aiT 1 
y sumando a la igualdad j-ésima, j = i + 1, ..., n, se obtendrá otro sistema 


análogo al (46) sin más que hacer en él į igual a i + 1, lo que prueba que el 
proceso se puede continuar mientras queden en el segundo miembro vectores 
distintos del vector cero. Ahora bien, obsérvese que en (46) existen n —i + 1 
igualdades en cuyos segundos miembros figuran como máximo m-— ¿+ 1 
vectores distintos del vector cero; luego, repitiendo el proceso como máxi- 


mo m veces se obtendrán n — m igualdades cuyo segundo miembro será 
cero. La última de estas igualdades será: 


(47) u, +07 u to ta”, u,=0, 

que prueba que los vectores u,,..., u, son linealmente dependientes, ya que 
el coeficiente de u, en (47) es 1 + 0, lo que está en contradicción con la hi- 
pótesis de ser estos vectores linealmente independientes. 


41. Todas las bases de un espacio vectorial de tipo finito constan del 
mismo número de vectores, 


DEFINICIÓN 26.—Al número de vectores de una base de un espacio vecto- 
rial se le llama dimensión del espacio vectorial, y lo designaremos por 
dim. (V). Como las variedades lineales son espacios vectoriales, al número 


de vectores de una base de una variedad lineal se le llama dimensión de la 
variedad lineal. 


42. COROLARIO DE LA PROLONGACIÓN DE UNA BASE.—Dada una base 
B, = (u,, ..., ur) de una variedad lineal L de un espacio vectorial V de di- 
mensión finita n, existe una base B = (uz) ...) Ur, Un -> Ua} de Y en la 
que figuran todos los vectores de la base B, de L. 


Demostración. —Si L = V la base B, será base de V y el corolario 
está probado. Si L+ V, como Lœ V, existirá un vector wr, tal que 
un: €L. Los vectores (u;,, ..., un u,,,) son linealmente independientes, pues 
en caso contrario existiria una relación de la forma: 


(48) au te tau, + 0, 4,, = 0, 
en la que no serían nulos todos los números a i = 1... r — 1. Si a,,, fuese 
cero la relación (48) establecería que los vectores u, .... u, serian linealmente 


dependientes, en contradicción con la hipótesis de formar una base de L. Si 
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Gr ¥ 0, el vector u,,, dependería linealmente de u,, ..., u», luego pertene- 
cería a L. Por consiguiente, si L, = L (up ..., Ur Un), se verifica que 
B, = (u,, ..., Un Un} es una base de L,. Si L, = V se acabó la demostra- 
ción. Si L, + V existirá un vector u,,, tal que un € L,. Asi siguiendo, se 
llegará a un conjunto de vectores B = (u;, ..., Ur, -s Un} linealmente inde- 
pendientes, y si L’ = L (w, ..., Us), será L’ = V, ya que, en caso contrario, 
existiría otro vector un € L’ y serían (u;, ..., Un, Un} linealmente indepen- 
dientes en contradicción con el teorema de la base. 


Del corolario anterior se deduce inmediatamente que: 


43. Si L es una variedad lineal de V se verifica que dim. (L) < dim. (V) 
y dim. L = dim V <> L= V. ' 


EJERCICIOS: 


293. Sea L=L(a papa) a, =2u4,—u,+u, a,=u +2u,+4u, a, =5u, —10 u, 
—8 u, una variedad lineal del espacio vectorial tridimensional V de base B = {u> uy u } 
a) Hallar una base de L. b) Prolongarla a una base de V. 


294. Si B=(u,.u,) es una base del espacio vectorial V, probar que v, =u, +83u, 
v, =2u, +7u, es también una base de V. 


295. Hallar las relaciones entre las coordenadas (*,,+,) y las (+*,,x*,) de un vector x 
respecto de las dos bases del ejercicio anterior. 


44. SiB = {u s um) y B* = (us, ..., ur) son dos bases de un es- 
facio vectorial V y si (Xi, ..., Xa) Y (%,%, ..., X,*) son las coordenadas de un 
mismo vector x respecto de B y B*, respectivamente, se verifica que: 


ai Sn bia bin 
(CCE AE n E ERE A y E 
On Onn bni ban 
DEMOSTRACIÓN.—Sean 
U=04,0+..+4,u%, uu, =D, u + + b,, Ma» 
(50) dl cncnancncnnnonon nono rororroroncarnnnnrnrnnoso IN niisiis ON 
Ua = ai 0%, to t ann uty un, = Ba, u + + ban Un 


(52) X= * u, +..+ Fa a = a, u, +..+ Tha uw 
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se deduce: 


e + * * _ e * 
-, u ¿AE a a =x (9, u tetanu m Eo A (A 0, 4 H 4, u%,) 
= * * 
(2, *, tos Ar 4) u, Feet (ain *, Tot Onn 2a) vu, 


de donde, por ser B* una base, 


A AR 


Análogamente, de (52) y (51) se deduce: 


4,0, +..+7,.0.=*%, (b, u +. + Ba u) +. + On 4, Eo +0, 0) 
A AA 


de donde, 


E 


Las ecuaciones (53) y (54) se escriben en forma matricial en la forma (49). 

Las fórmulas (49), (53) y (54) se llaman fórmulas del cambio de base. Ob- 
sérvese que las distintas filas de la matriz A de (49) son las coordenadas de 
los vectores de la base B respecto de la base B* y las filas de la matriz B 
de (49) son las coordenadas de los vectores de B* respecto de B. 


EJERCICIO ; 


: pai o : : *. * 
296. Si B=(u,,u, u, j es una base de V, averiguar si u*, =2u tu, u% =u 


1 
—3u, u”, = 5u, + u, €s otra base y hallar las fórmulas del cambio de base. 


45. Si B= (u,, .... un} es una base de V y B* = {v,, ..., va) son n vec- 
tores de V, se verifica que: 


S 
$ 
~ 

4 
+ 
+ 
ES 
< 


(55) B* es base de V <> o 
u, = bai vte + ban Yw 


DremosTRAaCIÓN.—Si B* es base de V se podrán expresar los vectores 
uU, -~ U, como combinación lineal de los vwy,,..., vn. Si los vectores 
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U -o U, dependen linealmente de los w,, ..., Va, se verificará, por la transi- 
tividad de la dependencia lineal, que V depende linealmente de {v,, ..., Vn}, 
luego V C L (vp ..., vn) C V, que prueba que (v,, ..., Va} son un sistema 
de generadores de V y, por el teorema de la base, v,, ..., Va son linealmente 
independientes, luego forman una base. 


6. Homomorfismos entre espacios vectoriales. 


DerinicióN 27.—Se llama homomorfismo de V en V’, siendo V y V’ dos 
espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo, K, a toda aplicación f: V > V” 
tal que los diagramas siguientes sean conmutativos: 


+ 
VXV — Y KxXV — V 
(66) s| yooo |z 
V x vV — V KXV — V 


La conmutatividad de estos diagramas equivale a que, para todo par 
(x, y)E€V x V y todo a € K se verifique que: 


| L aty) =a) +t) 


(57) £ , 
| IL. f(ax)=af(x). 


46. CONSECUENCIAS.—Sea f un homomorfismo de V en V’. a) f (0) = 0. 


b) Los vectores X,, ..., Xm son linealmente dependientes => Los vecto- 
res Í (x,), .... Í (Xm) son lincalmente dependientes. 
c) Si B = 4u, ..., Un} es una base de V y {a&, ..., an) n vectores arbi- 


trarios de V’, existe un único homomorfismo f de V en V’ tal que f (u) = a, 
i= 1, es N. 


DemMOsTRACIÓN.—a) De x+ 0=x y de (57) I se deduce f(x + 0) 
= f (x), f(x) + f (0) = f (x), de donde, por ser V” un grupo, f (0) = 0. 
b) De a x, + ... + am Xm = 0 y no todas las a, nulas se deduce que 
J (ax, +.. + am Xn) = 0 f(x) + ... + an f (xm) = f (0) = 0, que prueba 


que f(x,), .... f (äm) son linealmente dependientes. 

c) Supongamos que exista el homomorfismo f tal que f(u) = a”, 
i= 1,..., n. Six = 4 uw +... + z, un es un vector arbitrario, se verificará: 
(58) FO Ena A GAR TE a a O E 4, +..+2,%, 


luego el homomorfismo, si existe, es único. 
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Reciprocamente, tomemos (58) como definición de una aplicación f de V 
en V’ y veamos que es un homomorfismo que cumple las condiciones desea- 
das, 1) Si y = YU, + +... + Yr Un, Será: 


fatty = HE, FIJA (A, EID SJ Ho (LAI JA, 
= (494,4. +49 I+ 0,9, ++, 9) =/(x) +1 (y). 


11) 


flax) = flaru +. +(07,J0,) =(0x, Ja, +..+(0x,) a, 


=a (x, a, o +4, a.) =afíx). 


Finaimente, se verifica que f (u) = a. 


EJERCICIOS : 
297. Demostrar que f (— x) = — f (x), siendo f un homomorfismo. 
298. Silos vectores a,, -~> a, son linealmente independientes y f es un homomorfismo, ¿son 


linealmente independientes los vectores f(a,),..., f (a)? 
299. Sea f el homomorfismo de V en V’ definido por las siguientes condiciones : 


Fu) = 144, —30y (uy) = 4, +50, 


siendo B = {u,, u, } una base de V y B'={u w, } una base de V’. Calcular (x,,x”,) 
en función de (x, x), siendo f(r u, +%,u)=Y, ul, +7,4, 
300. Resolver el mismo problema del ejercicio anterior en el siguiente caso: 


f(u,) = w, + w, = Yy f (u) = v, —4 wy 


siendo B = {u> u} una base de V y B’ = (4, vy w,) una base de V“. 
301. Hallar las ecuaciones (véase el ejercicio 299) del homomorfismo f tal que 


Ha) =24, 0, + Uy fu) =u, +3u,—20,, Huy) = — 70, +5 Uy 


siendo B =4u4,, 4, u, } una base de V y B' =(u',, w, w, } una base de V’. 


302. ¿Es la correspondencia recíproca del homomorfismo f del ejercicio 299 un homo- 
morfismo ? 


303. ¿Es la correspondencia reciproca de f en el ejercicio 300 un homomorfismo? 


304. ¿Es la correspondencia reciproca de la correspondencia f del ejercicio 301 un ho- 
momorfismo ? 


DEFINICIÓN 28.—Se llama imagen del homomorfismo f: V => V’, a la ima- 
gen de la aplicación f. Se llama núcleo del homomorfismo f, y se designa 
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por ker (f), al conjunto de todos los vectores x de V tales que f (x) = 0. Por 
consiguiente: 


(59) x E im f) <> x=] (x) x € V. 
x € ker (f) <> f (x) = 0; ker (f) = f (0). 
47. CONSECUENCIAS DE LA DEFINICIÓN 28.—a) tm. (Í) es una variedad li- 
neal de V’. b) ker (f) es una variedad lineal de V. 


DEMOSTRACIÓN. —a) x”, y € im (f) <=> x = f(x), y = f(y), x, y € V, 
=> x—y =f(3)—f (y) = fa y) Eim). Si €im(f) y a€K, 
ax = af(x) = f (ax) € im (f). 

b) x y Ekr < f(x) = 0, fy) =0 —> [(x)—f(y) = 0 
=> f (xx —y)= 0 => x — y € ker (f). Si x € ker (f), a € K => f(x) 
= 0, af(x)= a0 = 0, f (ax) = O, luego ax € ker (f). 


EJERCICIOS: 


305. Hallar im (f) y ker (f) para el homomorfismo f del ejercicio 299. 
306. Hallar im (f) y ker (f) para. el homomorfismo del ejercicio 300. 
307. Hallar im (f) y ker (f) para el homomorfismo del ejercicio 301 


308. Observar qué relación existe entre dim (V), dim (im (f)) y dim (ker (f)) en los ejem-- 
plos de los ejercicios 305, 306 y 307. 


DerinicióN 29.—Cuando im (f) = V’ el homomorfismo f se llama epimor- 
fismo. Cuando ker (f) = (0), el homomorfismo f se llama inyectivo. Un ho- 
momorfismo que es epimorfismo e inyectivo se llama isomorfismo u homo- 
morfismo btyectivo. 


EJERCICIOS: 


309. ¿Qué clase de homomorfismos son los de los ejercicios 299, 300 y 301? 

310. Clasificar, de acuerdo con la def. 29, el siguiente homomorfismo f: f (u) =w, — 4u, 
tu) = 2u +5, fu) =4tu,+7u, siendo B=(u,,u, u, } una base de V y 
F = bu u,) una base de V’. 


7. Homomorfismo natural. Primer teorema de isomorfia.—Sea L.. 
una variedad lineal del espacio vectorial V. 


DerIinicióN 30,—Se lama relación definida por L en V, y la representa-- 
mos por la misma letra L. a la siguiente relación: 


(60) xLy <>x-—y€L. 
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48. La relación L definida en (60) es una relación de igualdad. 


DEMOsTRACIÓN.—a) 0€L <=>x—x€L<=>x Lx. 
b xLy <=> x—y€L=—>y—x€L<=>yLx. 


c) xLyeyLz<=>x—y€Ley—z6€L=> (x— y) + (y —2) 
= x—z€L<=>xLz. 


49. La relación de igualdad L es permutable con las operaciones del es- 
pacio vectorial. 


DemMosTRACIÓN.—a) Si x es un vector arbitrario de V e y L z se verifi- 
ca que (y + x) L(z'+ x). En efecto, y Lz <=> y—2€L =—> (y + x) 
— (z + x)€L <> (y + x) L (z + x). 

b) xLy y zLt=>(x+z)L(y +t). Ya que, en virtud de a) 
es (x+z)L(y+z) e (y + z L(y+t). 

c) Sia es un número arbirario de K y xL y se verifica que ax La y, 
ya que x—y€L==>a(x— y) =4ax—ay€L. 


50. El conjunto cociente V/L es un espacio vectorial, llamado espacio 
vectorial cociente de V módulo L. 


DemostTraAcióN.—En V/L se definen la adición y la multiplicación por ele- 
mentos de K del siguiente modo: 


DEFINICIÓN DE ADICIÓN EN V/L: (x+ 1) + (y 4 D)=x+ye+L. 
DEFINICIÓN DE MULTIPLICACIÓN EN V/L: a(x + L) =«x + L. 


En donde x + L es la clase que contiene a x y a es un elemento arbitra- 
rio de K. 


La uniformidad es consecuencia inmediata de 49 y las restantes propieda-- 
des de espacio vectorial son triviales. 


EJERCICIOS : 


311. Terminar la demostración del teorema 50. 


3812. Si B = {u uy u} es una base de V y L= L u, u). comprobar que u, + T es. 
ena base de V/L. 


313. SiB=Y(u,.u, u, } es una base de V y L = L (a, b), siendo a =4u, — u, + U, 
b=u +3u,—u, Hallar una base de V/L 


814 ¿Qué relación existe entre dim (L), dim V y dim (V/L) en los ejercicios 312 y 3187 
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51. Si L es una variedad lineal del espacio vectorial V de dimensión fini- 
ta, se verifica que 


(61) dim (V) = dim (L) + dim (V/L). 


DEMOSTRACIÓN. —Sea B = {u ..., u,) una base de L, en virtud de 42, 
se puede prolongar la base B a una base B* = (u,, ..., Ur, Uni -s Un) de 


V. Vamos a probar que B’ = (u,,, + L,..., un + L} es una base de V/L. 

a) B’ es un sistema de generadores de V/L. En efecto, sea x + L un 
vector arbitrario de V/L, 

xX =4, uy t +1,u,+ v + Frun 
De 1, u, +... + 7, u, EL se deduce que 
(7, U, +. +% Un) —(,, 0,,, ++ +7,u,) EL; 
«que implica que 
x+L= Fr Ur Fee + 4,0,) +L Fra ¡CA +L) +... +4, (u, +L) 
b) Los vectores de B’ son linealmente independientes. En efecto, de 
Az (0, FL)+ +2, (U, +1) =D 


-se deduce que 


Arpi Uy yy E HAU, EL, 
o bien: 
Aii UM, t- t Àn Un =À, u t-e +A, U,, 
y, por ser los vectores u,,..., Un linealmente independientes, será A, 
= .. =) = 0. Por ser B, B* y B’ bases de L, V y V/L, respectivamente, 
se verifica que 
dim (L) = r, dim (V) = n, dim (V/L) =” —r, 


de donde resulta {61). 


52. SiL es una variedad lineal del espacio vectorial V, la correspondencia 


(62) vV e V/L, n(1)=x+L, 
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que hace corresponder a cada vector x de V la clase x + L que lo contiene, 
es un epimorfismo, que llamaremos natural, 


DemMosTRACIÓN.—Como cada vector pertenece a una única clase, n es una 
aplicación. Es un homomorfismo : 


a) nG+y)=x+y4L=(x+1)+(y + L) = 12 (x) + 9 (y). 
b) n(ax)=ax+ L =a(x + L)=an (x). 


El homomorfismo es epimorfismo, ya que dada la clase x + L se verifica que 
ní(x) = x + L. 
Sea 


(63) vv 


un homomorfismo del espacio vectorial V en el espacio vectorial V”, ambos 
sobre el mismo cuerpo K. Por ser f una aplicación define en V una relación 
de igualdad : 


(64) xfy => f(x) =f) 


Sea V/f el conjunto cociente de V respecto de la relación de igualdad f. Se 
verifica que la relación de igualdad f es igual a la relación de igualdad defini- 
da en V por la variedad lineal ker (f). En efecto, sea R la relación de igual- 
dad definida por ker (f). Se verifica: 


a xy >/!/i0O0=fN0>/i0-ÍN=0 =>/(x—y) =0 
<E>x — y Eker (f) <> xRy. 

b xRy<=>x—y€ke(h <>fA—yY=0-=>/0)—f(y) =0 
=> /(0=/ <> xy 


53. PRIMER TEOREMA DE ISOMORFIA.—S$ea (63) un homomorfismo arbi- 
trario del espacio vectorial V en el espacio vectorial V*, ambos definidos so- 
bre el mismo cuerpo K. Se verifica que el diagrama: 


Vif —> im tf) 
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es conmutativo, en donde n es el epimorfismo natural, b es un isomorfismo e 
i es la inmersión definida por i (x) = x' para todo x' € im (f). 


DEMOSTRACIÓN.—Supongamos que el teorema es verdad. Sea x un vector 
arbitrario de V, se verificará que 


(66) f() =ibn (x), 
pero 

(67) n (x) = x + ker (f), 
luego 


ibn(x)=ib (x + ker (f) = b (x + ker (f) = f(x). 
Por consiguiente, si se verifica (65) debe ser 
(88) b (x + ker f) = Fx). 


Definiendo b mediante (68) vamos a probar que es un isomorfismo. 


a) b es una aplicación. En efecto, está definido en todo el espacio V/f. 
Sea x + ker (f) = x i+ ker (f). Esto implica que x — x' € ker (f), de donde 


tern) =0, fiae Fw 
y, en virtud de (65), 


b (x + ker (f)) = b (x + ker (f)). 


b) b es un homomorfismo. En efecto: 


b [(x + ker (f)) + (y + ker (f))] = b [x + y + kr (M) =a +y =) + y) 
= b [x + ker (f)] + b [y + ker (f)], 


b [a (x + ker (f))] = b (a x + ker (f)) = f (0 x) = a f (x) 
= a [b (x + ker (f))]. 


c) b es epimorfismo. Sea x € im (f). Esto implica que existe un vector 
x de V tal que f(x) = x; por consiguiente, 


è (x + ker (=f (x)= xX. 


T. FHIOMOMORFISMO NATURAL. PRIMER TEOREMA DE ISOMORFIA 147 
d) b es imyectivo. En efecto, 


b (x + ker (f)) = b (y + ker (0) <> Ha) =1f (7) => Fay) =0 <> x- y € ker (f) 
<> x + ker (f) = y + ker (f). 


De (68) se deduce que 


ib n(x) =ib (x + ker (Ð) =i} (x) = } (£) 
luego el diagrama (65) es conmutativo. 


Derrfisición 31.—Dos espacios vectoriales se llaman isomorfos cuando exis- 
te entre ellos un isomorfismo. Si V y V’ son isomorfos se escribe: 


V =V. 


54. COROLARIO.—Si (63) es un homomorfismo arbitrario, se verifica : 


(69) V/ker (Ĥ œ im (f. 


EJERCICIOS : 


815. Sea B = {u ; u, U, u, ) una base de V y B’ = {uw w, u, } una base de V’. Sea 
j el homomorfismo de V en V” definido por: 


Fu) s 8u, — Uy Hu) = 0, +26, Fu) =0. fa) =0. 


Escribir las ecuaciones de n, b, i, f. 


316. Sea B = {u up U, U, ) una base de V, B' = (u,, uy, u, ) una base de V’ y sea 
7 el homomorfismo de V en V’ definido por: 


Hu) = 0, +0, fu) =24, —, (uy) =3 0, +20, Hu) =040, +24, 


Escribir las ecuaciones de n, b, i y f. 


317. Sea B=(u,,u, u, u, } una base de V, B/ = {uw 4, u, y una base de V’ y 
sea f el homomorfismo de V en V’ definido por: > 


Hu) =2u, — 0, + Uy fu) = 4, +20, — Uy fu) =3u, +4, 


Hu) =4u, Tu tw, 


Escribir las ecuaciones de n, b, iy f. 
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55. Sin es el epimorfismo natural: 
n 
V — V/L, 
se verifica que ker (n) = L, luego la igualdad (61) se puede escribir del 


siguiente modo: 


(70) dim V = dim (ker (%)) + dim (im (.)). 


56. V a V’ <=> dim V = dim V”. 


DrmosTRACIÓN.—a) =>. Sea f; V — V’ el isomorfismo de V sobre 
V’. Por ser f isomorfismo es epimorfismo, esto es, im (f) = V’, pero si 
B = (u,, ..., un) es una base de V, se verifica que f (u,), ..., f (Un) es un 
sistema de generadores de V’, luego dim V’ < dim V. Pero como f es un 
epimorfismo de V’ en V, el mismo razonamiento prueba que dim V < V’. 


b) < Sean B = fu, -o un) y B = {w ..., un} bases de V y V’, 
respectivamente. Consideremos el homomorfismo: f(u) = u^, ..., f (un) 
= u,. Este homomorfismo es epimorfismo. Además es inyectivo, pues si 
f (x) = f (y), sería f(x-— y) =0, o bien 


(A, —IJ41, ++, —9Ju, =0, 
y, por ser B' una base, resulta 1, — Y, == Y, — Yn = 0. 
57. Si V — V es um homomorfismo arbitrario, se verifica que 
(11) dim V = dim (ker (£) + dim (im (f). 


DemosTRAciÓN.—Del primer teorema de isomorfia se deduce que 


dim (im (f)) = dim (V/ker (f), 


y, en virtud de 55, 


dim (V) = dim (ker ()) + dim (V/ker (f), 


y de estas dos relaciones resulta (63), ya que ker (n) = ker (f). 
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8. Operaciones con homomorfismos, A) Hom (V, V”).—Se representa 
por Hom (V, V^) al conjunto formado por todos los homomorfismos de V en 
V’, siendo V y V’ espacios vectoriales arbitrarios definidos sobre el mismo 
cuerpo. 


DEFINICIÓN 32.—Adición en Hom (V, V^). Sean f, g dos homomorfismos 
arbitrarios de V en V’, se llama suma, y se representa por f + g a la siguien- 
te aplicación de V en V’: 


(12) + DO =a) agx), VxeV. 
Se llama producto del número a de K por el homomorfismo f de Hom (V, Vò, 
y se representa por af, a la aplicación de V en V’: 


(13) a} (x) = a [f (£)] 


EJERCICIOS : 


318. Sean B=4u,,u,) B' =(u, u, } bases de V y V’. Sean f y g homomorfismos de 
Hom (V V’), definidos del siguiente modo: f(u)=84, +4, fu) =tu,+3w,; 
£ (u,) =—54, +2%,, £(u,) = 4, +4 24,. Calcular las ecuaciones de f+ g y de 6f. 


58. El conjunto Hom (V, V’), respecto de las definiciones (72) y (73), 
es un espacio vectorial, 


DEMOSTRACIÓN. —a) La suma de dos homomorfismos es otro homomor- 
fismo. En efecto: 


U-DA+N=JA+N+EA+N=00O+2A)A 00 +2) 
= (+ 28(0+0+09 y). 


Q + g) (ax) = f (ax) + g (ax) = af (x) +a g (x) =a [f (x) + g (x)1 
= 6 [(f+ g) (x)]. 


b) El producto de un elemento a de K por un homomorfismo es un homo- 
morfismo. 


ia j) (x + y) = a [f (x + y)] =00() + f (y)] = a [f (x)] + a [f (9)] 
=a f(x) + af (y). 


(1) (b x) = a [f (b x)) = a [b f (8)] =a b) [$60] = 06 0) aN 
= b [a (f (x))] = b [a 1 (01. 
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c) Asociatividad. 


IO + g) + 1D = O +g) a) thi) =i a) + galha = 0 + Eea) +4 (0] 
= f (x) + (g + h) (2) = [F + (£ + W] 6). 


d) Conmutatividad. 


+ 8) a) = Fa aea = erwt eA. 


e) Elemento neutro. Sea O la correspondencia de V en V” tal que, para 
todo x € V se verifica que O (x) = O. Esta correspondencia es una aplica- 
ción. Es un homomorfismo : 


0x+y)=0=0+0=0(x) + 0 (y). 
0(ax) = 0 = a0 = a [0 (x)]. 


El homomorfismo O es el elemento neutro de la adición : 
E+E = Fa) +a H Fa Ho MI Fa). 


f) Elemento opuesto. Si f es un homomorfismo de V en V’ se verifica que 
g (x) = — [f (x)] es un homomorfismo. Desde luego, g (x) es una aplicación. 


Además: 


¿UG +N=-1[fG6+yN=-10+/ = o e 
=g x) + gy). 
g (ox) = — [f (0 x)] = — [a f (x)] = a [l— (} (2))] = a g (x). 


El homomorfismo g (x) es el opuesto al f (x), ya que 


+ DO) =1M +2 a= NEH) 
Al homomorfismo g se le representa por — f: 
—f a) = — 1601. 


g) a(f+ g)=af+ag. 


la Q + 29] (Œ) = a [F + g) 60] = a [f (x) + £(3)] = a [f (01 + a [e (2) 
= o f (x) + a g (x) = [a f + a g] (2). 
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h) (a+ bf=af+bf. 


[(a + b) F) (x) = (a+ b) [F(01 = a LF (01 +b (01 = a f i) +7 (x) 
= (a f + bf) (x). 


i) (ab) f= a(bf). 
Ca b) 71 œ) = (a b) F OI = a T E) = a Cb f CI l a C f) (2). 
) Lfs A 
1.) =1101=$(). 


59. dim (Hom(V, VY) = dim (V) . dim (V). 


DemosTracióÓN.—Sean B = {u ..., un) y B' = (uí,, ..., Um) bases de V 
y V’, respectivamente. Consideremos los homomorfismos fı; definidos del si- 
guiente modo: 


(14) EU) 30 o Ey (U) = Up h u =0, i=L n; jalm, 


Sea f un homomorfismo arbitrario : 


(15) Í(U) =%, UE A Up ¿= 1)... 8 


De (74) y (75) se deduce: 


j u) = E a o +%, ha ++, Fa) (u) +... + (Fim Fim +o t Fido 
het Eam fam UD 5 Oa ha Hee + FaFa toe t En fad) Ho t m im to 
+ Fim fim +e +t Tnm fnm)] (u), i= 1, vuM 


de donde 


(76) ol, E tee t taha tee t En ÍA to 
+ ¡CM fim ++ Yim fim + + Yam fan) 


La expresión (76) prueba que el conjunto 


Milito 
J=b.. 


m 


es un sistema de generadores de Hom (V, V^. 
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El sistema de generadores 


Fi listo. 


i=L...,m 


es una base de Hom (V, V). En efecto, supongamos que existiese una com- 
binación lineal de la forma: 


(17) (a fi + +a, ha +... + Oni Par) +. 
+ (am Ími Ho + amim Too + Onm amd = 9, 


en donde el cero del último miembro es el homomorfismo cero. Aplicando (77) 
a u, resultaría: 


8, W, ++ + % Un =0, 


de donde @n = ... = im = 0, i = 1,..., n, luego los homomorfismos 
[So fici nn 
J=l, num 


son linealmente independientes, luego forman una base de Hom (V, V^). Su 
número es n x m. 


B) MULTIPLICACIÓN DE HOMOMORFISMOS.—Siendo los homomorfismos 


aplicaciones, se puede definir el producto de homomorfismos como producto 
de aplicaciones : 


f z 
V — V, V sv, 
(78) 
gf 
v — V, giw =z Fw]. 
EJERCICIO: 


319. Sea B ={u , u, } una base de V, B’ ={ w, w, } una base de V”, B” = { u"; u’, 
una base de V”. Sean f y g los homomorfismos definidos por f(u,) = 6u, — 5 uy Fa 


=2u +u; gw) =u +3 wyg (w) = 4u”, +7u”,. Hallar las ecuaciones del ho- 
momorfismo g f. 


60. La multiplicación de homomorfismos es asociativa. Dado el home- 
morfismo f de V en V’ existen los homomorfismos 1, de V en V y 1, de V“ 


en V” tales, que fl, = f, 1v f = f. El producto de dos homomorfismos es 
otro homomorfismo. 
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DemosTRACcIÓN. —Siendo asociativo el producto de aplicaciones lo es el de 
homomorfismos. La correspondencia 1, definida por 


1 m =x Vx€V 
es un homomorfismo, ya que 


1, a t+y)=x+y=1, x)+1, y) 
1, (4x) =4x =a[1,(01 


Se verifica que 
11,3) =f1L, (0]=f(), VxeV. 


Análogamente se define 1y. 
Sea f un homomorfismo de V en V’ y g un homomorfismo de V’ en V”. 
gx + y =8 0 (x+y)1=2£1/00) +11 =2£ 1/60] + g 11 (91 
=g} (x) +81 


gi lx) = g [f(0x)1 = g lef (x)3] = alg OI = a [s f (231. 


C) Exp. (V).—Se llama endomorfismo a un homomorfismo de un espacio 
vectorial en sí mismo. Al conjunto de todos los endomorfismos de V se le 
representa por End. (V). 


61. End. (V) es un anillo con elemento unidad. 


DEMOSTRACIÓN. —En virtud de 58 se verifica que End. (V) es un grupo 
abeliano. En virtud de 59 la multiplicación es asociativa y posee elemento 


unidad, 1, , por la derecha y por la izquierda. Queda únicamente por probar 
la distributividad. 


ADL = AE 0(0] S k a + gal = (0) +4 [e (0)] 
=hHDO+h9()=0M +0) VxXevV 


DerIinicióN 33.—Un anillo que además es espacio vectorial se llama un 
álgebra. 


62. End. (V) es un álgebra con elemento unidad. 
Es consecuencia de 60 y 58. 
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EJERCICIOS : 


320. Sea f un endomorfismo de End. (V) y sea G:=(f"),¿,o, siendo Z° el conjunto 
de todos los enteros no negativos, Sea L (f) = L (G) el conjunto de todas las combinacio- 
nes lineales de elementos de G. Probar que L (f) es un álgebra respecto de las operacio- 
nes de End. (V), por lo que se dice que L (f) es una subálgebra de End. (V). 


321. Sea B = {u> u} una base de V. Sean f,, i= 1, 2, 8, 4, los endomorfismos de V 
definidos por: 


f u) =u, f u) =0; $,(4)=0, f, (1) =u; 
j, 0) =u, f, 0) =0; f, )=0, f, 0) = u, 


Demostrar que f, i= 1, 2, 3, 4, es una base del espacio vectorial End. (V) y construir la 
tabla de multiplicar correspondiente a la base. 


D) GL(V).—Se llama automorfismo de un espacio vectorial sobre sí 
mismo a un endomorfismo que sea isomorfismo. Al conjunto de todos los 
automorfismos de un espacio vectorial se le llama grupo lineal general del 
espacio vectorial y se representa por G L (V). 


63. G L(V) es un grupo multiplicativo. 


DemosTRACIÓN.—a) El producto de dos automorfismos es otro automor- 
fismo. Se ha visto (60) que el producto de endomorfismos es otro endomor- 
fismo. Sean f y g automorfismos de V. g f es inyectivo. En efecto, 


210) =2[N0>i0=f/fN—>x=y 


g f es epimorfismo. En efecto, dado x existe y tal que f (y) = x y existe z 
tal que g (z) = y. 

b) Si f es un automorfismo y f~! es la correspondencia inversa, se veri- 
fica que f”* es una aplicación y 


Faty <> a H y) =$ (0 +19] 
<> x+y=ff 70) +ÍP UY) =x+ y. 


(ax) = a f- (x) <=> f [1 (a x)] = f (a f~! (2)] 
<> ax =0aff1(x)=ax. 


c) f* es inyectivo y suprayectivo. 


d) ff? =ff" =1,. 
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9. Espacio dual de un espacio vectorial. 


DerinicióN 34.—Se llama espacio dual de un espacio vectorial V al espa- 
cio vectorial de los homomorfismos de V en un espacio V, de dimensión uno. 


Al espacio dual de V lo designaremos por V*, Por consiguiente, 


V* = Hom (V, V,). 
A los vectores de V* los representaremos por letras negritas. con asterisco. 


64. SiB = [u,, ..., un) es una base de V y {u} una base de V, se veri- 
fica que los vectores : 


(79) w” (1,)=0,..,u*(u)=u..u'(u,)=0, 1=1,..,2, 


son una base de V*, llamada base dual de la base B de V. El espacio dual de 
un espacio vectorial tiene la misma dimensión que él, 


DemosTrRAciÓN.—Este teorema es un caso particular de 59, 
A la imagen del vector x mediante el homomorfismo x* de V* la represen- 
tamos por x* x, en lugar de x* (x). 


Entre los vectores de V y los de V* se puede definir una relación, llamada 
ortogonalidad, del siguiente modo: el vector x* de V* se llama ortogonal 
al vector x de V cuando: 


(80) x*x =0. 


Por consiguiente: x* ortogonal a x <=> x € ker (x*). Como el núcleo de 
un homomorfismo es una variedad lineal, resulta que: El conjunto de todos los 
vectores de V* ortogonales a un vector dado x es una variedad lineal, que 
representamos por w (x). 


Recordando que los vectores de V* son homomorfismos de V en V,, así 
como las operaciones con homomorfismos, resultan las siguientes relaciones : 


$1) I xG+y=x+xy Ill. x* (ax) =6(x* x) 
( MI (x* +y) x =x* + y*x. IV. (ax*)x = a4 (x* x). 


65. SiE es un conjunto de vectores de V y L(E) la variedad lineal en- 
gendrada por E, se verifica que 


(82) o (E) = o (L (E)), w (E) = {x*|x*"x =0, YXEE} 


es una variedad lineal de V*. 
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Demostración.—a) Es evidente que w (L (E)) C œ (E). Sea x* € o (E) y 
sea x un vector arbitrario de L (E), será: 


X=0X, +. +a X; Xy Xx, € E, 
luego 


Xx =x (a, X, + +a, x) =a (Xx )+..+0(x x,) =0. 


b) x, y* € o (E) => x*x=0, yx = 0 => x*x—y*x=0 
==> (x* — y*) x = 0, para todo x€ E, luego x* — y* € o (E). 

c) x* Eo (E) => x*x = 0 = a (až x) = 0 => (ax*)x=0, 
VaEK y YxEE —> ax*€o(E). 

El vector x de V se llama ortogonal al vector x* de V* cuando x* x = 0. 
Si E* es un conjunto de vectores de V* y I. (E*) es la variedad lineal engen- 
drada por E*, y si w (E*) y œ (L(E*)) representan los conjuntos de todos 
los vectores de V ortogonales a todos los vectores de E* y de L(E*), res- 
pectivamente, se verifica que 


(83) o (E*) = o (L (ES) 


es una variedad lineal de V. La demostración es totalmente análoga a la an- 
terior. 

La variedad w (L) formada por todos los vectores de V* ortogonales a 
todos los vectores la variedad lineal L, se llama variedad ortogonal a la va- 
riedad L. Análogamente, o (L*) es la variedad de V ortogonal a la varie- 
dad L* de V*. 


EJERCICIOS: 


322. Sea B= {us u, u} una base de V y B*= (añ, uf. ur, } la base dual de 
V*, Hallar ofa.b.c). siendo a = u —u, — up b=2u, +u —u, e= u +2u,. 

323. Comprobar, con los datos del ejercicio anterior, que v(a,b,cj= “(L(a,b. e ). 

324. Con los datos del ejercicio 822, probar que x€ L{a, b c} <> (24%, + ut, 
—=3u*)x=0. 


32. Si B=(u,,u, u, u} es una base de V y B* =¿(u*, ut, u*,, u*,) la base 
dual, calcular o (L), siendo L la variedad lineal: 


z= A—2p 

> s == 3A ++ p 
(84) P 2+5 
237 tõu 


v = — À+ p 
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326. Comprobar que XE L, x=%,U, +r, u, +r u, +,u, <> x es solución del 
sistema: 


(85) 


Siendo L la variedad lineal del ejercicio anterior. 


66. Si E es un conjunto de vectores de Y que dependen linealmente del 
conjunto de vectores E’, se verifica que 


(86) a (E) = a (E^. 


La demostración es la misma que la de 65 a). 
En virtud de 66, para hallar œ (E) siendo E un conjunto arbitrario de vec- 


tores, se puede sustituir E por un subconjunto E' E E formado por vectores 
linealmente independientes. 


67. Si B =4u,, .. un) y B*'= {už ... u*,) son dos bases duales de 
V y V*, respectivamente, y sí E = la,,..., am), a = an U, +... + Qin Un, 
i=1,...,m, es un conjunto de vectores de F y x* = x* ut, +..+x*% uu 
un vector de V*, se verifica que 


Por esta razón se dice que (87) son las ecuaciones implícitas de w (E). Si 
los vectores de 'E son linealmente independientes se dice que las ecuaciones 
son linealmente independientes, y si los vectores E son linealmente depen- 
dientes se dice que las ecuaciones (87) son linealmente dependientes. 


DEMOSTRACIÓN. 


x" Eo (E) <> xa¿=0 isl m <> 0,1% +. .+0,4%,=0, ¿=1,...m. 


1 


De 67 y 66 se deduce que todo sistema homogéneo de ecuaciones lineales 
es equivalente a otro sistema de ecuaciones linealmente independientes, lla- 
mado subsistema principal del sistema dado. 

A las ecuaciones de una variedad lineal consideradas hasta ahora las de- 
nominaremos ecuaciones explícitas o paramétricas de la variedad lineal. Para 
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obtener las ecuaciones explicitas de la variedad lineal w (L) dada por sus ecua- 
ciones implicitas basta resolver el sistema (87). Más adelante nos ocuparemos 
de este problema. 


68. Si L es una variedad lineal arbitraria de V, se verifica LC o(w(L)). 
En efecto, x € L ==> x* x = 0 V x* € o (L), luego x€ o (0 (L)). Se po- 
dría demostrar ahora que L = o (w (L)), pero dejamos esta demostración: 
para otro lugar. 


10. Producto tensorial de vectores. Tensores.—Sean V, y V, dos es- 
pacios vectoriales con el mismo cuerpo base K. Sea V, x V, el conjunto 
producto de los conjuntos V, y V,. A los vectores de V, los representaremos 
por la letra x y a los de V, por la letra y. Representamos por V el conjunto 
de todas las expresiones de la siguiente forma: 


(88) a Epy) toe + t, Ep Ya) a €K, (xp y) EV, xV, i=1,...1. 


En V se define una adición del siguiente modo: 


[a py) toe + a, Enw Yol H D KYD H e t bmn mY d 
(89) = [b yD o (o Ym) E (Y) H o H 8 (> y 09] 
=a Apy) teta Ep Yd tbe Eo H o t bm Xm Ym) 


Además, se verifica que 


La, (2) Y) H o H a, (X y) H 0 Y) H o + 0, yy) 


(90) 
= [a (Xy) ++... +4, En Yad- 


Se define también una multiplicación por números de K del siguiente modo 


(91) Bla Ay) A (E Y Y) = E a) (A+ y) H + (Ra) (A, ya) 
verificándose : 

(92) (a + b) (x, y) = a (x, y) + b (x, y) 

(98) 1(x, y) = (x, y). 


69. El conjunto V con las operaciones de adición y multiplicación por 


números definidas por (89), (90), (91), (92) y (98) es un espacio vecto- 
rial sobre K. 
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DEMOSTRACIÓN. —a) Asociatividad. 
Ela, AY) Ho t am ps Y Y] HO, AJA A yN 
+ EA -P y) +... + C, (xp, y 91 


TA Rp Y) Hoe t an (o Ym) E b, E) (E pp Y 01 
+ te, See y) + n + cp (ps y) 
ES a Ep Y) Ho t am Am Ym) HO, (EY) E o H o Yh) 
+. E ytt py 
Ela BI) oo t Om (Em Y 1 H Eb, (E Y) A o Y) 
+. a Y) t. y 


z5 [a yD to t On o Ymd + LD YY e t ba A Y 
+ (o, y T -+ Ep(X p Y”) 


b) Conmutatividad. Está postulada en (89). 

c) Elemento neutro. Está postulado en (90). 

d) kie, (RI) + an (Ro Y) E (O, EYD H e t bn w YD) 

5 PLA Ap Y) Ho + an Em Ym) O YY E o E o Yl 
E) y) Hoo + R an) Em Ym) HED) Y) o 0) Ew Yad 
ga [E a y) + o H (E) Kn YY) H E DY ETD H o po Y 01: 


(as) k la, (E Y) H oe o go YY) FAO E Y o Y dd 


€) (k +A) la, (y y,) + ++ an o Ym) ga E + h) a] (> y) + o 
+ [C A h) anl Em Yn = (k a + h a) E Y.) +... + (k ap + h a) Em Ym) 
ga [O o) Gp y) + (10) (5,71 t o E E a) Ens Yin) + A 655) (Xp Y m)- 


5 E) Ep Ia) + (h a) (a Fa) H o Y (E 075) Em? Y) + C 07) (En Y): 


a Es) (y) ++ (E an) Am Yad) + L a) (X 1) + «+ + (6 05) (Ein Ym)]- 


a AO, pI) + + On (Ko Y] + A 16, (5, Y) + + am mw Yml 


f) (AR) [a (Ep Y) + + Lag (Em Y] 


a, 1 k)a (5, 7,) +. + A R) an] Gpo Ym) = [A (26) (Ap Y) + ++ 


+ (01 o Y): y UP) (E) y) H + + an) En Y) 1. 


e h [k [a (y Y) t o F am o Y > 
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g) lie (xy) + + an Em Ym) 


T ED Ry) Hoe A an) Em Ym) = y o Y) H 0 t On Xm Ym) 


h) Elemento opuesto. Dado el elemento de V: 
a Xp YD E da Xm Ym). 
se verifica que: 
la (E Y) to + am Am Yml + a) yD A E C am) m Yml- 
Tma Ap Y) Hoe t am Am Ym) H 0) yD H o H (S an) Am Ym) 
g a A) a) +04) (391 + + lm Am Ym) + (am) Em Y m1 
g a t O a] E y) Ho t am H (C am) SAS y) o r O E Ymd: 


Sea H el conjunto de todos los elementos del espacio vectorial V de las 
siguientes formas : 


(94) (x, + Xy) a y) ay y) 
(95) (X, y, +y) (y) — (Xx, Y.) 
(96) (a x, y) — u (x,y) (x. 4 y) — € (x, y). 


y sea L = L (H) la variedad lineal de V engendrada por H. 


DerIivicióN 35.—Se llama producto tensorial del espacio vectorial V, por el 


espacio vectorial V,, y se representa por V, ® Va al espacio vectorial co- 
ciente de V módulo L: 


V,Q V, = V/L. 


A la clase (x, y) + L se le representa por x Q y, y se llama producto ten- 
sorial del vector x de V, por el vector y de V}. 


EJERCICIOS : 


327, Demostrar: a) (x, +xJ0)y =x QY +x,09Y. bD) LRQ + y) xOy +x 
DY, Y) (13) Sy =a Qy) = x 0 (e y). d) 069y =0, siendo el 0 del último miembro 
el vector cero de V, (9 V,. 


328. 5i B = {u> u} es una base de V, hallar un sistema de generadores de V (% V 
formado por cuatro vectores. 

329. 5i V es el espacio vectorial del ejercicio anterior, y si a, (u, Qu) + q ug u,) 
+a, (u, & u) +a, (u, Hu) es un tensor de VOV, cuyas coordenadas respecto de la 
base 4 u. u, } de V son a; j» calcular las coordenadas de este tensor respecto de la base 
E =4vov h siendo u = 2y +5, u, =—v, +3v, 
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DerinicióN 36.—Una aplicación f de V, x V, en K se llama bilíneal cuan- 
do se verifican las siguientes condiciones : 


(97) A, +x Y) = fx, Y) +1, y) 

(98) [Uy ty) =y) tf y) 

(99) fax, y) = f(x, a y) = a f(x, y). 
EJERCICIO : 


330. Comprobar que la aplicación f(x, y) = 3 4,9 tőr y, Tr y +4x,y, es bi 
lineal. 


70. Existe una correspondencia biunivoca entre las aplicaciones bilineales 
de V, x V, en K y los homorfismos de V, 9 V, en K. 


DEMOSTRACIÓN.—Sea n el homorfismo natural: 
v v/L(B)=V,0 V, 


y sea N la restricción de n al subconjunto V, x V, de V. 


N es una aplicación bilineal de V, x V, en V, Q Va Por ser N la res- 
tricción de una aplicación, es una aplicación. Además, por ser N restricción 


del homorfismo n, siendo L (H) el subespacio engendrado por las expresiones 
(94), (95) y (96), resulta: 


(100) N (x, FXpY)=(x, +29) + Lo iay) +1] +1, y) +1] 
=N ay) + N (x, y). 
(101) Nr y, +9) = (0 y, tya) + La [(6 y) + L] + [( y) +11 
=N (x, y) + NG, y,)- 
(102) N (ax, y) = (ax, y) + Lo a (x,y) + L = a (x, y) +11] 
=a4aN(x, y) =N(x, ay) 


a) Sea g un homorfismo arbitrario de V, % V, en K: 


VXV EE S 
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Sea f = g N. Se verifica que f es una aplicación bilineal de V, x V, en 
K. En efecto, recordando que acabamos de probar que N es una aplicación 
bilineal, resulta : 


[A+ =ENG, +x Y) y £ IN (5 y) + Nx), y)1 


=8 Nate Nay =£N (2,1) + £N(x, y 
= f (xy) + f(Z, y) 


Fay y) = EN y, +y) y 2 IN y) +N ayp] 


=£[N (x, y,)] + £[N (2, y] =} y) +f yo): 


f (ax, y) =8N (0%, y) ggg € le N (x, y] =a g [N ix, y)] = a f (x, y). 


Por consiguiente, a cada homorfismo g le corresponde una única aplica- 
ción bilineal f tal que f = g N. 


b) Sea f una aplicación bilineal arbitraria y vamos a ver que existe un 
único homorfismo g de V, Q V, en K tal que f= g N. 
En efecto, si existe g será: 


F(Z, y) = 2 (N(A y) = ¿8 1 Qy) 


luego definiremos una correspondencia g de V, ® V, en K del siguiente 
modo: 


D ¿Oy = f(x, y). 
2 £34,(1,Q y) =34,28(x, 9 y) 


Veamos que g es un homorfismo. 1) g es una aplicación. Sea 
230,4, 9 yJ)=20,, Y y 

esto es equivalente a que 
Za (xp y )— 30, (Xy) €L(D, 

esto es: 


Za (xp 37 )— 2d, (Xy) = 301, + y) — (A y) — y y 
+ 3d [(x*, y*, + 9%) (2% y*,)— (6% y*,)] + 3 e [(a x**, y) — a (2%, y], 


de donde, teniendo en cuenta que f es una aplicación bilineal : 


¿Ba (xy 20,4, 8y01=23c 01, +2 93), y) — (7 y 
+ 3d [f (3*, y", + y) 10 y”) — f y* 14320 [f (0x0, y") —a f (2%, y] =0. 
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2) g es homorfismo. Es consecuencia inmediata de la definición 1) y 
2) de g. 
3) g es único, puesto que si existiese otro h se tendría que verificar la 


condición 1), esto es, h (x Q y) = f (x, y) y como x Qy forman un sistema 
de generadores de V, Y Va, al coincidir g y h en un sistema de generadores 
coinciden en todo V, Q Ve 


71. Sea (V, 9 V,)* el espacio vectorial dual del espacio V, Q V,. Se ve- 
rifica que 


(103) dim (V, Y Vy* > dim (V,) . im (Vo). 


DeMOsTRACIÓN.—En virtud de 70, para definir un homorfismo de V, Y V, 
en K basta definir una aplicación bilineal de V, x V, en K. Consideremos 
las aplicaciones bilineales : 


Byp=1i=k; 8, =0i+% 


(104) fi; (Uy, V) = Èe 5 . . 
HSE ro E j=l; 8&0 jl, 


Je 


siendo B = {u ..., Us} una base de V, y B' = (v,, ..., Vn} una base de V, 
Sea g:; el homorfismo de V, Q V, en K correspondiente a fu, esto es, tal 
que fı = gu N. Los homorfismos g, son linealmente independientes, pues 
si existiese una relación de la forma: 


(105) 3 2,, 2, =0, 


siendo el cero del segundo miembro (105) el homorfismo cero, sería : 
(106) (Zay gy) N =23 0, (EuN) = Za f,, =0, 


en donde el cero del último miembro sería la aplicación bilineal que trans- 


forma todo par (x, y) en el número cero. Aplicando (106) al par (us, v:), se 
obtiene : 


> 817 Íu (04, Y) = y = 0, 


5) 


y como esto es cierto para cualquier k y cualquier }, 1 < k <n, 1 <i<m, 
queda probado que los g, son linealmente independientes. Como su número 
es igual a n x m = dim (V,). dim (V,), queda probado (103). 


72. 


(107) dim (V, Q V,) = dim (V, Q V,)* = dim (V,) . dim (V,). 
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DEMOSTRACIÓN. —Sean B = (u,, ..., Un) y B' = {Vis ..., va) bases de V, 
y Va respectivamente. Recordando que el conjunto {x Y ylxey, es un sis- 


y ev, 
tema de generadores de V, ® V, cualquier subconjunto B* tal que todo 


vector de {x (Y y) x.y dependa linealmente de los vectores de B* será tam- 
yey: 
bién un sistema de generadores de V, Y V,. Ahora bien, si 


X=, MU to 4% Up y YU toee Y Yo 
se verifica que 


(108) IIR y =%, Y, (Y, DW) ++ + En Ym (4, Q Va) 


(108) prueba que B* = (u, Y V U, Q Va, -s Un Q Vm} es un sistema de ge- 
neradores de V, (3 V», y como el número de elementos de B* es n m, resul- 
ta que 


dim (V, Y V,) < dim (V) . dim (V), 


pero como dim (V, Y V) = dim (V, ® V,)*, resulta, teniendo en cuenta 
(103), que 


dim (V, Q V,) > dim (V,) - dim (V), 


luego queda probado (107). 
De 72 se deduce como corolario inmediato : 


73. Si B, = (fu, ..., Un) y Ba = {Vis -> Vm} son bases de V, y V,, res- 
pectivamente, resulta que 


(109) B* = {u Vyo +++ UL, O Yw oo Uy OS) Y, o U, O Yn È 


es una base de V, Q Va, Hamada producto tensorial de las bases B, y B,. 


De 73 se deduce que un elemento arbitrario de V, @ V, se podrá expre- 
sar, de modo único, mediante la base (109) en la forma: 


(110) a, OV) Han Q Un) t- + an (0 OV $ aam (Un O Vm) 


por lo que a los números @;;, i = 1, n, j = 1, ..., m, se les llama coor- 
denadas del elemento considerado. 


Sean B, = {up -s un} y B^ = {u,n un) dos bases de V, y 
B, = {Vo e Vm} y B'a = {Vi +...) Vm} dos bases de V,. Sea B* la base 
producto tensorial de B, y B, y B* la base producto tensorial de B”, y B”,. 
Sean vy las coordenadas de un elemento de V, & V, respecto de B* e y, las 
coordenadas del mismo elemento respecto de B'*. Se desea hallar las relacio- 
nes existentes entre las v, y las y,;. 
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Sean 


aii) | U 30M, Ho tany imh an 


n? 


V Sbn Va Hoe tbmm j=l, um, 


las relaciones entre las dos bases. De 


A ww, S Yi) = Y Ta la, SD Y) = > Xiz (> auu; ) A > bevi )) 
at Tk ; 7 


1 


=> > > Salu b U OY) = > ( > Z n bjx ) 1,9 v) 
4 j lk 


1 i iJ 


resulta que 
(112) y= > Xy 8d 


que son las fórmulas de cambio de base. 


La definición 35 se extiende a cualquier número finito de espacios 
vectoriales. Si V,,..., V, son r espacios vectoriales sobre el mismo 
cuerpo K, se forma el producto conjuntista V, x V} x ... x V, de estos es- 
pacios y se considera el conjunto V de todas las formas lineales : 


a (Xoo x) +o +a, (Zee) G EK, (XX), EW, x..xV 


1 r 


El conjunto V es un espacio vectorial respecto de las definiciones análogas 
a las (89), (90), (91), (92) y (93). Se llama H al subespacio vectorial engen- 
drado por todas las formas lineales de uno de los siguientes tipos: 


(x, eo X EO eo X) m (X eo Xp eo xX) — (£> eo TO 3) 
E. AS A ma (x,> A Xp eo X,) 


DEFINICIÓN 37.—Al espacio V/H se le llama producto tensorial de Jos 
espacios V,, ..., V, y se representa por 


VH =V, Q- QV, 
y se escribe 


ap Xp 21) tH (O x,. 
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Como V, %... Q V, es un espacio vectorial, se podrá multiplicar tenso- 


rialmente por el espacio vectorial V,., Y... Y Vs. El producto tensorial de 
estos dos espacios se representa por 


VNO OWO. OV. 


. Ahora bien, se puede, por otra parte, efectuar el producto tensorial de 
los espacios V,, ..., Va Vro eu Vs, y se obtiene el espacio : 


VO... OVO- Q V,. 


Se verifica que estos dos espacios son isomorfos, por lo que pueden iden- 
tificarse : 


118 -.-91190119---QV)=V,8---9V,9V,,19---8Va 
esto implica que puede escribirse : 
1D... Dx) (Mr... XI) =XI 0). (Ox, SD X O R Xs 


lo que puede considerarse como una ley asociativa. 


DerinicióN 38.—Dado un espacio vectorial Y y su dual V*, cosideremos 
el espacio vectorial : 


IVA. WOR. OV, 


a los elementos de V’, se les llama tensores, r se llama orden de contrava- 


riancia y s orden de covariancia. A las coordenadas de los tensores de V”, las 
representaremos por 


A 
A 
de modo que, si B= (u,, ..., Un} es una base de V y B* = (uf,, ..., u*,) es 


la base dual de V*, un tensor de orden de contravariancia r y de orden de 
covariancia s, vendrá dado por una expresión de la forma: 


lcd, 
(113) DI 25 9 9,94 9. Du, 


en donde la suma está extendida a todas las combinaciones de orden n r-arias 
y s-arias. 
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74. CAMBIO DE BASE.—Sean B=(u,, ..., un) y B'"=(vw,, ..., Vn} dos bases de 
V y B*=(u*,,... u*,), B"=(fv*,,...,v*,) sean sus respectivas bases duales. 
Empleando la notación de Einstein, suprimiremos en lo que sigue el signo 


. A 
de sumar, por lo que, si llamamos y, ja las coordenadas de un tensor 
Lireo 


rs 


, ki’ de a 
respecto de B’ y B*, y ar , a sus coordenadas respecto de B y B*, y si 
1 


EERTE 


las relaciones entre las bases son: 


(114) Up= aivi UŽ = wr, 


se verificará: 
hi - 
J, O DADAS SD 
Qda 


ho... k 
=s., p (Ue, Qo Q Ue, Q a, Q Ot 


— řeky A . i, . l . 2, *. 
=e (2 ya) 0 ---D(27v,) 9/4 v, Q D(S, vs, 
Ah... % i i t 4 . 
Ea A Yon (M1 e B O TAB o B TY), 


de donde, por ser 

vi, oaa S va, 9 D A c. $) Vi, 
una base, se verificará : 
(115) us ee ai A, 


que son las fórmulas del cambio de base. 
Obsérvese que la relación entre las a' y la b'; viene dada por: 


uu, = (0, y) (al, v) =b al, (yv) = 5, a'y 


esto es: 
= 0, IER. 
(116) bl at, 5 8, s, =l, 1=k. 
EJERCICIOS: 


331. Sea 3 el tensor contravariante de segundo orden de Kronecker. $H = 1 cuando 
i=j y 8U = 0 cuando i # j. Si se efectúa el cambio de base: 
a, = dv, —4v, 4, =y +4 Voy 01=20%=—4 a =1,0= 3 


calcular las nuevas coordenadas de 81%, 
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332. Sea 8!, el tensor mixto de segundo orden de Kronecker, calcular sus coordenadas 
respecto de la nueva base {vp Y, j dada en el ejercicio anterior. 

333. Hallar las coordenadas del tensor covariante de segundo orden de Kronecker, 3 
respecto de la nueva base dada por las fórmulas del ejercicio 331. 


334. Hallar las coordenadas del tensor t,' respecto de la nueva base del ejercicio 331, 
siendo 


4 


as 1, si i=k ó j =k 
PS ; 
k 0, si ik, y jk. 


11. Producto exterior de vectores. Multivectores. Determinantes.—- 
Sea V un espacio vectorial sobre K, de dimensión n. Sea 


(G {r 
W=VX...XV y VI9=VQ...QV. 


Si gs es una permutación de los números (1, 2, ..., r), representamos por o (1) 
la imagen de ¿į en la biyección que hace pasar de la permutación (1, 2, ..., r} 
a la permutación s, es decir: 


e = (e (1), o (2), .... o (»)). 


Representamos también por la misma letra s a la aplicación de V” en V” defi- 
nida del siguiente modo: 


(17 (Ep Xx) = (Xay ee Xa oy) 


EJERCICIO: 


335. Si e = (3142) escribir e (x.> Xx, Xy x) 


Sea N la restricción a V’ del homomorfismo natural de V sobre VS”. 


75. La aplicación N o es una aplicación multilineal (esto es, lineal respec- 
to de cada una de las variables) de V" en VO”, 

En efecto, 
N o (Xu oea, Xy H Xn eee Xp) =N (Xg(1) +» >.) Xo (1) + X'o (0) +++» Xo (7) 

=X) Q -o Q X + Xs (0) O oo R Xo (1) 

=X0 1) 9%)... QED e RX Ha (9) X0 (0)... Xo (1) 

=N0(X 1. Xp. X) A N O (Xp +... Xh ..., Xy). 
No(X,..,AXp..., X,) = N (Xo (t) ++.» A Xo (i) ++.» Xa (7) 

=X0 (9%... DAX)... RDS ian. Da - +. O) 

=A [N 0 (Xx, ...,Xx,)] 
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76. Si c tiene el significado (117), y N es la restricción del homomorfis- 
mo natural, se verifica que existe un homomorfismo, que representaremos 
también por o, de VS"en VS" tal que el siguiente diagrama sea conmutativo : 


o 
v — Vr 


n| E 


q 
vð’ > y9r 


En efecto, basta definir : 
(118) SD... I) XH ... O Xor. 


DerINIcIóÓN 39.—Un tensor contravariante x de VO" se llama hemisimé- 
trico, antisimétrico o alternado cuando se verifica que 


o(x)=i(0).x, 


siendo 2(s) = (— 1), y e el número de inversiones de la permutación c. 
Un homomorfismo f de VS” en otro espacio vectorial W sobre K, se llama 
alternado cuando 


fo=i(0)f 
EJERCICIOS : 


336. Averiguar si son alternados los siguientes tensores: 


a 5u Qu) — 5u, (Gu). b) 2(4, Qu) + 4 (u, O y) — 2 (84 ) 1) — 4(0l, K 01). 
c) (u, Q u, Qu) + (8 O u, Q u) + (4, u, Q u) — (42 Y a, (Y 05) — (u, (9 1, Q Us) 
— (ti; Q u, Q n,)- 


337. Añadir términos al tensor (u, & u,) + 2 (u, &@u,) para que resulte un tensor he- 
misimétrico. 

339. Añadir términos al tensor u, ® u, ® u» perteneciente a VO? siendo B = {u ty 
u} una base de V, para que resulte un tensor alternado. 


339. En las mismas hipótesis del ejercicio anterior, completar el tensor u, (9 u, (Y u, 
a un tensor alternado. 


340. Idem para el tensor u, Y u, Qu- 


DerinicióN 40.—Se llama alternación o antisimetrización a la aplicación 


y9r_2, ver 
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tal que 


A (x) =i(0,)0, (x) + i le) e, (x) +. +¿(7,)0,, (2), 
en donde s,, cz, ..., 6,1 son todas las permutaciones de (1, 2, ..., r). 


77. La aplicación A es un endomorfismo y se verifica que A (x) es he- 
misimétrico para cualquier x. 


DemosTRrRACcIÓN.—Según (118) se verifica que s; i = 1,.. 7! son endo- 
morfismos y A es una combinación lineal de endomorfismos, luego es también 
un endomorfismo. Las permutaciones «, y ṣe) se llaman de la misma clase 
cuando i (0) = ¿(6;), esto es cuando los números de inversiones de «, y de 
s, son de la misma paridad. Como el producto de dos permutaciones de la 


misma paridad es una permutación par y el producto de dos permutaciones 
de distinta paridad es una permutación impar, resulta que 


i (e, e) = (0) .1(0/); 
en particular, 


il o) = l] = 1. 


Por consiguiente, si e es una permutación arbitraria, se verifica que 
z [A (x)] = i (e) [lo 0, (0) + i (e) lo 0, D] +. +1(0, 9) eo, (9) 
=i(F) {i (0 r) le e, 01 + i (e m) loo, (D) +e tile, eer wW] » 
pero el conjunto {o 9,);=,,....,, es igual al conjunto {sih =1,...,r1; luego: 


[A (x)] = i (e) A (x). 
que prueba que A (x) es hemisimétrico. 
78. x = x = x9... 09O... 9X... Qx, € ker (A). 


DEMOSTRACIÓN. —Si representamos por (i, 7) la transposición que cambia 
i en j y j en i, como el conjunto ((, 7) or}e=1,...,1 es igual al conjunto 
lerde=1....,,1 resulta que a cada permutación de este último se le puede aso- 
ciar otra que difiere de ella únicamente en la transposición (t, 7) y será, por 
tanto, de distinta clase, luego para todo sc; se verifica que 


xD... QLD... OL... Q= Lyn. (9/69 -.- xy). - () X,) 
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luego los términos de 
AXO- OLO.. OLO... O) 
son dos a dos opuestos, luego 
ALO- OL- OYO.. Q= 0, 


de donde 
LO. LQD. LO.. OX, E ker (A). 


79. Six es un tensor alternado de 19", se verifica que 


A (o) =(1)x. 
DEMOSTRACIÓN, 
A(x) = Jie) 0, (x) => l (o, )J2x = (1!) xo 
j=1 j=1 


DEFINICIÓN 41.-—Al espacio VO-/ker (A) se le llama espacio vectorial de 


los r-vectores de V, y lo representamos por V*r, A las clases x + ker (A), 
x€ VO» se les llama r-vectores de V. En particular, a x, Q... Q x, + ker (A) 


se le representa del siguiente modo: 


x1%0x%... Xx, ker (A)=X,Ax,A...Ax,, 
y se llama producto exterior de x, pOr X, .., POT Xr. 


EJERCICIOS : 


341. Probar que todo multivector de va siendo B ={ Up Uy u, } una base de V, es 


combinación lineal de los bivectores: u, A u, u, Au, u, A U, 
842. Probar que si y es una permutación arbitraria de (1, 2, 3), se verifica que 


X, Ax A X, —¿(0) (%, (y A E ¿197 A Xa) =0. 
343. Calcular dim V*?, siendo B = (u,,u, u, } una base de V. 
344. Calcular dim V*?, siendo B = (u,> u, u, } una base de V. 


Los r-vectores de la forma X,A ... AX, los designaremos con el nombre 


de monomios. 
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80. PROPIEDADES DEL PRODUCTO EXTERIOR. 
IL (RA+x)Ay=XxXAYyY+zxA my. 
TT. (Ax) Ay =0a(x A y)=xaA (ay). 
111. Un multivector monomio con un factor cero es cero. 
IV. Sic es una permutación de los números (1,8, ..., r), se verifica que 


(119) XAXA. Ax =5(0)|X, 1 AX¿ (2) A. A Xg]. 


V. Un multivector monomio con dos factores iguales es cero. 

VI. Si B = {u, ..., un) es una base de V, B* = {u A... Au), en 
donde (i,, ..., 1,) recorre el conjunto C de todas las combinaciones r-arias de 
(1, 2, ..., n), es una base de Vòt. 


VIL r<dim (V) => dim (Vs") = ( | ). r> dim (Y) => V“ = {0}. 


DEMOSTRACIÓN.—Í. (x, + X) A y = (X, + X2) Q y + ker (A) =[x, Y y 
+x; Q y] + ker (A) = [x, Q y + ker (A)] + [x, O y + ker (A)] = (X, A y) 
+ (X, A y). 

IL (ax) a y = (a x) Q y + ker (A) = a (x Q y) + ker (A) = a [(x Q y) 
+ ker (A)] = a (say) =a [X Qy + ker (A)] = 2 (2 Q y) + ker (A) =x 9 (a y) 
+ ker (A) =XA (a y). 


HI. x, A... AOA... AX=XxQ-..92009... Qx + ker (A) 
= 0 + ker (A) = 0. 


IV, La igualdad (119) equivale a las siguientes: 
XAXA. Ax — ¿(0) [E (1 AA A Xn] 
=x, 0x9... Qx,— ilo) | X,(1) D Ea Q... S Xa(,)] + ker (A) 
<> a[x9x:9 -QIX — 9) (zen) Q... Bx) | =0 


r! 


<> AS Ç HO... Dx) — ilio (s;(x,1) 0 ... 9 %a0))| 


j=1 
= Ni (y 8 .--Qx7)) — PAED CEET ...Qx))=0, 
j=1 j=l 


ya que el conjunto (i(s;) 5) coincide con el conjunto de endomorfismos 


{i (5; 9) c; c}. 
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V. Si en (119) es x, = x; y o es la permutación que cambia i por j de- 
jando los restantes indices invariables, será 


i=-—1 y A... AX 


Xo(1) a(i) 


Aa AX A A Xoi) 


=X A L AZAL AKAL AX SALL AXA ARXA.. AX, 
con lo que (119) proporciona 2 (x, A... AX) = 0, de donde x, A... AX; = Q. 


VI. Sea B = {u, ..., un} una base de V y sea x un r-vector arbitra- 
rio, r <n, 


en donde la segunda suma está extendida a todas las variaciones r-arias con 
repetición de los números (1, ..., r}. Teniendo presente 11, resulta que todos 
los términos con dos u;, iguales son nulos; luego, si indicamos por 
i (fi Jfr) al índice de la permutación (j,, ..., jr) respecto de la permuta- 
ción natural de los números que en ella figuran, será, en virtud de IV, 


2 . 
3 spo . ; ? 
x= > a; > rd rl (4, A...Auz ), 


¿=i c P 


en donde >' está extendida a todas las permutaciones de (k, <k,< ... < k,) 
P 


y > a todas las combinaciones r-arias de los números (1, 2, ..., n). Ahora 
c 


bien, el último miembro se puede escribir en la siguiente forma: 


2 
129 — x=) [Da (Nc ti r) (04 Mo At)» 
C ¿=1 P 
que prueba que {u, A... Au, to, en donde (k,, ..., k,) recorre el conjunto 
1 r 


C de todas las combinaciones r-arias de los números (1, ..., n) es un sistema 


de generadores de V°”. 
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Los r-vectores lu, A A u, te son linealmente independientes, ya que 


D Mepa (eN -> Au, )= => A e ¿(u Q. Qu, ) € ker (A). 
C 


en donde P es el conjunto de todas las permutaciones e de los números. 


[k,, ..., k,). Ahora bien, como el conjunto de los tensores “O... Qu 
forman una base de VS, de la igualdad anterior resulta que Ae, e =0 
para toda combinación (k,, ..., k,) de C. 

Por consiguiente, el conjunto JU A... Alla, | en donde (k,, ..., k,) reco- 
rre las combinaciones r-arias de (1, 2, ..., n), es una base de V`», 


VII. De VI se deduce que dim (v:)= 7 ). Si rœ n en cada término 


7 
de los r-vectores monomios, expresados mediante los vectores de la base 
existirán dos factores iguales, por lo menos, luego, por V, serán nulos. 


EjercicIos: 


345. Sean B = {u up u, } y B= {vp Vp v,) dos bases de V y sea u, = 2v, — Y, 
tye UV ty, BV) U, =— y +, — Vy Si x=, u tt u HA Uy Y=), 4, 
+ YU E YU AS, V EP, Yy YE Y, HIV +Y, Va Calcular la fór 


mula del cambio de base en V+? 


81. Si V y W son dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K, í un 
homomorfismo de Vren W y A el endomorfismo de alternación de VO", se 
verifica que: f es un homomorfismo alternado <=> f (ker (A)) = {0}. 


DEMOSTRACIÓN.—a) ==>. Sea x un tensor arbitrario de ker (A) 
A (x) = 0. Por ser f alternado es fo = i (6) f, o bien, f = i (6) f o, luego: 


0 = fA 0] [Eor] -50r Diw = 7110, 


de donde f (x) = 0. 


b) <=. Sea x un tensor arbitrario de VO”. De 80 IV se deduce que: 


x —i(0) 7 (x) € ker (A), 
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de donde, por la hipótesis: 


fo —i(o)f0 (x) =0, 
que prueba que f es alternado. 
MULTIPLICACIÓN EXTERIOR DE MULTIVECTORES.—Consideremos los espacios: 
v&r = VD. y VEV QV. 


Sea n la aplicación bilineal natural correspondiente al producto tensorial de 
estos dos espacios vectoriales: 


y9rxv9: 2, y9r y vos 
sea i el isomorfismo (véase la definición 37): 
y9r yO: Ly rts, 
Representaremos por A,, A, y A los endomorfismos de alternación de 


VOr, VEs y VOr+s respectivamente, or %,, Tay 7, a los homomorfismos 
, y , P y P v Fa 
naturales : 


VE 7, Vr /ker (A) = V^, vOs Z, yOs/ker (A) = V^", 
v8r+s E, yDr+s iker (A) =V?+=, 
Sea y = zin. Se verifica que y es una aplicación bilineal : 
yO y vOs fa yarts, 


Fijado un elemento y de VO*, se obtiene un homomorfismo alternado py de 
V9ren V+(r+s) mediante la siguiente definición : 

(121) y (0 =p(x y) xE ve, 

Análogamente, fijado un elemento x de VO”, se obtiene un homomorfismo al- 


ternado pọ, de VO: en V+ +9), mediante la definición: 
(122) p= yev. 
Sea z, + z, la aplicación : 


yO yO: TET yòy yts 


176 $ 1. EL ESPACIO VECTORIAL [Capítulo 11] 
definida por 
(+) (y = (5). (y). 
82. La correspondencia y: 
A 

yx pas t pares 

definida del siguiente modo: 
pasy =p). eV", yte V“, 

siendo 

(a, + r3) (2, y) = (x*, y”), 
es una aplicación bilineal. 

DEMOSTRACIÓN. —a) y es una aplicación. Sea 
(+7) y) =06 4733) >. 0)=% (00)70N=" Y 
<> n (x=x)=0 1, (y —y)1=0 <=> x, — E ker (A), y —y € ker (A), 
de donde, por el teorema 81, se deduce: 
Py A—]X)=0. e (y—y)=0, 
o bien, por (121) y (122), 
paA—x,y) =0 p(x,y—y)=0, 
y por ser q bilineal: 
¿xy =p(X,y). px, y) =p(x. y) 
luego 
p (x, y) = p(x. y). 


b) Siendo y bilineal lo es y, 


DrriIvIcióN 42.—Se llama producto exterior del r-vector x* por el s-vector 
y*, y se representa por x*a y* a 


x* A y*=p(x*, y+*). 
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EJERCICIOS: 


346*, Probar que q es una aplicación bilineal. 


347*. Probar que py *s una aplicación alternada. 


83. PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACIÓN EXTERIOR.—1. Six, i=1,..., 
r + s, son vectores de V, se verifica que 


EA.. AXA (¡A LA ¿SA ARA An AX 40 
II. Six* y x* son r-vectores e y* un s-vector, se verifica que 
(x* + x*) A y* = x* A y* + x” A y” 

HI. Sia es un número y x* e y* son multivectores, se verifica que 

(a x*) A y* =a(x* A y*) = x* A (a y*). 
IV. Six*, y* y z* son multivectores, se verifica que 

(X* A xX*) A z* = x* A (y* A z*). 
V. Six* es un r-vector e y* un s-vector, se verifica que 
XA y* =i- 1 iy*A x*). 

VI. Los vectores x,, ..., x, son linealmente dependientes 


<> x A: Ax, =0. 


VII. A toda variedad lineal r-dimensional L de un espacio vectorial V 
le corresponde una recta vectorial única de r-vectores. 


Demostración. —I. Esta propiedad es la definición de producto exterior 
de multivectores en el caso particular de que ambos factores sean monomios. 

II y III. Las propiedades II y III son consecuencia del teorema 82, que 
establece que la multiplicación exterior es una aplicación bilineal. 


IV. Por ser la multiplicación exterior una aplicación bilineal, bastará 
probar la proposición en el caso en que x*, y* y z* sean monomios. Sea 


s*a xA. AXo y =y,M...Ayy 2 =2%,A. .Az,, 
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se verifica: 


xAy*=xX,A...Ax, Ay, A o Ays, 
AA YSA ZA... AX Ay A... AysAz¡ A... Az, 


FAZ yA... Ays AZ A... A Zi, 


XFA (y* A 2*) =X A. L AX Ay ALL AysAz¡ A... Az. 


V. Por la misma razón, bastará probarlo en el caso en que ambos multi- 
vectores sean monomios. Sea 


XX A... AX, y*=2X%r+¡A...Ax,¿4s 
y sea 
o=(r+1,..,1+85,1,2,..., f). 


Se verifica que 


JAx=0o(x A y) = (0 (x Ay); 


pero 1 (c) = (— 1)", ya que el 1 forma inversión con los s primeros números 
de c, lo mismo sucede al 2, etc., hasta el +, y estas son las únicas inversiones, 
luego el número total de inversiones es rs. 


VI ==>. De dx, +... + 4,x,= 0, no todas las 1, nulas, se deduce 
que una, al menos, por ejemplo A,, es distinta de cero, luego 


luego: 


KAL. AX ¡Ax =X/M...Ax, Ala, Xx +... +0, ¡X,4) 


= a (AA... AX AX). do (MA... Ax ¡Ax 9 =0, 
por ser la multiplicación exterior de vectores una operación multilineal y en 
virtud de 81, V. 


VIT. Sea B = (u, -~ u} una base de L y consideremos el r-vector: 
* 


ué=u JA... au. Si B = {v ..., v} es otra base, se verificará: 


EE EEA 


de donde 


vA... Ay, = (0, +..+0,u)A...A(s, U, + .- + 8,, U,) 


= Di ym? u A... Au,, 


a 
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lo que prueba que los r-vectores u, A... AU, Y V, A... AV, correspon- 


dientes a dos bases distintas de L son proporcionales, siendo el factor de 
proporcionalidad : 


(193) io Gan 


s 


EJERCICIOS: 


348. Si B=(u,,8,, U, } es una base de V, calcular las coordenadas de XA y, xAyAz 
siendo x = 7, u, + %,0, +7 %,U y= U, +y, u, +I Up Z= u + 2,0, +2, U, 
349. Sea B = {u Uy U,, u} una base de V, 


a=20,u,b=%2Xb, 4) 0=2%c,0,d=3 d ú, 


Sea x=a Ab, y =cA d, calcular las coordenadas de x A y mediante las coordenadas 
de x y de y. 


350. Calcular la recta de multivectores correspondiente a la variedad lineal L de ecua- 
ciones: 


12 En 
B,, Bo... Y 

n 

(124) A= 21 22 2 

ni LAP : Ban 


una matriz cuadrada de orden n, cuyos elementos pertenecen al cuerpo K. 
Consideremos un espacio vectorial n-dimensional fijo V y una base fija 
B = (fu, ..., un) de V. Llamaremos vectores asociados a la matriz A en V, 
respecto de la base B a los vectores: 


mm 
Pp 
a 
pa 
E 
a 
A 
+ 
+ 
a 
5 


(125) 
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DerinicióN 43.—Se llama determinante de la matriz A, y se representa 


por | A |, a la coordenada del n-vector a, Aa, A... AR, respecto de la base 
UAUA... AU. 


84. PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES.—I, 


(126) LAI = DD Got a ea)? 


Ss 


en donde c recorre el conjunto de todas las permutaciones de los números 
G, 2, ..., n). 


II. El determinante no depende del espacio vectorial V mi de la base B 
en él elegida. 

TIT. Se llama matriz transpuesta de una matriz A, y se representa por A”, 
a la matriz que se obtiene permutando sus filas por sus columnas. El deter- 
minante de la matriz transpuesta es igual al determinante de la matriz dada: 


(127) ¡A]=|AlL 


IV. Al permutar dos filas (columnas) de la matriz de un determinante se 
obtiene otra matriz cuyo determinante es el número opuesto al determinante 
de la matriz dada. 


V. Si una matriz cuadrada tiene una fila (columna) de ceros, su determi- 
nante es nulo. 

VI. Una matriz con dos filas (columnas) iguales tiene determinante nulo. 

VII. Si se multiplica una fila (columna) de una matriz por un número, el 
determinante queda multiplicado por dicho número. 

VIII. Una matriz con dos filas (columnas) proporcionales tiene deter- 
minante nulo. 

IX. El determinante de una matriz con una fila (columna) binomia es 
igual a la suma de dos determinantes cuyas matrices tienen las restantes filas 
(columnas) iguales a las de la matriz dada y la fila binomia viene sustituida 
en cada matriz por los primeros términos y, respectivamente, por los segun- 
dos de la linea binomia. 

X. Se llama menor complementario de un elemento ay de una matriz cua- 
drada A al determinante de la matriz que se obtiene al prescindir en la matriz 
A de los números que figuran en la fila y en la columna a que pertenece el 
elemento a;,,. Al menor complementario del elemento a,; lo representaremos 
por ay. Se llama adjunto de un elemento a,, de una matriz A, y se represen- 
ta por Ay al producto: Aj = (— 1)+Y a. Se verifica que 


(128) [A] =a An Ho tap An =0 Ay Foot Oy Agp ESL an, 
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XI. Empleando las mismas notaciones que en la propiedad anterior, se 
verifica que 


(129) aii Aj + + 4. Ajn = 0, Ay ost ani An =0, iF j- 


XII Se llama menor de una matriz A al determinante de cualquier sub- 
matriz cuadrada de la matriz A, entendiendo por submatriz de una matriz 
la que resulta de suprimir en la matriz un determinado número de filas y de 
columnas. Al menor de la matriz A, que es el determinante de la submatriz 
cuyos elementos están en las filas 1,, ..., 1, y en las columnas j,, ..., Jr, lo re- 


presentaremos por |2, f1; la fa; 3 fr; Jr]. Se llama menor complementario 


del menor | i, j1; -3 În jr | de una matriz cuadrada A, al determinante de 
la matriz que se obtiene al suprimir las filas i, ..., 1, y las columnas fs ..., Je 
en la matriz A. Al menor complementario del menor |1,,7,; 


3 te jr] lo 
representaremos por | sJ; -3 de dr ]% 


Se lama adjunto de un menor 
| io Ji; 3 in fr] de una matriz cuadrada A, y lo representaremos por 
Adj. | i, j; 5 de fr | al siguiente número: 


Adj. Jiii ipih ie SD hte ti ti to tj, iphis ipj, l" 


Se verifica que 


las D iphis dl A ih i s ipte h 
(e 


ar 


en donde la suma está extendida a todas las combinaciones r-arias (ja, ..., je) 
de los números (1, 2, ..., n) o a las combinaciones r-arias (1,, ..., ir) de dichos 
números. 


DemosTrRacióÓN.—I. En efecto, 


a, A... Aa, = A zp) + Gasta UA Mu. 


s 


NH. Sea V’ otro espacio n-dimensional y B’ = (u',, ..., wa} una base ar- 
bitraria de V’. Sea 


, e 
dy =4, 4, + +6, Up 


se verifica que 


a, A... Ag, = > i (0) Giog) Ens n) W A AM): 
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TII. Sea 


b, = 6,44, + ++ + ap Uy, 
se verifica que 


DA... Aby= D O hayi e ay (0, A AU) 


T 


= Dio a ya E) Wray A A Ugen) 
z 


— i (r-l 
= Die Ja ra) e AX) (UA... Aus, 


IV. En virtud de III, basta demostrarlo para las filas: 
aA... Aaj Aa, A... Aa, =—394M... Aa... Aa... Aay 
<> > il) Gaa Ger e Ha y + Inoy (A. A 9) 


= — > ile) tea) Gou Pa Fna y (A A), 
de donde 


i y ` 
> i (e) Bay eso e sy =T 2 NB ero Ge as iny 


V. aA... AOA... aan =0. 
VI. Puesto que el producto exterior de varios vectores es nulo cuando 
dos de los factores son iguales. 


VII. En virtud de 111 es suficiente demostrarlo para las filas: 


ayA...AltagA...Aay=1[a,A...AasA.., Mar => 


> ay a y) + Eng my =t > Ney Fie q) e o y 


VIII. Es consecuencia de que el producto exterior de vectores lineal- 
mente dependientes es nulo. 


IX. 


ajA.. Ala + PdYA...Aa,=8,A...Aa¡A.,..AMAan+a,A...Ab¡A...Aas. 
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X. De las propiedades IV y V de 83 se deduce: 
añ... AapA...Aan=|(a,A... Aa pAaj]A(a;,¡ A... A an) 
=(= oiia; Ala, A.A ajo |A (azpi A... A an) 


=(- pta; A [a A.. Aajo pA (a A... A a.]]. 
Ahora bien, 


a1A... Aa. ¡Aa ¡ A... Aas=0 (40 A... Au) arg (0, AU A... Au) +... 


+ ain (U; A... Ar)? 
luego 
añ... Aan = (— yifan + 000 F din Un) A [azs (09 A... A tn) 


+ aia (0; Au A... Atat... +oam(u A... au. )]] == DA] 25, az (0, Az A ... 


A Un) 23077 (0 AU, AUS A... AU)... + Bn in (Ma AJA A us] 


n 
= (— 1%- Y ajaj ( Au, A... Aj Aj A o. Nas) 
j=l 


Ed 


=(= Im > aijai (— 1/71 A... Auy_,AujyA uy, A... Au, 


” n 


= [E 19/2057] (u, A... Nu) = > a 170,5] (a, A... A un) 


j=l j=l 


-{ aij Aj (UM, A... Atn). 
i 


aA. Aa A. Aaj Aa; Aaj, A.. Aan=0, 
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se deduce: 


0=(-1D/-1a¡A[a,A...Aaj_¡Aaj,¡ A... Aan] 


=(— 1/1 > dikaj y (Ug An, A... A Ugi AU 1 A ... Aus) 
k==1 


n 
AS 17442052) (0, A... AU AUA tgpi A A) 
k=1 


” 
= Dan Aja (4 A... A tn), 
k=i 


XII. 
ar. A aam (1 ATP ATD A Aa) A 
1 r 
(a,A...Aa, Aa; gA Aa 
1 1 
A 20er) 
=(—1)' 7 2 Ii id O No 
Car 
Aun), A. Au; iA mA An, 
. A OS , 
o n i tee tip A DA +1) . 0. 
= Disisi- 1” 7 3 jaj) 
Ca? 
X(W, A... Any), 
pero 


i tati EED tg, Fr +.. GD 


AA cen pe 01D, 


=i tti 12, 


y como (—1)* = + 1, resulta: 


o. o. FE TE A tin‘ o. 
=D lirio YA E jrit) 0 A. Ama) 
Car 


= (Zias 3d, jr\Adj| iji ansi) A... Nun. 


c 


a,r 
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EJERCICIOS: 


351. Calcular los determinantes de matrices de primero, de segundo y de tercer orden, 


352. Demostrar que si a una fila (columna) de una matriz se le suma otra fila previa- 


mente multiplicada por cualquier número, el determinante de la matriz obtenida es igual al 
determinante de la matriz dada, 


853. Dada una matriz de tercer orden calcular otra cuyo determinante sea igual al de la 
anterior y tal que todos los términos situados por encima de la diagonal principal de la ma- 


triz (se llama diagonal principal de una matriz a la diagonal formada por los elementos que 
tienen sus dos índices iguales) sean todos ceros. 


354. Demostrar que en una matriz de tercer orden A se verifica que Ajo Aas — Âa Aar 
=a lAl 

355. Probar que |p A] =P" | A], siendo n el orden de la matriz. 

356. Una matriz A se llama hemisimétrica cuando se verifica que A’ = — A, Demostrar 


que el determinante de una matriz hemisimétrica de orden impar es cero y el de una matriz 


de orden par es suma de cuadrados. (Comprobar esto último para una matriz de cuarto 
orden.) 


357. Aplicar XII a una matriz de quinto orden. 


12. Ecuaciones de los homomorfismos entre espacios vectoriales. 
Operaciones con homomorfismos.—Sean V y V’ dos espacios vectoriales 
sobre el cuerpo K de dimensiones n y m, respectivamente. Se ha visto (6, 45, 
c) que un homomorfismo « de V en V’ queda univocamente determinado cuan- 
do se da la imagen de una base de V. Sean B:= {u ..., un} una base de V 
y B= ([ul,, ..., Um} una base de V’. Sean: 


(130) 


— 
2 
~ 
7 
= 
= 
| 
o 
s 
+ 
+ 
a 
2 
3 
A 
3 


las imágenes de los vectores de la base B en el homomorfismo +. Si x es un 
vector arbitrario de V, si x’ = % (x) es su imagen en a y si 


xX 


x , 
A, UU +. +2, u 


se verificará: 


r wt- t ZU = a (0) = 0 (u) +..+2u,«(u,) 


= (8,7, + 44) IU, Ho (8, %, to O A) pr 
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de donde 


(131) 


son las ecuaciones del homomorfismo a respecto del par de bases (B, B^). Las 
ecuaciones (131) se pueden escribir en forma matricial del siguiente modo: 


(132) Pp) =p A) A= 


Resulta, por tanto, que, dadas las bases B, B’ ae V y V’ se puede establecer 
una aplicación: 


(133) Hom (V, V’) mz, MT 


nxm 


del conjunto de los homomorfismos de V en V’ en el conjunto In nm de las ma- 
trices de n filas y m columnas. Esta aplicación es una biyección. En efecto, 
dada una matriz arbitraria A de Mm, la correspondencia 


a r (a 
A a a C a a O 


en donde las x., ..., Y, están relacionadas con las Y,, ..., Vm mediante las 
ecuaciones (132) o las (131), es un homomorfismo de V en V’, luego I es su- 
prayectiva. Si « y 8 son dos homomorfismos a los que corresponde la misma 
matriz, de (130) se deduce que ambos homomorfismos transforman la base B 
en los mismos vectores de V”, luego son iguales. 


85. TEOREMA DE DEFINICIÓN POR ISOMORFÍA.—$1i R es un sistema algebrai- 
co (por ejemplo un grupo, anillo, cuerpo, espacio vectorial, etc.) y M un con- 
junto, entre los que se ha establecido una bivección I, se puede definir una 
estructura algebraica en M de modo que se obtenga un sistema algebraico 
isomorfo a R, del siguiente modo: 


Sea + una operación interna de R. A los elementos de R los designamos 
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por X,y,... y a los de M por x’, y ... Designamos por I a la biyección dada 
de Men R y ala biyección de M x M enR xR: 


I, y) = (1 (0), 160). 
Se define la operación + en M de modo que el diagrama 
I 
MX M—>RXR 


Ho t 
M è «— R 


(134) 


sea conmutativo. Por consiguiente, será: 


Y + y = 11 (1 (0) +1(). 


Si o es una operación externa de R, esto es, una aplicación de K x R en 
R, siendo K un sistema algebraico, se designa por I la aplicación de K x M 
en K x R definida del siguiente modo: 


I (a,x) = (8,1 (1). a€K. 


Se define la operación externa » en M de modo que sea conmutativo el si- 
guiente diagrama : 


T 
KX M——KXR 


(135) Ñ | | o 
rt 
M _—_——— R 


DemMostRACIÓN.—a) Supongamos que R sea un anillo con la adición + 
y la multiplicación *. La adición definida en M por (134) es uniforme, En 
efecto, si Y + Y = Y ya + y = f, será 


z = IA (I (mA) +10),  =11(1(5+10605), 
de donde 


ISISI y X=f. 
La adición en M es asociativa : 
(E Hy S= MU (AAA y) + 1) 
= 11 (1 (11 (I (e) AIO EE = I IN +16) 


= 121 A r) + (109 E = m E (7) + E (605 + e 
= 11 [I (e) Iy r) + (Y 4 2). 
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La adición en M es conmutativa: 


Pry =A ATOY 11000416) =y ++. 


El elemento 17! (0) es el cero de M: 


a” + (0) = 12 (1 (9) + T (0))) = 121 (e) +0) = 1 (1 (9) l 


El elemento opuesto al elemento s” es I~ (— I (7)). En efecto: 


+11) = 44 (0 +1(11 1) 
= 12 (I (4) +16) = I- (0). 


Análogamente se demuestran las propiedades homólogas de la multiplica- 
ción, por lo que nos limitaremos a probar la distributiva: 


(y +2) = 1-1 (14.10 +2) = 11 (1(4) 1 (2005 +16))]1 
= I M (4 [1100 + 16011 = 111 (+) .1 05 +16) .1(51 
= I [I I~ (1.169 + 15 (1 (10) 
=H 14941470] =4Y +2. 
b) Supongamos que R sea un espacio vectorial. Nos limitamos a la ope- 


ración externa. Sea a € K. La operación externa es uniforme: 


ax =z, ox ==> 7 =11 (814) =f. 


Sia, bEK. 

(a+ db) = I-t (a+ b) IA) = 121 [a1 (0) + 061509] = 

IA (11) + 111140] = 212 p arrar +bx. 
a(x +y) = 191 (01 (7 +y) = 1-2 [a .1 [E (165 + 16091) 

= HA [a . (1 (+) + IOD] = 1-2 [81 (7) + a1 69] 

= 11 (111 {a I (49] + II-t (81 (y9]] = I-t fI (as) +1(0y9] =ax + ay. 
ta b) v = 1-1 ((8 b) 1 (0) = 1-1 [a (b (1(0)3 = E! [a [I I- (é (l 

= F [a [1 (b 93] = a (b x’). 


1.7 =1-1 (1.1 (47 = 41 (7) = Y. 
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c) Análogamente se prueba en el caso de cualquier otro sistema alge- 
braico. 

Aplicando este teorema a la biyección (133), y recordando (57, 8, $ 1) que 
Hom (V, V’) es un espacio vectorial, las definiciones (134) y (135) dan lugar 
en este caso a las siguientes definiciones de adición de matrices y de multi- 
plicación de matrices por números. 


Sean A y B dos matrices de Mo. y sean z y $ sus homorfismos corres- 


e 


pondientes respecto de I-t. Se verificará : 


A +B = I (I-71 (A) + 1-1 (B) = I (« +08), 


ahora bien, recordando que I (y) es la matriz formada por las coordenadas 
de y (u), 1 = 1,..., n respecto de PB’, de 


(+80 =20, +80, = (0, 4, ++), 4,7) + (0, Y, Ho tbmm) 
= (8, HOU, + + (896 + Pym) Uy 


se deduce que 


(136) A cncreerncnonnnn 


Análogamente, la definición (135) aplicada a este caso da lugar a la si- 
guiente definición de multiplicación de una matriz A de My, por un nú- 
mero p: 


$ A = I($ I> (A)) =I (f a) 


y como 


(Bau, =P (00) =P(0, YU, ++ + 2 UU) E a + (BP 8.9) Ww 


($ a) u, = $ (a u,) =} (8, w, tat Anm Um) = (64 On) w, host (? anm) Wp 
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resulta 


(137) pPA= 


Definición 44.—Se llama suma de dos matrices A y B de Wmns y se re- 
presenta por A + B a la matriz (136) que se obtiene sumando los números. 
que ocupan el mismo lugar en las dos matrices. Se llama producto de una 
matriz A por un número p, y se representa por p A, a la matriz que se obtie- 
ne multiplicando todos los términos de A por p. 

En virtud del teorema de definición por isomorfía, de las definiciones an- 
teriores y del teorema (57, 8, $ 1), resulta el siguiente : 


86. El conjunto Mu.” de todas las matrices de n filas y m columnas, con 
elementos de un cuerpo K, es un espacio vectorial de dimensión n m, respecto: 
de las definiciones de adición y multiplicación por un número de la definición: 
anterior. 

Obsérvese que para establecer la biyección (133) es necesario fijar las ba-- 
ses B y B’ de V y V’, respectivamente. A cada par de bases (B, B”) corres- 
ponde una biyección 1. l 

Sea V un espacio n-dimensional sobre K y consideremos el conjunto: 
End. (V) de todos los endomorfismos de V. Se ha visto (61, 8, § 1) que 


End. (V) es un álgebra. La biyección (133) aplicada a este caso proporciona: 
una biyección: 


(138) End. (V) —> Mo. 


siendo 3, el conjunto de todas las matrices cuadradas de orden n. La biyec- 
ción (138) permite definir en SI, una estructura de álgebra, en virtud del' 
teorema de definición por isomorfia. Vamos a estudiar ahora la multiplica-- 
ción de matrices de un modo más general. 


Sean V, V’ y V” tres espacios vectoriales sobre K de dimensiones m, w 


y $, respectivamente. Sean «a, $, y homorfismos que hacen conmutativo el 
siguiente diagrama: 
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El homorfismo y se llama producto de « por B, y se escribe y = $a. Sean 
A, B y C las respectivas matrices de a, 38 y y respecto de las bases 
B = ius o Um), B o= (u,, ..., wa) y B” = (ue, ..., up»): 


La matriz C se llama producto de la matriz A por la matriz B, y se escribe: 


(139) CAB: 


De esta definición resulta que para que la matriz A se pueda multiplicar 
por la matriz B es necesario que el número de columnas del primer factor 
sea igual al de filas del segundo. Esta condición es suficiente en virtud de la 
biyección (133). 

De (139) se deduce: 


(M0) = Ca U”, + + Cpu), = Ba (0) = B (0, 4, + «+ 0, 0) 


a BW o + 2, 8 U 


=a (bu A T o t an On U o H ba 


ii 


(a bi Fota, bn) u“, teet Cn b,» Fo + Gn bao) Up 


de donde: 


ĉa = %, ba Foe t Gin bai 2001 Cip = Oy, bip do... + an bnp 


Omie Gmn ) b.b a b +... + Omn bn lm bip Ho t ann Pnp 


DEFINICIÓN 45.—Se llama producto de la matriz A, de dimensiones m x n, 
por la matriz B, de dimensiones n x p, v se representa por A B, a la matriz 
del homomorfismo y producto del homomorfismo a por el homomorfismo f, 
siendo « el homomorfismo correspondiente a la matriz A entre los espacios 
Vn y V',) respecto de las bases (B, B^) de estos espacios, B el homomorfismo 
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entre V”, y V”, correspondiente a la matriz B, respecto de las bases (B” y 


B”) y A B la matriz de y respecto de las bases (B, B”). La matriz A B viene 
entonces dada por la igualdad (140). 


De esta definición, de 84, 83 y (138) se deduce el siguiente teorema: 


87. El conjunto MI, de todas las matrices cuadradas de orden n es un 
álgebra isomorfa al álgebra de los endomorfismos de un espacio vectorial Va: 


(41) End. (VD = Ms 


EL GRUPO G L (n) DE LOS AUTOMORFISMOS DE UN ESPACIO VECTORIAL NM-DI- 
MENSIONAL.—Un automorfismo (8, 61, D) de un espacio vectorial es un en- 
domorfismo que es isomorfismo. 


88. [zes un automorfismo de V) <=> [B = (u, -s un) es base de 
F => B'= (fa (u), ..., « (un) es base de V}. 


DEMOSTRACIÓN.. ==>. 


ker (a) = 0 <> h(x) =0 =>x=0), 


luego 


z alu) +o +%.a(u,) =0 <> alr u, +. +2, u= >r u, +o 
aan E E =..=1% = 0, 


por ser B una base de V. 
<=. Sea 4 un endomorfismo. a) « es suprayectivo. Si x es un vector ar- 
bitrario de V y si 


x=Y%, a (u,) +..+*% 0(u,) = RCA u toe + Fa 4,), 


el vector y = X; U, +... + ta U, es tal que a (y) = x. 
b) ker (x) = 0. En efecto, 


x € ker (a) <> 0 =a (X) = a (F, U, + o + 2p 0) = 2, (a (0) + o + 2%, (a (Up) 


de donde 1, =...=*.=0yx=0. 
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89, a es un automorfismo de V ==> a (u) A ... A 2 (Un) +0, para toda 
base B = (u,, ..., Un). 


DemosTRACIÓN.—En virtud de 88 basta ver que 


alud a... aru) +0 <> B=(fa(u,), .. a (u,) 7 


es base de V. En efecto: a) «==. Si (v,, ..., Va} es una base de V y fue- 
SEVA... AV, = 0, sería v, Q... Q Vn € ker (A), siendo A el endomorfismo 
de alternación de VS», lo que implicaría que A (v, Q... ®Va) = 0, pero 


aV- D= D HO (0 Yam)” 


3 


lo cual es imposible por ser los tensores vea) Q... Vem) linealmente in- 
dependientes. b) ==>. Si B’ no fuese base sería linealmente dependiente y 
su producto exterior seria cero. 


90. «es un automorfismo de V <=> | A | 40, siendo A la matriz de a 
respecto de cualquier base. 


DremosTRACIÓN.—Es consecuencia de 89 y de 


a (U) A... A an) = [A] A... An). 


Sea a el automorfismo definido por: 


a (u) =4, 0, + + 8,7 Uno 
ÓN 


a (u,n) = Gp, U, + E yy Ups 


Al automorfismo inverso lo representamos por a? y a su matriz corres- 
pondiente, respecto de la base B = (u,, ..., un), por A”?. De (142) se dedu- 
ce que 


(143) aat = > AA! al, 
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siendo : el automorfismo identidad: : (x)= x, V x € V e I la matriz unidad: 


10..0 
(144) I= | ernonnennnns 


La matriz A“! se llama inversa de la matriz A. 
De 90 se deduce: 


91. |A] #0 <=> La matriz A posee inversa. 
De todo lo anterior resulta : 


92. El conjunto G L (n) de todos los automorfismos de un espacio vec- 
torial n-dimensional es un grupo isomorfo al grupo multiplicativo de las ma- 
trices cuadradas de orden n y determinante distinto de cero. 

De (120) y (121) se deduce que 


Ay An 
3, Sn Pa] FA | 10 0 
A AN : : =f EA 
ani rmn Arn ... Ann 00 1 

ES EN 


De (143) y (145) se deduce, por la unicidad de la matriz inversa, que 


1 An. Êm 
aie fin lA] iA] 
Gni Cn Ain Ann 

lal yA] 
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1. Operaciones lineales con matrices. 


DerivicióN 1.—Una matriz sobre un cuerpo, anillo, grupo, etc., K es una 
aplicación de I x J, I = ([1,..., n}, J = (1, ...,m), en K tal como la si- 
guiente: 


3 > 0 1 
1 

4 2 + 0 

0 0 3 6 
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Los elementos de K imágenes de los elementos (i, 1), ..., (i, m) se dice que 
forman la fila i-ésima de la matriz. Los elementos imágenes de (1, 5), ..., (n, $), 
forman la columna ¡-ésima de la matriz. Los elementos de una matriz se re- 
presentan por una misma letra con dos subíndices, que representan al elemen- 
to (i,j) de I x J original del elemento dado. Por consiguiente, el primero 


indica la fila a que pertenece el elemento y el segundo la columna, así por 
ejemplo : 


Una matriz de n filas y m columnas se dice que es de dimensiones n x m. 
Dos matrices se llaman equi-dimensionales cuando poseen el mismo número 
de filas y el mismo número de columnas. 


A las matrices las designamos también por una letra mayúscula o ence- 
rrando entre paréntesis su elemento general a; del siguiente modo: 


Siendo las matrices aplicaciones, dos matrices (ay) y (by), aplicación de 
Tx Jen K y de T x J' en K, respectivamente, serán iguales cuando I x J 
= I x F y dy = by, 1=1,.,m=1,... m. 

Esto es, dos matrices A y B 


se llaman iguales cuando son equidimensionales y los elementos que ocupan 
el mismo lugar en ambas son iguales. Por consiguiente, 


A=B <> 4, =b a =È 


i R san =b na =b 


192 > m 1m? 


Al conjunto de todas las matrices de dimensiones n x m lo designaremos 
por Mam. 
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[Capítulo II] 


DerINIcIÓN 2.—Siendo los elementos de Mim aplicaciones de I x J en 


K, si K es un grupo aditivo abeliano se puede definir una adición en W 


del siguiente modo: (a + b); = ay + bip esto es: 


1. 


nxm 


El conjunto Wa,m, respecto de la definición de adición anterior, es 
un grupo abeliano, cuyo elemento cero, o matriz cero, es 


EJERCICIOS: 
358. Averiguar si son iguáles las siguientes matrices: 
554 4412+49 6+06-4 p 
A= 6 : B= 


359, 


360. 


361. 


EI (2—1) (2 + 1) 


Escribir las igualdades equivalentes a la siguiente igualdad de matrices : 


(r x 


Sumar las matrices: 


Demostrar el teorema 1. 


—2 


3 0 
—3 1 


2—1 


2 +, za (a Y, $ a Y y Ga Y, + 23 Iy 8, y, + két) Ya) 


) 
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DerinicióN 3.—Si K es un anillo o cuerpo, dado un número p de K y una 
matriz cualquiera (an) de Mu,m, se llama producto de p por la matriz (ay), 
y se designa por $ (ay) a la matriz: 


$ (a, ,) = ($ a,j) 


2. La multiplicación de números por matrices posee las cuatro propie- 


dades siguientes: 


Lp [(a,) + (b,)] = p (ay) + p (bi). 
IT. [p + q] (ay) = p (01) + q (an). 
HI. {p q] (a) = $ [g (a1)]. 
IV. 1. (ay) = (a). 


EJERCICIOS: 


362. Multiplicar el número 4 por la matriz 


+ 3, —1, 0 
3 
1, {> 2, 1 


363. Demostrar el teorema 2. 
364. Demostrar que si 0 es el elemento cero de K, y A cualquier matriz, es 0A = O y 


que (— 1) A =—A. 
De 1 y 2 se deduce: 


3. Si K es un cuerpo, el conjunto Mu, es un espacio vectorial. 


EJERCICIOS: 


365. Hallar una base de J,a 
366. ¿Qué dimensión tiene ST, ,? 


2. Multiplicación de matrices. Transposición. 


DerinicióN 4.—Dados los conjuntos de matrices nin, Mao y Mmv, Se 
puede definir una aplicación : 


Iemen X Mano — Mimo po 
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llamada multiplicación, del siguiente modo: 


Omi Amn bm e Pap Om bate + ann b...an b +.. +a, b 


Obsérvese que para que la matriz A sea multiplicable por la matriz B es 
necesario y suficiente que el número de columnas de A sea igual al número 
de filas de B. Obsérvese también que puede ser A multiplicable por B y no 
ser B multiplicable por A. Además, si las dimensiones de A y B sonm x n 
y n x p, respectivamente, las dimensiones de A B son m'x p. 


4. La multiplicación de matrices es asociativa, distributiva respecto de 


la adición y conmutativa respecto de la multiplicación por números, esto es, 
se verifica: 


I. (AB)C=A(BC). 
I. A(B+CO=AB+AC. 
II. (p A)B = $ (A B) = A (p B). 
IV. Se verifica que A I = A para toda A, siendo 


Análogamente, I A = A. 


EJERCICIOS: 


367. Comprobar 4 en casos particulares. 
368. Probar que AO=0, OA=0, A(—B)=— (AB) 


369. Calcular 
( 3 7 5 —7 ) 
2 5J \—2 3 


< 
API 
| 
N or 
l 
w mn 
~ 
a 
D w 
aon 
an 


870. Calcular (a, ay a) | 2 y by |O aya) 
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371. Calcular 


-1 2 —ı 2 

2 —1 1 2 —1 1 

(o al A TA E 
4 —6 4 —6 


372. Calcular 


BDG -a O (5) 


373. Escribir las igualdades equivalentes a la siguiente igualdad matricial: 


83 —1 5 
wola 2 —3 |=(3.2.1. 
1 6r 


374. Escribir la igualdad numérica equivalente a la siguiente igualdad matricial: 


¡CA y)f c a. G x | =0. 


375. Escribir en forma matricial los siguientes sistemas: 


4r—2y= 21— y+4z— t= 1 
a) 3r+5y=2 b) +idyg— 24+3t=-—2 
£= y= 5r+2y—82+ f= 4 
376. Escribir en forma matricial los siguientes sistemas: 
27+3y—62=0 1+57+8y—22+ t=0 24+ Br y=Y 
al 5r+ y+4z=0 bl 3-2r4+ y+tde+5t=0 c) 1+4+2y=y 
B3x—2y+ :=0 6+3r+2y— z2+7t=0 5— xrx+6y=%, 
377. Escribir en forma matricial los siguientes sistemas: 
8 r + Hanin =0, G z t + tn = Cp 
a) A a ai aos b) Rias 
Om 7, t Hannan =0 Om a to t amn n = Cw 
1 =1, 
e) 15h tai tot Onw 


Fa = By E Gp 7, to t Onn fn 
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MULTIPLICACIÓN DE MATRICES POR CAJAS.—Consideremos el siguiente pro- 
ducto de matrices, en el que se han decompuesto las matrices A y B en cajas 
del siguiente modo: se han trazado rayas verticales entre las columnas i, e 
h+ l, iei +1,..,1e 1, + 1 de la matriz A y entre las filas i e i + 1, 
i ei +1,..,1.€e 1, + 1 de la matriz B. Las rayas horizontales de la ma- 
triz A son arbitrarias, así como las rayas verticales de la matriz B. A las ca- 
jas que se han formado en la matriz A se les ha llamado A,,, ..., Airy a las 
de la primera fila, esto es, a las cajas limitadas por la horizontal trazada por 
debajo de la fila 7,, etc., Aso «o.» Asia ra, a las cajas de la última fila, esto 
es, a las que están por debajo de la última horizontal trazada por debajo de 
la fila fj.. Análogamente, se han designado por B,,, ..., B,+,, a las cajas de 
la matriz B situadas en la primera columna (a la izquierda de la vertical tra- 
zada detrás de la columna h,-ésima, etc., de modo que: 


. aj ir+i ... aln 


Ayi Air+1 
A =f eese eneses j ese f ueesse sesoaresenus == Vorcoranonnro. 
se Astos ++ Asiproa 
Zjstiip+i >te Bj 
Imit amn 
y 
UN ' bihi bi kea b2 
bs, bah bin b 
11 1% Ar i$ B  +-Brrys 
¡O E | eeseenaa EETEEEEEI = : : 
Iz G B co Brape 
A ET AAA ipti 7+11 PH 
TA e.. | nkpya np 


Moultiplicando la matriz A por la B se descomponen los diversos elementos 
de la matriz A B tal como se indica a continuación : 
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con... 


liita ... Qin 


Aj iy Cin 


aj tip +e aj tii .. 


ümy ++. ami 


Ži 


... ZEN 


br, co. bh, 


Ojs+pip ir + Ajo 


Ami +i 


ihti eee bp 


EEE 


r.. Diheta Di 4 


+11 ... ÓN 


bni . Önhi 


errer’ 


Di tihti ... bi, + 18 


On hiti np 


h n i n 
ETT +. + > akên e 417 brp Jaat > 4, p Èkp 
1 ¿pri 1 i tL 
h ” EN n 
Y rt ho. + > j,k Öka 0. Day 404) ho + > aja bp 
1 i +i 1 1,+1 
it n i "n 
> Birnrtra +. + > 41% TOR > aj tik dep te Tt > Tj tik Php 
1 i +1 1 i, +1 
^ n EN n 
> amb +. + > amk bry > amk brg hero > amp brp 
1 i, +1 1 ¿+1 


202 $ 2. MATRICES [Capítulo II] 


t 


Y abno D ady D arba. È ardu 


Pm, 
e 

e 
” 

te 

= 

x 
x 


1 1 i t1 t, +1 
i i ” n 
> Gj k Öki > ajk Bap > jk Žr >a ajk brp 
1 t +1 i t1 
E E AT O = ea 
EN A Ed ” 
> Ojs+re ki > > jetik Dep > Ark ee > Gjs41k Čr 
1 1 +i i +1 
t is ” ” 
2 Amk be > Amp Pap > Amp ky- > amk brg 
1 1 J t i, +1 i t1 J 
A, Ba, A, 1 B, t+1 17+1 r+11 17+1 r+1 t+1 
A E E a RTE a] E E E a T SE 
Asn Ba N As B, t+1 Asi r+1 aa 1 Asi Y+1 Ba +1 
A, B,, + + A, r+1 Bor A B, t+1 Teri A, r+1 Brn, t+1 
A B +... +4 B SA B +... +A B 


$41,741 7412 7 0 541,1 1,41 541,741  Y+1, +1 


Resulta, por consiguiente, la siguiente fórmula de multiplicación de matrices 
por cajas: 


Ka B 
Aa A, r+ B,, %1,£41 
Bra 28 Asa, 7+1 Brini 2 hate 
2 
A, Batet Ark Braa <A A, Boa to + A, pi Birte 
E A a ea a RR O ANN AS , 
Asa Ba, E Ass Bar n Asira Bota + + Asin ra Y+l,t+1 


esto es, la multiplicación por cajas se efectúa como si las cajas fuesen nú- 
meros. 
Ejercicios: 


878. Multiplicar por cajas las siguientes matrices: 
bu ór 
æ 61 bas 


Aez 
öz bs 


( 44 ag 


4a Agg 
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379. Multiplicar por cajas las siguientes matrices: 


to | fi f Aii | ig 43 
0 | 1 0 Agy | agg dgs 
0] 1 831108 zs 


380. Multiplicar por cajas las siguientes matrices: 


11.0 0 aiil a ts 
O | wii wi azi | Z223 Agg 
O | Wag Wag a31 | 332 033 


381. Multiplicar por cajas las siguientes matrices: 


o f f aii iz 413 £4 10.0 
01 0 azi | A39 Qag 4:1 0 
0 | 0 1 a31 | agg %z 0 1 


DEFINICIÓN 5.—Se llama transpuesta de la matriz A, y la designaremos 


por A”, a la matriz que se obtiene al cambiar filas por columnas en la ma- 
triz A: 


EJERCICIOS : 


382. Escribir las transpuestas de las siguientes matrices: 


2 —3 4 11 12 11 12 13 ` 
âs | 5 17 ) B =| ban Bag Caf AOS SS 
si Baz Ca 32 3 


5. PROPIEDADES DE LA TRANSPOSICIÓN DE MATRICES. 


L (AY =A. 

IT. (A+ BY =A +B. 
HIL ($ AY =p A". 

IV. (ABY = B'A’. 
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EJERCICIOS: 


383. Demostrar las propiedades I, 11 y III. 
384. Comprobar en un ejemplo la propiedad IV. 


DerFINICIÓN 6.—Se llaman matrices simétricas aquellas que son iguales a 
sus transpuestas y hemisimétricas las que sus opuestas son iguales a sus trans- 
puestas: 

A simétrica <=> A = A’. 

A hemisimétrica <=> A’ = — A. 


EJERCICIOS: 


386. Probar que las matrices simétricas y las hemisimétricas son matrices cuadradas. 


388. Probar que si A es hemisimétrica todos los términos de la diagonal principal son 
nulos. 


3. Determinante de una matriz cuadrada.—Sea c = (i, ..., in) una 
permutación de los números (1, 2, ..., n). Pondremos: 


T (69) = to koa (2) = la asi D (n) = ye 


Si t = (Jis ..., fa) es otra permutación, pondremos: 


ro(b=r(r(d)=" G) = i y To (n) =r (e (n)) =7 (9) = Jin 


EJERCICIOS: 


387. Si r=(34251) y 7=(Q1534), calcular (1), (2, e (8), r(í), (8) 
ro (1), ...,7 o (5). 


Dos elementos ip e i, de una permutación e se dice que forman inversión 
cuando en el orden natural i, precede a ig. Si e es el número total de inver- 
siones de una permutación s, se llama índice de e, y se representa por i (e), 
a (— 1). 


Ejercicios: 


388, Contar los números de inversiones de las siguientes permutaciones: r.= (8 4251), 
T =(2153 4), (ro (1), 7e (2), re (3), 7o (4). 770), (cr, r(2), e7(3), 07 (S), 
er (5). 

389. Calcular los índices de las siguientes permutaciones: o, = (251468), o, = (5381642), 
e, =(426531), o, = (214865), 9, c T 


3r Ti fy Paro 
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Si e y t son dos permutaciones de los mismos números, la permutación 


Coel), 77(2), 77 (8). 70 (4), ..., 7 o (n)) 


se llama producto de la permutación « por la permutación + y se escribe sim- 
plemente - o. Se verifica: 


(1) i (re) =1i(7).i(0). 


En efecto, si el par de números (i, j) forman inversión en la permutación e 
para que sigan formando inversión en la permutación ts es necesario y su- 
ficiente que no formen inversión en la permutación r, luego cada inversión 
perdida al pasar de s a ze es producida por una inversión de t. Del mismo 
modo, cada inversión de + perdida al pasar a t e procede de otra inversión de 
e, luego el número de inversiones de 7 « es igual a la suma de las inversiones 
de s y de las de t disminuida en un número par, luego si e es el número de 
inversiones de e y e” el de r, el número de inversiones dera es e* = e+ e 
— 2 k, siendo k un entero no negativo, luego 


A 
esto es, i (z o) = i (1) . i (o). 


DEFINICIÓN 7.—Si P es el conjunto de todas las permutaciones de los nú- 
meros (1, 2, ..., n), se llama determinante de la matriz cuadrada A de orden 
n, al siguiente polinomio: 


D RS 3 
(2) A] = > i (T) Gat) Žas ca) = Ons iny 
sep 
EJERCICIOS: 
390. Calcular 
l ! a, ià 11 1.9; 13 
NS E E 2 Pos %y 
21 22 a a 
31 32 33 * 


-391. Calcular los signos de los siguientes términos de un determinante: 
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392. Calcular los siguientes determinantes: 


2 3 1 2 3 100 1 2 3 
| , 4 3 6j, 8 2 3j, 24 6 
4 —5 
j T89 912 5 1 — 


6. PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES (*). 
I. 


(3) ¡A! = > i (0) La % (2) 2 a ny 


JEP 


11. Si una linea de la matriz A está formada por ceros, el determinante 
de A es nulo. 


TIT. Sila matriz B se obtiene de la matriz A permutando dos de sus filas. 
(columnas), se verifica que: 


|[B]=—|A]. 


IV. Si una matriz posee dos lineas paralelas iguales, su determinante es- 
nulo. 

V. Si se multiplican todos los elementos de una linea de una matriz por 
un número, su determinante queda multiplicado por este número. 


VI. Dos filas (columnas) de una matriz se llaman proporcionales cuando 
los elementos de una se obtienen multiplicando los de la otra por un mismo 
número. El determinante de una matriz con dos lineas paralelas proporciona-- 
les es nulo. 


VII. 
By ss On 8,0, 8,08, 
BED Oin + bin [5] tn e tin Hi Dieben 
erario Panini Ll ici 
Bo San Pay lnn | am Gan | 


(*) Las demostraciones de estas propiedades se han visto en (79, 11, $ 1). El lector que nc- 
haya estudiado aquella parte se limitará a aplicar estas propiedades en los ejercicios que: 
siguen. 
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VIL. 
Byron Gn 8, 
Qi + Li 
ai a 
Oy eestesresses ayn Buy e Opn | 


DeF1INICIÓN 8.—Se llama submatriz de una matriz A a toda matriz que se 
obtiene suprimiendo un cierto número (que puede ser nulo) de filas y un cier- 
to número (que puede ser nulo) de columnas de la matriz A. Al determinante 
de una submatriz cuadrada de la matriz A se le llama menor de la matriz 
A. Si A es una matriz cuadrada, al menor que se obtiene suprimiendo la fila 
i-ésima y la columna j-ésima se le llama menor complementario del elemen- 
to Qy y se representa por «y. Si A es una matriz cuadrada, al menor que se 
obtiene suprimiendo las filas y columnas distintas de las filas i, ..., i y de 
las columnas f., ..., jr, lo designaremos por |t, Jis da Ja «> ir jr]. Al menor 
que se obtiene suprimiendo las filas 3,,..., 1, y las columnas f,, ..., fy se le 
llama menor complementario del anterior y lo designaremos por |i fis la fa, 


e. Ia jr | *. Se llama adjunto de un elemento æj, y se representa por Ay, al 
siguiente producto: 


(4) Ay = DH ayy. 


Se lama adjunto de un menor |i 5,1230 -o ir jr | de una matriz cuadrada, 
y se designa por Adj. | å ji: izja -o 1,7» |, al siguiente producto: 


Adj. A Jy i iy aaas i, i, l = (— Dí, to... +i tjt ..». tir] 5 Je i Ja res i, j, | * 
IX. 


(5) 2, As +a, As +..+86,,A,, = 8; A +... +0, A, = JA] i=l, nn. 


(6) 4, A, + By Aja HF A =a Ay +..+48,/A,=0 iF 
X. 


T lAļ= > lihih iisi Ad 14,454 430 34,1,1. 


TIA 
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EJERCICIOS: 


393. Aplicar la fórmula (3) a una matriz de tercer orden y comparar con el ejercicio 390. 
394. Demostrar la propiedad II. 
395. Comprobar que 


Gt hs Ga O Ca 
Ca Ca Ias Ga Pa Iag | 
La as fsa 51% % 


396*. Demostrar la propiedad IV. 
397*, Demostrar la propiedad V. 
398*, Demostrar la propiedad VI. 
399*. Demostrar las propiedades Vil y VIII. 


400. Escribir tres submatrices de la matriz 


401. ¿Son 


submatrices de A (Ej. 400)? 


402. Escribir un menor de primer orden, otro de segundo y otro de tercero de la ma- 
triz A del ejercicio 400. 


403. Escribir los menores complementarios f,, y £,, de la siguiente matriz: 


bia biz bas dr 
B= bar Pae Das Paa 

bar Daz Pas Baa 

t b, b b 


404. Escribir los adjuntos de b,, Y de b,, en la matriz del ejercicio anterior. 
405. Escribir los menores |11;43| [23;34| de la matriz del ejercicio 403. 


406. Escribir los menores complementarios de los menores del ejercicio anterior, Idem 
sus adjuntos, 


407. Aplicar la fórmula (5) a la matriz del ejercicio 398 para i = 2. 
as; agg] 


ayi dagl 
31 Asg 
del ejercicio 393 y, en caso afirmativo, escribir el adjunto correspondiente. 


409. Aplicar la fórmula (7) a la matriz B tomando i = 2, A = 4, 


408. Averiguar si es menor complementario de algún elemento de la matriz 
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7. El determinante de un producto de dos matrices cuadradas es igual 
al producto de los determinantes de las matrices factores: 


(8) |AB|=¡A]|B|. 


DEMOSTRACIÓN. —Basta observar que 


GB, E De ...0 
By 0.10. 0 
LAJ(B]= 22 Mp0 
1 . g bire Din 
Qee L| bm e bnn 
D..... 0 (G ba + + anba) (ar byn Fo Ean bnn) 
D..... 0 | — (am dy Po + ann Da) (Bay E E F Onn Pnn) 
lo... 0 By eetereteerettesrerenreressrerssnerreresre bn 
D..... 1 Oy rra ancnncannae an 
=(— 1)” o| =(— poteti+... +20 +(1+...+) | 4 pj 
JES 
nt (3a +1)3n 
=(- 1) 2 JaBI=— 1D *D/AB|=[AB|. 


4. Matriz inversa de una matriz cuadrada.—Sea A una matriz cua- 
drada tal que | Aj +0. De (5) y (6) se deduce: 


i Ai _ Ml Arj _ itk 
(9) Ai =1. 2 ja =” ik, 
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de donde: 
As Asi 
ij -ee Gn Lap TA] 1...0 
ao E po m 
anj >>> Una A;n Ann - 0... 1 
lar Y tA] 


-Se llama matriz inversa de una matriz A, y se representa por A“!, a la 
matriz tal que 


(1) ATA=1l AAl=lL I= e 


En virtud de (10), si 


As; ez An 
14] A] 
(12) A-I = : : 
Ajn Ann 
lA] JA] 


se verifica que A A”? = 1. Ahora bien, en virtud de (5) y (6) se verifica tam- 
bién que 


(13) A-A =I, 


luego (12) es la matriz inversa de la matriz A. 


La matriz inversa es única, ya que si existiese otra B, tal que A B = I, 
de (13) se deduciría : 


AA(AB)=A-1, (A-1 A) B = A-1, B = A-1. 
Ejercicios: 
410. Calcular las matrices inversas de las siguientes: 


1-12 0 10 
aefa 3) (73) c=fo 31]. D=fo 0: 


2 7 4 2 i 
1 25 3 —2 5 
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411. Suponiendo que |¡C—B|+0, resolver la siguiente ecuación respecto de X: 


A-XB+XC=D,. 
2 
412. Calcular A2 — 38 A — I, siendo A = i : ) i= ( k : |. 
413. Comprobar, en casos particulares, que toda matriz cuadrada A es solución de la ecua- 
ción [A—A1]=0 cuando en ella se sustituye A por A y |A| por |A]|1, siendo I la 
matriz unidad. 


414. Calcular las potencias sucesivas de la matriz 


0100 
0010 
00.01 
0000 


415. Calcular el determinante : 


x —1 0 0 0 0 
0 x —1 0 0 | 
0 0 x —1 0 0 j 
A= 
0 0 0 x —1 0 
0 0 0 x —1 
a b c d e x —f 


416. Calcular la matriz X de modo que se verifique 
XA =C, 


siendo | A | +0. 


417. Considerar el caso particular del ejercicio anterior en que X = (x,,..., £,), 
E = (Cia 67). 


418. Aplicar el ejercicio anterior a la ecuación matricial: 


i1 —1 0 
AA U 1 1 |=(, —2, 3. 
2 1 1 
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$ 3. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. 
ELIMINACION LINEAL 


1. Definiciones. Regla de Cramer.—Se llama sistema de ecuaciones li- 
neales a un conjunto de expresiones de la siguiente forma: 


| Gai tat, + Fanfani 
x t = 
(Mm az 1 + a Ya + + Can n Cg 


en donde las a,, y los c, son números de un cuerpo K, ¿=1,...,m,j=1, 
..., n, y las Zi ..., Y, son letras denominadas incógnitas. Se llama solución 


del sistema (1) a todo vector p = (fı, ..., Pn) tal que se verifiquen todas las 
igualdades siguientes: 


aa Pi Eaa Pa + Hd SC 
DE RA E 


am b, + üm Po + + Gn bn = C. 


Dos sistemas de ecuaciones se llaman equivalentes cuando tienen las mis- 


mas soluciones. Esta relación de equivalencia entre sistemas es una relación 
de igualdad. 


Resolver un sistema es averiguar si posee soluciones y, en caso afirmativo, 
hallarlas todas. 


Los sistemas que poseen solución se llaman compatibles y los que no po- 
seen solución incompatibles, 


Si llamamos y, A y c a las siguientes matrices: 


11 mi 
(3) =p tr) A= | : y E= (C e Emp), 
5 Omn 


el sistema (1) se puede escribir en la siguiente forma: 


(4) sA=c. 
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Vamos a considerar, en primer lugar, el caso particular en que A sea una ma- 
triz cuadrada de determinante no nulo. 


REGLA DE CRAMER.—Sea el sistema (4), siendo 


8, . On 
T= (pet) A= . CA 
ân : Onn 


de (4) se deduce, multiplicando por la derecha por A”!, 


(5 z = e ATI, 


1. Los sistemas (4) y (5) son equivalentes. 


DemoOsTRACIÓN.—Sea p:= (fis ..., Pa) una solución de (4). Se verificará: 


(6) pA=cC, > 


de donde, multiplicando por la inversa de A, 


(1) ? = c A~, 


que prueba que p es solución del sistema (5). Reciprocamente, si p es solución 
de (5) se verificarán las igualdades (7) y, multiplicando por la derecha por A, 
se obtiene (6), que prueba que $ es solución de (4). 

Como en el sistema (5) las incógnitas están univocamente determinadas, 
resulta que, en este caso, el sistema (4) tiene una única solución y ésta es el 
vector del segundo miembro de (5). Efectuando las operaciones de (5) se 
obtiene : 


tx s| SA, toe + Cp An at tiie) 
y rn ja] ` lA] 
de donde: 
C Ga ... Ga a Ga c 
1 t 
8 z = — f: i 7 O a e 
( ) 1 Aj r : ` n r 1 A 
Ca Gon : Onn Gin n-1n En 


fórmulas conocidas con el nombre de regla de Cramer. 
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EJERCICIOS: 


419. Resolver el sistema: 


420. Resolver el sistema: 


2 s 
—*, + 4. —3x, =1 
2x, — + z= 2 
421. Resolver el sistema: 
*, = 2 
27, + z, =-1 


— 4 +47 + 2, 
2727,+x%, 


z t2 + E P E 


E — 
3 i x 


2. Rango de una matriz. Dependencia lineal de vectores. 


DerINIcIóN 1.—Se llama rango de una matriz A al mayor de los órdenes 
de los menores no nulos de la matriz. 


EjErcIcIoS; 


422. Calcular los rangos de las siguientes matrices: 


123 
2 —1 38 100 000 
A= , B= , C= , D=l<56 
(0755) (oio) (oao) 
789 


423. Si la matriz A posee un menor de orden r distinto de cero, ¿puede ser su rango 
inferior a r? 

424. Si una matriz de dimensiones m x n posee un menor de orden m distinto de cero, 
¿cuál es el rango de la matriz? 

425. Si B es una submatriz de la matriz A, ¿qué relación existe entre r (B) y r(A)? 
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Dada la matriz 


49) A= 


designaremos por a, y a', a los vectores formados por las filas y las colum- 
nas de A, respectivamente : 


2 = (y, Gig o Giph i= l, oo mM; ay = (0,4, Gap o Oph Í = 1, 0... A. 
Sea L la variedad lineal engendrada por los vectores filas: 
(40) x=2,8,+2,8, Hoe + Aman 


1. TEOREMA FUNDAMENTAL. La dimensión de la variedad L es igual al 
rango de la matriz A. 


DemMosTRACIÓN. —Supongamos que entre los vectores a,,..., Am haya r 
linealmente independientes y que todos los restantes dependan linealmente de 
ellos, por ejemplo: (a,, ..., ay) son linealmente independientes y 


(11) apa F Ppa to trap i=l. nr. 


a) Por la transitividad de la dependencia lineal se verifica que todos los 
vectores. de L dependen linealmente de (a, ..., as), ya que de (10) y (11) se 
deduce : 


x= (À +8 Ay, Ee t Bno A) ato + (A, + har Ay, Poe E gr An) ay 


luego {a,, ..., a,) es un sistema de generadores de L y, como son lineal- 
mente independientes, forman una base de L, luego: 


(12) dim (L) = r. 


b) El rango de A es menor o igual a r. Sea 


un menor arbitrario de A de orden s >r. Por ser dim (L)«= r, el teorema 


de la base implica que los vectores a,,,..., a; son linealmente dependientes, 
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esto es, uno de ellos, por ejemplo, a; depende linealmente de los restantes, 


luego una de las filas de la matriz del menor M depende linealmente de las 
otras y, por tanto, ei determinante es nulo. 


c) El rango de A es mayor o igual a r. Sea s el rango de la submatriz 
formada por las filas a,, ..., as: 


(13) B = 


(14) T= 


y todos los menores de orden superior serian nulos. De (14) se deduce, por 
el teorema de Cramer, que el sistema 


(15) 


tiene solución única. Ahora bien, por ser nulos todos los menores de orden 
superior a s, se verifica que 


As A; Tis Tis | 

0= . = : |? t=s+1l,..,1, 
8 -Oss Os Gs -ass is: i 
Orro Ors Org j0 O aata MT as As 


re GA Se 4,,A,)=0, t=s+1,..,2, 


y como T # 0, 


(16) 
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De (15) y (16) se deduce que 


a,=4,28,+-.+2A,85 


que está en contradicción con la hipótesis de ser a,, 
te independientes. 


Por consiguiente, rango (B) = r. Como B es una submatriz de A, es 
rango (B) < rango (A), luego 


n As, o Ar linealmen- 


r < rango (A). 


SEGUNDA DEMOSTRACIÓN (*). — Si dim(L) =" y s>r, los 


s vectores 
ais a; son linealmente dependientes, luego 
as A... Ma; =0, 
pero 
a a e y 

iy Bije | 

(17) a, A... Ra, = > : : (uy, A...Au)=0, 
¡AAA 


isj + es 


en donde (J,, ..., js) recorre todas las combinaciones s-arias de orden n y uy, 


es el vector (0, ..., 1, ..., 0) con el uno situado en el lugar j}. De (17) se de- 
duce que todos los menores de orden s, siendo s >r, son nulos, luego 
r(A) <r. 

Por ser dim (L) = r, entre los vectores a, existen r linealmente indepen- 
dientes, luego el producto exterior de dichos vectores es distinto de cero; 


luego una de sus coordenadas, que es un menor de orden r de la matriz A, es 
distinto de cero, luego r (A) >r. 


Onservación.—El teorema fundamental puede enunciarse empleando los 
vectores columnas de la matriz A y la demostración es la misma. 


CONSECUENCIAS. —I. El máximo número de filas (columnas) linealmente 
independientes entre las filas (columnas) de una matriz es igual a su rango. 


II. El rango de una matriz es igual al número de sus filas (columnas) 
<=> Todas sus filas (columnas) son linealmente independientes. 


(*) Está demostración hace uso del producto exterior de vectores. 
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II. | 4] +40<=> Todas las filas (columnas) de la matriz cuadrada A 
son linealmente independientes. 

IV. B es la submatriz de A formada por las r primeras filas (columnas) 
y rango (B) = r (4) <=> Las filas (columnas) ars -s Am (a'ni ++) An) 
dependen linealmente de las r primeras. 

V. Si el rango de las m — r matrices (n —r matrices) que se obtienen 
añadiendo a la submatriz B, de rango r, de la matriz A formada por las r pri- 
meras filas (columnas) cada una de las filas (columnas) restantes es igual a 
T, el rango de la matriz A es r. 

VI. Los vectores as = (ans, ..., am) i = 1, ..., n, forman una base del 
espacio vectorial n-dimensional V <=> | A | +0, siendo A la matriz cuyas 
filas (columnas) son las coordenadas de los vectores as. 


CÁLCULO DEL RANGO DE UNA MATRIZ. —La consecuencia V proporciona el 
siguiente método para el cálculo del rango de'una matriz A (9). Como el vec- 
tor cero depende linealmente de cualquier conjunto de vectores, se prescinde 
de todas las filas nulas que figuren en la matriz A. Supuesto que en A no 
existe va ninguna fila nula, se elige la submatriz 


1 


(18) A, =(48,, --.4,,) 

formada por la primera fila. Se elige un menor de A, no nulo, por ejem- 
plo, a,,: 

(19) a +0. 

Esto permite escribir : 


rango (A,) = 1. 


Se considera la submatriz 


20) Mes 8%) Ln 
2 a 


y en ella se elige la submatriz formada por la columna que contiene el ele- 
mento (19): 


Se añaden a la matriz A,, sucesivamente, las restantes columnas de la ma- 
triz (20) hasta encontrar un menor de segundo orden no nulo. Si todos ellos 


2. Ranco. DEPENDENCIA LINEAL 219 


fuesen nulos el rango de la matriz A, (V) sería uno y la segunda fila depen- 
dería linealmente de la primera, luego se podría prescindir de ella para el 
cálculo del rango y se sustituiria en A, la segunda fila por la tercera fila 
de A. Así se seguiría hasta llegar a una fila de la matriz A tal que la matriz 


poseyese un menor de segundo orden, en el que entrase la primera columna, 
distinto de cero. Si este menor fuese 


(21) Gi Giz | + 0, 


4 Gi 


se formaría la matriz que resulta de añadir a la matriz A, la fila siguiente: 


A, =| 2, 


Mura Mera me Sin 


se forma la submatriz de A, con las columnas en que intervienen los elemen- 
tos de la matriz del menor (21): 


Mu Cera 


y se añaden sucesivamente a esta matriz las restantes columnas de la matriz 
A, hasta hallar un menor de tercer orden distinto de cero. Así se sigue hasta 
agotar todas las filas de la matriz A. El orden del último menor no nulo ha- 
llado es el rango de la matriz A. 


EJERCICIOS : 


426. Calcular el rango de la siguiente matriz: 


> 

i 
Poo l 
CE- 
t m 
.HONDmA 
JAPAN 


atta oo oo 
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427. Calcular el rango de las siguientes matrices: 


303 1-14 
AA —1 10 0 11 

e IR DA 0221 01 

A= 1-82210 , B= Cari a 
Prea o g aN 011 0 01 

A 000 1 01 


3. Teorema de Rouché-Fróbenius.—El sistema de ecuaciones: 


(22) 


e... +... o. +... ... o)... . ... +. 


se puede escribir en forma vectorial del siguiente modo: 


(23) sa tra, Ho Hian O 
en donde 
(24) a; = (0p typo Omb Sd... n; eS (6,5 0.0 Cop): 
Si el vector p = (p,, ..., Pn) es solución del sistema (22) se verificará: 
(25) dt a,+?,2,+..+?,3,= 


relación que expresa que el vector e depende linealmente de los vectores 
fa,, ..., an). Sea L = L (a;,, ..., an) la variedad lineal engendrada por los vec- 
tores a,, ..., An. La relación (25) expresa que e pertenece a L. Por consi- 
guiente, se ha probado que: 


(26) El sistema (22) tiene solución => c€ L(a,, ..., ap). 
Recíprocamente, e € L (a,, ..., an) equivale a decir que e depende lineal- 
mente de a,, ..., an, esto es, que existen unos números (fı, ..., Pa) tales que 


se verifica (25), pero esto equivale a decir que el vector p = (fı, ..., Pn) €s 
solución del sistema (22), esto es: 


(27) c E€ L(a ... a) => El sistema (22) tiene solución, 
De (26) y (27) se deduce el siguiente: 


2. TEOREMA.—E! sistema (22) tiene solución <=> El vector e = (c,, 
-s Cn) pertenece a la variedad lineal T. (a,,..., an) engendrada por los vec- 
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tores a, = (ai -o am) eo An = (ain «>», Am), cuyas coordenadas son los 
coeficientes de X,, ..., Xp, respectivamente, 


3. TEOREMA DE RoucHÉ-FrósBENIUS.—1. El sistema (22) tiene solución 


e rango AA = rango fl eeevrronsne. =r. 


(28) T= +0, 


el sistema (22) es equivalente al sistema: 


Ey — airt riy ..« — An Xp jg... fir 


x lr Array Xrti -ee — Arn En Grgo... rr 
= 
T 
CA e anaesiaans sos sorirrreeresesrresaseecrearasees 
(C E rre sas rr 

Br Airai Ci — Ary rty — + ++ 7 iyn £n 
los ly Cr — arry Erti — e — irn &n 
Xr = T — 


DEMOSTRACIÓN. —1. En virtud de la consecuencia IV del teorema funda- 
mental se verifica que 


rangoj eee = rango f oeecccco <> eE L (ay oo an) 


y, por el teorema anterior, 


cE Lía, .-,a,) <> El sistema (22) tiene solución. 


2. a) La relación (28) implica que 
Bo ains 
(30) rango EA =r. 
8 .q Cc 
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La hipótesis y (30) implican, en virtud de IV, que: 


| (riaa? iii rw Erg) SAna (8, ,> eo po c.) Fert Artnr (2,,, sen 


(31) 


En virtud de (81), el sistema (22) se puede escribir en la siguiente forma : 


1 == 
8%, Toe E c 0, 


(32) 
Aria A toe Arar Orn Fa Poe E 


Am (f Ho H nae Hoe t Amr (6 7 Ho t 0%, — e) =O. 


b) De (32) se deduce qhe el sistema (22) es equivalente al sistema 


(83) 


llamado subsistema principal del sistema (22) y a sus ecuaciones ecuaciones 
principales de (22). 


c) El sistema (33) se puede escribir en la forma: 


| BF tee tag, RA r Fra e Gan Fn 
CCC E E E E AE 
l apito tag, Z, = C, ri Fry Sim w 
o bien: 
Ao 
E, , x,) 
(85) 
aree ly 
= (e, barni ra Tr Tra e O Om LAD 


Por el teorema de Cramer, (85) es equivalente a 


(36) A 


r 


ra ra TT o a Te o Mia q AAA 


y (36) coincide con (29). 
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EJERCICIOS: 
425. Averiguar si tiene solución el siguiente sistema: 


*,— 4, +21, — 7, =1 
24,435, + 2,55 


soer t Tr —42, = 0, 


429. Resolver, si se puede, el siguiente sistema: 


| 27 + s AR z =—1 
1,271,421, — *, = 2 
57,—57,+8x, =—5 

2, —= %, = 0 
21, +87, —4x, +27, = —3, 


430. Resolver, si es posible, los siguientes sistemas de ecuaciones: 


7,2 4,4 E 2 
B3x —5x% =0 
21, —Bx,— z= 0 1 2 
s —ádx 1 
a) — 1,3, =-—4 b) a $ i 
— z 4s =O 
i +tixr= 6 sr —tzx, —4r =1 
-rtz = 1 
2,—6x,+ 4,21 ,— x=0 
= s tT s, +27, — 87 =1 
c) Ta —4r =5 
4r +6x,— s +51 —Tx,=0 


1 


—Tr, +27,+8%, +27, 
Los sistemas que no tienen solución se llaman incompatibles. 


4. Sistemas lineales homogéneos.—Se llaman sistemas lineales homo- 
géneos a los siguientes: 


(37) 


De (37) se deduce que un sistema homogéneo posee siempre como solu- 
ción el vector cero: (0, ..., 0). Por otra parte, para un sistema homogéneo 


224 $ 3. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. ELIMINACIÓN [Capítulo II] 


siempre se verifica que el rango de la matriz de los coeficientes es igual al 


rango de la matriz ampliada con los términos constantes. Sin embargo, el 


vector cero, por ser siempre solución de un sistema homogéneo, se considera 
como solución trivial del mismo. 


DerinicióN 2.—Se llama solución de un sistema homogéneo a toda solu- 
ción distinta del vector cero. 


411 2 ayn 
4. a) El sistema homogénco (37) posee solución <=> rl ......... <n 
Amy > Anm 
KETI * Gin 
br rk....... =r <n <=> El conjunto de todas las soluciones del 
Amy mn 


sistema homogéneo (387) forman una variedad vectorial lineal de dimen- 
sión n—r. 


DemosTRACIÓN.—2) Si a: = (0,1, ..., Om), i = 1, ..., n, el sistema (37) se 
puede escribir en la siguiente forma: 


(33) sa +..+%,3,=0  0=00,..,0). 


Si p = (fis --, $n) es una solución de (37) distinta del vector cero, será: 


(39) b.a,+..+9,a,=0, 


y la relación (39) expresa que los vectores a,, ..., an son linealmente depen- 
dientes. Recíprocamente, si los vectores a,, ..., a, son linealmente dependien- 
tes se verifica una relación de la forma (39) en la que no.son nulas todas las 
Pi, luego el vector p = (fı, ..., $n) es una solución de (37). Ahora bien, en 
virtud: de la consecuencia 1 del teorema fundamental se verifica que: «Las 
columnas de la matriz de los coeficientes de (37) son linealmente dependien- 
tes» <==> »Rango de la matriz de los coeficientes de (37) menor que el nú- 
mero de incógnitas.« 

b) Sea L el conjunto de todas las soluciones (incluido el vector cero) del 
sistema (37). El conjunto L es una variedad vectorial lineal. En efecto, si 
P = (Pr, -o $n) y q = (9; --.» qn) son soluciones de (37), se verifican (39) y 


(40) 9,3, +---+4,2, =0. 
De (39) y (40) se deduce que 


(4D) (P,+9)a,+--+(0, +9, a, =0, 
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y (41) prueba que el vector p + q es también solución de (37). Luego: 
pqeL=>p+q€L. 
De (39) se deduce: 
Apa +..+(Mp)Ja, =0. 
luego: 


pEL=>ApEL, 


luego L es una variedad vectorial lineal. 


Sean a, ..., ar linealmente independientes y a, ..., a, dependientes li- 
nealmente de a,, ..., a,. Se verificará : 


(42) 


Las relaciones (42) prueban que los vectores 
Pra A A a Pa = p eo Parn O o 0, — 1) 


son soluciones del sistema (37), luego pertenecen a L. Ahora bien, 


A E a 0 
r Pro Pro 0—1 0 =n —r, 
Pai bar 0 0..—1 


ya que el menor formado por las últimas n— r columnas es igual a 
(— 1)" + 0. Por consiguiente, los vectores pris = pha son linealmente in- 
dependientes y rango (L) > n—r. 


Los vectores {Pris -o Pa} forman un sistema de generadores de L. En 
efecto, sea q = (9,, ..., qu) Otro vector arbitrario de L. Se verificará : 


(43) 9,9, +..+9,9,+ 9741 87,1 Foo + 2,2, =0. 


Multiplicando las igualdades (42) por q»,;, ..., Qu, respectivamente, y suman- 
do a (43) se obtiene: 


i + Praa Ira AE E CA Ira Toe A AA 
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y como los vectores a,, ..., a, son linealmente independientes : 


(44) 


(45) 


se pueden escribir conjuntamente las (44) y (45) en la siguiente forma: 


a + ar O AA 


que prueba que el vector q depende linealmente de Pr ..., Pa. Por consi- 
guiente, B = {Phi - Pa} es una base de L y dim (L) = n —r. 


DerINICIÓN 3.—Las ecuaciones (37), o su equivalente vectorial (38), se lla- 
man ecuaciones implícitas de la variedad lineal L formada por todas las so- 
luciones de (37). 


EJERCICIOS: 
431. Resolver el siguiente sistema homogéneo: 


41,— rt ro *,+ r,=0 


3r + s +2%, + *, —2x, =0 


s —21,— 4,21, +81,=0 
— z + rt r =O 
3r +21, +21, — z =0. 


432. Resolver los siguientes sistemas homogéneos: 


4, —,+3%, =0 str -— r, =0 
o o aiB gj S Bean nne 
1 2% a [7a T33 57 
-rt —5r =0 | 2r, + rt s =0. 


4. SISTEMAS LINEALES HOMOGÉNEOS 227 


433. Calcular ) de modo que tenga solución el siguiente sistema homogéneo y hallar 
todas las soluciones del mismo. 


ax = 

vF Y =1%,> 
är x E E 
ar + ¿+2 251%, 


47,+3x, = AA 


434. Resolver los siguientes sistemas: 


5 


0, | +, *, + z, =O, 
b; — 4, +27, + zx, 


o | +27, + A E 
t — 3r +2%, =0, 


— *, + + — 4 Ean =0 
Un caso particular importante de sistema homogéneo es el siguiente: 


(46) CRC E O E =N— 1 


En este caso la solución del sistema puede ponerse en la siguiente forma: 


x, xz 
aig >- ajn 24 Aig «reyn 
Ani ... ünn Anag Anm113 +. - Anan 
x; Ca 
Goo o io ++ Gyn Mio. 
a E caia PO ar: 
SS n-itil +e Onyon Ani +++ On 


en donde el denominador de v, es el menor de la matriz de los coeficientes 


de (46) que se obtiene suprimiendo la columna ¿-ésima, multiplicado por 
Enya. 


5. Variedades lineales en el espacio vectorial. Eliminación en sis- 
temas homogéneos.—Dados los vectores 


a, = (A, yr eo do eo am = mp ee Omn) 


la variedad lineal vectorial L = L (a,, ..., am), engendrada por ellos, tiene 
por ecuación: 


(48) xX=2A, a + + + An dm: 
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La ecuación (48) es equivalente al sistema : 


| E, 4, A ++ y Am 
(49) O 
l KT Gn A, +. c+ amn As 


Las ecuaciones (49) se llaman ecuaciones explícitas o paramétricas de la 
variedad lineal L. Se ha visto en el número anterior que una variedad lineal 
se puede expresar también mediante ecuaciones implícitas, Se trata ahora de 
hallar las ecuaciones implicitas correspondientes a la variedad lineal L cuyas 
ecuaciones paramétricas son las (49). 


Sean 
a x 
aa mı 11 Omi 1 
(50) E AAA A E a cd 
Gin Gmn ain Amn “a 


En virtud de la consecuencia IV del teorema fundamental, se verifica: 


(51) x € L <> r(A) = r (B). 


Ahora bien, si r (A) = r y 


Cue, 
T= : s + 0, 
AA 
se verifica que 
a. BA A! 
i = 0. 
1r rr 7 
a ÓN L Y+ f, +1“ r41 
(5) r(B)=r<>r : ZE = <> CN RO . 
IA A A 
= 0, 
17 rr $ 


Gn ssi Son Fa 
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Luego las ecuaciones (53) son las ecuaciones implicitas de la variedad lineal 
L. Desarrollando las ecuaciones (53) se pueden escribir en la siguiente forma: 


(54) 


5. Si (49) son las ecuaciones explícitas de una variedad lineal L, de di- 


mensión r, las ecuaciones (54) son las ecuaciones implícitas de L y se verifi- 
ca que 


(55) r 


DemosTRACIÓN.—De las equivalencias (51) y (52) se deduce que L es la 
variedad de las soluciones del sistema (54), luego si el rango de la matriz 
de (55) es s, en virtud del teorema 4, se verifica que dim (L) = n — s y como 
por hipótesis es dim (L) = r, se obtiene que s = n —r. 


DEFINICIÓN 4.—Se dice que las ecuaciones lineales homogéneas: 


son linealmente independientes, cuando el sistema formado por ellas no es 
equivalente a otro sistema lineal con menos ecuaciones. En caso contrario se 
llaman linealmente dependientes. 


6. Las ecuaciones (56) son linealmente independientes 


DemosTRACIÓN.—Sea 
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y L la variedad lineal formada por todas las soluciones de (56). En virtud de 
4 es dim (L):= n — s, y por 5 son (54) las ecuaciones de L y, por tanto, el 
sistema (54) equivale al (56). Ahora bien, el número de ecuaciones de (54) es 
n — (n — s) = $, luego dado el sistema (56) se puede hallar otro equivalente 
con s ecuaciones, siendo s el rango de la matriz (57), con lo que queda pro- 
bado el teorema. 


7. Las ecuaciones (53) o (54) de la variedad lineal vectorial (49) son li- 
nealmente independientes. 


DerinicióN 5.—La operación de pasar de las ecuaciones explicitas (49) a 
las implícitas (54) de una misma variedad vectorial lineal, se llama elimina- 
ción de los parámetros »,, ..., Am de las primeras. 


8. Sean (56) las ecuaciones implicitas de la variedad vectorial lineal L. 
Si el rango de la matriz de los coeficientes del sistema (54) es r y sí 


A, Ar 
(58) T=|+ = 0, 
aa Ar | 
se verifica que: 
l 1 = T, T+1 %1 Fost Tin Aar’ 
2 7 are A Toe + Ton Aow 
(59) x, = Ta r A, +totTa Alp 
Xa RT A, 
Xa = — T Any 


en donde Tup i=1,...,r, j =r+1,...,n, es el menor de la matriz de los 
coeficientes de las r primeras ecuaciones de (56) que se obtiene sustitu- 


yendo en la matriz del menor (58) la columna i-ésima por la columna j-ésima 
de la submatriz: 


de la matriz del sistema (56), son las ecuaciones explícitas de la variedad vec- 
torial lineal L. 
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Como 
T, TTU Tin 
T, 7410 Tan 
(60) r To E = n —r, 
—T ü 
0 ...—T 


por ser el menor formado por las n — r últimas filas igual a (— TY" +0, 
los vectores formados por las columnas de la matriz (60) forman una 
base de L. 


OBSERVACIÓN. —El paso de las ecuaciones explícitas a las implícitas de una 
variedad vectorial lineal L corresponde a la operación de eliminación de los 
parámetros de las ecuaciones explícitas y el paso de las ecuaciones implícitas 
a las explícitas equivale a la resolución del sistema formado por aquéllas. 
Aparecen, por tanto, las operaciones de eliminación y resolución como in- 
versas una de otra. 


Ejercicios: 


435. Hallar las ecuaciones implícitas. de la variedad lineal L definida por las siguientes 
ecuaciones paramétricas : 


z =— à +2a, +81, +2A, 
*,= 24, —%A, — A, + A, 
z= A 2A, t A +2 
,=—32,+62, -22,—52, 


436. Hallar las ecuaciones implicitas de la variedad lineal L engendrada por los siguien- 
tes vectores: 


a, =—1,0,2,0,8), a,=(2,1,0,1.—2). a,=(,1,2,1,D, 
a, = G, 2, 6, 2, 5), a, = (0, — 1,1,0, 0). 


437. Halar una base de la variedad lineal: 


3r — zt e 2a + z =0 
s +27,+83x%, — 4r t27 =0 
—21, +37 +27 —2x, + r,=0 
zi — str =0 
51 ttr —tr +3x,=0 
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488. Eliminar v, y x, en el siguiente sistema: 


34 ,— a A — 4,=0 
ki -— 24, +2, =0 
27, + t tör —3x,=0 

5r, — rt x =0. 


439. Eliminar +, y x, en el siguiente sistema: 


27 + 4, — «+21, =0 


”,— e, +2x,— s =0 


Br +2:, + s+ s, =0 


[Capítulo II} 


6. Variedades lineales en el espacio afín. Eliminación en sistemas 


no homogéneos. 


DerinicióN 6.—Se llama variedad lineal en el espacio afín al conjunto de 


todas las matrices (£,, ..., Ya), llamadas puntos del espacio afín, que se ob- 
tienen dando valores numéricos a 2,, ..., A,, en el siguiente sistema : 


1 


*, =4, A +. + arà, + €, 
x 


(cn ¿20 A +. + A 


R 
l 


n = On A, ++. + Gp A, + Ca 


El sistema (61) se puede escribir en forma matricial del siguiente modo: 


(62) s= g tee tà, a, +e, 


siendo 


F = (Zee Syah 04 = (8,7 e anb ister cem (e meer Cad 


Ahora bien, (62) puede ponerse en la siguiente forma: 


(03) e£—=0=A0,+.+2A,G, 


que expresa que el vector v —c depende linealmente de los vectores 
Gi, =.» @r, expresión que permite considerar el conjunto de vectores (+ — c) 
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como una variedad lineal vectorial y aplicar lo visto para estas variedades 
lineales. 


Eliminando las A, en (63), se obtienen laS siguientes ecuaciones: 


8,8, B,, 0,,%,—C, 
TEA A te HA A Sr s =r R : : 
apa e nr On e Ony Fn — n 


ĉir aas a me 
5 ; =0, 
Gs "ass s Té: 
Ora ras Psar T Esya 
(84) O NN 
Bos z5 | 
e la 
$ As 4, —C; i 
t 
l Gari Ons TaT En 


luego el sistema (64) tiene como soluciones todos los puntos de la variedad 
lineal afín (61) y sólo ellos, por lo que a las ecuaciones (64) se les llama ecua- 
ciones implícitas de la variedad afín, cuyas ecuaciones explícitas son (61). 


Las ecuaciones (64) se pueden escribir en la siguiente forma: 


(85) 


Al paso de las ecuaciones (61) a las (65) se le llama eliminación de los pa- 
rámetros A,, ..., Az. 
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DEFINICIÓN 7.—Se llama dimensión de la variedad lineal afín L definida 
por (61), al rango de la matriz de los coeficientes de los parámetros A;: 


9. Si (61) son las ecuaciones explícitas de una variedad lineal afín, L, de 


dimensión s, las ecuaciones (65) son sus ecuaciones implícitas, y se verifi- 
ca que 


erre rre roroaonororoaanananocras = n — S. 


n-s,1 e Hnas,n Hausa ns Unas | 


DEFINICIÓN 8.—Dado el sistema de ecuaciones : 


8,,%,+..+0,, 4, = b 


(66) 


Porron rnororrrror por rcarorerorro varon, 


Om E E tanny bw 


se dice que las ecuaciones del sistema (66) son linealmente independientes 
cuando 


11 11 11 ° In 1 
(67) O ON =f aia A EA 
Omni Onn Oni Onn bm 


si los rangos de las matrices (67) son iguales, pero inferiores al número de 
ecuaciones se dice que las ecuaciones son linealmente dependientes. 


10. Las ecuaciones (65) son linealmente independientes. 


11. Si el sistema (66) es compatible, esto es, si 


rad =r ici =r, T= a 0, 


6. VARIEDADES LINEALES EN EL ESPACIO AFÍN. ELIMINACIÓN 235 


se verifica que el conjunto de todas las soluciones de (66) es una variedad 
lineal afín de dimensión n —r, cuyas ecuaciones implícitas son (66) y cuyas 
ecuaciones explícitas son: 


T 
1b 
X =$ 1, Y+1 A, 1,0 Aner 
T. 
2b 
Xy = T Ta, T+1 A, = Ton Mar 
(88) T., 
r 
X, == 7 nory % Tan Anr 
Xe A T A, 
x% = TA 


n-r 


en donde Tn es el determinante de la matriz que resulta de sustituir la colum- 
na i-ésima de la matriz T por (b,, ..., b) y Tu es el determinante de la matriz 
que se obtiene al sustituir la columna i-ésima de la matriz de T por (ai ..., an). 


Basta aplicar el teorema de Rouché-Fróobenius. 


Como la matriz de los coeficientes de las A,, ..., ìn- en (68) es la opuesta 
a la matriz (60), resulta que la dimensión de la variedad lineal (68) formada 
por las soluciones de (66) es n — r. 


EJERCICIOS : 


440. Calcular la dimensión de la variedad lineal afín L. 


4, = 24, + A, + A, 1 
*, =— A, — 24, + A, +2 
4, = A, 3A, — 2A, —5 
# z 


44, — 2A +6A +4 


441. Hallar las ecuaciones implicitas de la variedad del ejercicio anterior. 


442. ¿Son las ecuaciones 


— a = 
| Br r +24, =4 
s — 2x + z =) 
H 2 3 
| 23, t s, + t=T 


las ecuaciones de una variedad lineal afin? 
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443. Hallar las ecuaciones explicitas de la variedad lineal afín: 


54, +27, —3x, + n= 1 
27 ,— A+ %- %,= 2 
s +4, — 5r +31, =—3. 


444, Calcular la dimensión de la variedad afín: 
s= 8a — À +24,+5 
*,= A, —2A, — Ay +4 
z =—22, +41, + 24, —1 


3 
s =-— A, +38A,+24, + 2. 


445. Calcular la dimensión de la variedad lineal afín: 


21, +2: ,— q, +, %,= -1 
L 5,—31,+2%, +r +4x, = 2 
Sr — 5r —14,—9r, =-—3, 


446. Hallar las ecuaciones implícitas de la variedad del ejercicio 444. 


447. Hallar las ecuaciones explicitas de la variedad afín: 


Ñ 27,+%, =1=0 
| r, —8x, —5 r, +30 =0, 


[Capítulo ILF 


448. Probar que la variedad lineal solución del ejercicio anterior es igual a la variedad 


lineal del enunciado del ejercicio 444. 


449. Hallar las ecuaciones explícitas de la variedad lineal del ejercicio 445, 


450. Hallar d(L) +1 vectores linealmente independientes que sean solución del sistema 


cel ejercicio 445. 


451. Eliminar el mayor número posible «le incógnitas en el siguiente sistema: 


+,—2x + *,—1=0 
—*, + x+4tr,+1=0 


r,—3x,4+6x,—1=0. 


452. Eliminar el máximo número posible de incógnitas en el siguiente sistema: 


25, + z — 4r + 2 —5=0 
— a E e 
— 3s —4xr, 42%, + ,+3=0 


— 2g — —1= 
A st r 1 9. 
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DerinicióN 9.—Dado el sistema (66), se llama eliminar en él las incógnitas 


(Yo -o 4) a la operación que consiste en hallar otro sistema 


X 
+ 
+ 
a] 
>» 
1 
N 


(69) 


a 
a 
= 
z 
x 
m 
+ 
+ 
A 
x 
R 
x 
+ 
a 
ka 
x 
ž 
t 
~ 
hi 
x 
ha 
+ 
+ 
a 
> 
3 
“+ 
z 
i 
al 


TO) s 


tiene solución única respecto de las incógnitas (4,4) <=> (Pro Pn) 


es solución de (69). 


12. Sea 
% ain 11 Bn b, 
(11) r PARA E A =$. 
ami amn amı a ma Dn 
Sir<sy 
Ad 
T=| : +0, 
| Ar arr 


se verifica que (70) tiene solución única respecto de (X,, ..., Xi) S> 


Bar rr Pr + +2 Pa — b, 
(12) ri: : =r, 
Fo t amn Pa ba 


mi *** “mr am, r+ Prpa 


DEMOSTRACIÓN. —Por ser T + 0 es 
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luego si el sistema (70) tiene solución esta solución es única. Ahora bien, la. 
condición necesaria y suficiente para que el sistema (70) tenga solución es, 
por el teorema de Rouché-Fróbenius, que se verifique (72). 


13. Sis tiene el significado de (T1) y r < s, se pueden eliminar en (66) 
r incógnitas. Si T +0, siendo T el menor de 12, se pueden eliminar las in- 
CÓgMitas Xy, ..., Xp Y Si 


(13) A =r 


amı t un Pm ag A ba 


se verifica que el sistema que se obtiene al eliminar (X,, ..., Xr) en (66) es: 


Bar 1 Ar +- + 89 Xp b, 


(74) T : = r> 


ag eaer Ba ral Xraa +... +2, X —D, 


(15) aeta, nr arpi 141 Ar ++ aryna Xa Doe 


Ay] Ay? x Hoe +2. X, b 


DemostTrAcIÓN.—De (713) y (T1) se deduce que el sistema (66) es equiva- 
lente al sistema: 


(16) 


y de 12 se deduce que se pueden eliminar las incógnitas (v, ..., 4,) y que el 
resultado de la eliminación viene dado por (T4), o bien por (75). 
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14. Si se verifica (11) el máximo número de incógnitas que se pueden eli-- 


minar en el sistema (66) es igual a s —1 y el resultado de la eliminación es: 
una única ecuación 


EJERCICIOS : 
453. Eliminar el máximo número posible de incógnitas en el siguiente sistema: 


s +31,— z +27, +1=0 
7,7 *,+2%,— 7, +2=0 
--24, + r,+ r,+3x —1=0 
21, +21, +41, +2=0 

4, —27,+7%, +5=0, 


CAPITULO TERCERO 


EL ESPACIO EUCLIDEO 


$ 1. EL PLANO AFIN 


1. La recta afín.—Sea A, una recta y V, el conjunto de todos los vec- 
tores libres (Cap. II, $ 1, 2, def. 5) que tienen un representante (Cap. II, 
$ 1, 2, def. 7) en la recta r. Los vectores de V, diremos que pertenecen a 
la recta r. Si u es un vector de V,, cualquier otro vector x de V, se puede 
expresar en la forma (Cap. 11, $ 1, 4, def. 18): 


(1) X=xvu 


en donde x es el módulo del vector libre x (Cap. 11, 3 1, 4, def. 7) respecto 
del segmento unidad ä correspondiente a un representante del vector libre u, 
cuando x y u tienen el mismo sentido (Cap. II, $ 1, 4, def. 17) y v es el 
opuesto al módulo de x cuando x y u tienen sentidos opuestos. 


EJERCICIOS: 


— —> -——> 
434. Escribir en la forma (1) los vectores x = [A X], y = [BY], z = [CZ], siendo 
— 
u = [O U] (fig. 40). 


O U A xX Yy BC zZ 


Fig 40. 


5 21 
7 My = 3 


455. Dibujar representantes de los vectores x = — 3 
ri : 


Entre A, y V, se puede establecer una correspondencia biunivoca cuando 
se fija un punto O en la recta, llamado origen. En efecto, dado un punto ar- 
bitrario X de la recta (fig. 40), se define como imagen de X en dicha corres- 
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pondencia el vector libre [O X]. La correspondencia que asigna como ima- 


gen del vector libre x el extremo del representante OX de x con origen O 


es la inversa de la anterior y ambas correspondencias son aplicaciones supra- 
yectivas. 


Al vector x = [0X] correspondiente al punto X le llamaremos vector de 
posición del punto X respecto del origen O. 


Llamando p a la correspondencia: 
(8) 
(2) AV 


se verifica que 


(3) p: XR>OX=>|[0X]=x, 
(4) gl: X-UX-= X, 


CAMBIO DE ORIGEN. —Si se toma otro punto O’ como origen, de la defini- 
ción de adición de vectores libres (Cap. II, 
$ 1, 2, def. 8) se deduce que (fig. 41) 
O o xX 
(5 [Ož] = [00] + [0 $}, Fig. 41. 


luego, si x y x’ son los vectores de posición del punto X respecto de O y O”, 


respectivamente, y si a es el vector de posición de O” respecto de O, (5) se 
puede escribir en la forma: 


(6; x=a+x. 
ABSCISAS EN LA RECTA.—Fijado un origen O en la recta, la corresponden- 
cia (2) es una biyección de la recta en la recta vectorial V,. Fijado un vector 


libre u de V,, se puede definir una aplicación y de V, en K, siendo K el cuer- 
po correspondiente a los vectores libres, mediante : 


u 
d: V, —>k, 
(7) 


Y (Xx) = 0 <> X= U. 


De (Cap. 11. $ 1, 4, def. 18) se deduce, en virtud de la definición (7), que la 
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correspondencia y es una biyección. La aplicación producto de g por y es una 
biyección y: 


av, 


N d? 
K 
de A, en K. Si x = y (X), se dice que x es la abscisa de X respecto del sis- 


tema de referencia R = {0; u}. 


1. x es la abscisa de X respecto del sistema de referencia R = {0; u} 
<=> [0 X] = Xu. 

En efecto, decir que v es la abscisa de X respecto de R equivale a decir 
que += y (X) = po (X) = y ([O X]) = yv (ru). 


CAMBIO DE SISTEMA DE REFERENCIA. —Sean R = (O;u) y R* = {0*; u*) 
dos sistemas de referencia en la recta A, y + y x* las abscisas del punto X 
respecto de ambos. En virtud de 1 se verifica: 

— —> 
(8) [OX]=xu, [0*X] =x*u, 
y sia es la abscisa de O¥* respecto de R se verificará: 


(9) [0 0*] =0u. 


De (5), (8) y (9) resulta: 


(10) xu=auw+x*u*, 
y si 
(1) u"=bu, 
se obtiene : 

(r—a—biNHu=0, 
de donde: 
(12) 


a=a + bx* 


que es la fórmula del cambio de sistema de referencia en la recta. 
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EJERCICIOS : 


456. Las abscisas de A y B respecto del sistema de referencia R son 5 y —3, respecti- 
vamente, y respecto del sistema de referencia R* son — 2, 4, respectivamente. Hallar la fór- 
nula del cambio de sistema de referencia. 


457. La abscisa de O* es 4 y la de O, — 1. Hallar la ecuación del cambio de sistema de 
relerencia. 


458. La abscisa de O es 2 y las de U, 1 y —5. Hallar la ecuación del cambio de sistema 
de referencia. 


2. El plano afín.—Al conjunto de todos los vectores libres (Cap. Il, 
$ 1, 2. def. 5) que poseen un representante en un plano A, lo representa- 
remos por V, y diremos que están en el plano A,, o que pertenecen al plano A,. 


2. El conjunto V, es un subespacio de dimensión dos del espacio vectorial 
V, de los vectores libres, 


DEMOSTRACcIÓN,—x, y € V, <=> ARE xX, CD Ey; AB, CD € A, SIO 
es un punto de A, y OX AB, O Y - CD, resulta que OX € X, Ove y 
y XYey—x, XYE€A,, luego y—x€ A, Six €A, también kx €A, 
cualquiera que sea el número k de K. 


3. dim (V) = 2. 


DeMosTRACIÓN.—Sea O AB (fig. 42) un triángulo de A,. Los vectores 


A — . . . 
u, = [0A] y u, = [O B], son linealmente independientes, pues, en caso 
contrario, uno de ellos, por ejemplo u,, dependeria linealmente del otro u,: 


e 


ción y los puntos O, A, B estarían alineados. B = (u,, u,) es un sistema de 

A 
generadores de V,. En efecto, x € V, <=> OX 
€ x, OXe A, (fg. 12). Las paralelas a OA y 
O B trazadas por X cortan a las rectas OByOA 
en puntos X, y X,, respectivamente, y se verifica: 


y por (Cap. II, $ 1, 4, def. 18) los vectores u, y u, tendrían la misma direc- 


A 


[OX,1+ [0X,] 


lai 
(i 


[ON ee be TO K ese 
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de donde: 
(3) =y U, +48) 


luego B es un sistema de generadores y como son linealmente independientes, 
forman una base de V,. 

Siendo B = (u,, uz) una base de V,, los números (+,, 1,) de (13) están 
univocamente determinados por x, y se llaman coordenadas de x respecto de 
B. Al espacio vectorial bidimensional V, se le llama plano vectorial. 


CAMBIO DE BASE EN EL PLANO VECTORIAL V,.—Si B = (u,, u} y B'= (v,, va} 
son dos bases de V, y (£i 42), (Yis Y2) son las coordenadas del vector libre x 
respecto de B y B', respectivamente, se verifica que 


(14) x=, +%,U,=)Y, Y, + IV 


Si las coordenadas de u, y u, respecto de B” son (a,,, 4,2) y (0z,, G29), respec- 
tivamente, se verifica que 


| uU, = k V, Fag Yy 
415) ` 


E 
1i 


Lar Y, +4 Yo 


Sustituyendo (15) en (14) resulta: 
YY E Yy Va 4, (0), V, 70,9 Va) + %,(0,, Y, +0, Va) 
= (0,,%, +0, Fa) V + (4, *, + 2,,7,) Yy 


y, por ser v, y v, linealmente independientes, 


ll 


3, îi *, + la Po 
(16) 


Y = Ur 7 + Taz Fa 


o bien, empleando notación matricial, 


a a 
(17) 0) Y) = (6, 7)JA, A -{ HO ) 
a 


Si (b,,, biad) y (bas ba.) son las coordenadas de v,, va, respecto de B, se ve- 
rifica que 


- bai u, + biz u, 


mn 
4 
= 
it 


(18) 


— 
a 
il 


2 da, u, + ban u, 
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y sustituyendo en (14): 


40, +%,0,= (0,9, + dy 90, +(0,,9, + 09,37) 07 


de donde, 
7, =b,,9,+09,5 
(19 
Z, = bir + dada 
o bien 
b. b 
(20) Apr) = OpY) B; »-{ nos ) 
ba, Bea 


De (17) y (20) se deduce que 


O. Ya = (EAP Ya) B A, 


y como (y,, Y2) es una matriz arbitraria, B A = I, que prueban que B = A~}, 
y, por tanto, que | A| +0, |B]#0. 

Las fórmulas (16), (17), (19), (20) se llaman ecuaciones del cambio de base 
en el plano vectorial. 


4. Si O es un punto del plano afin A,, se puede definir una biyección, y, 
de A, sobre V3: 


Vo av 
(21) k s> Va 
á — 
| X>0X-=>[0X]= x. 


DEMOSTRACIÓN, —9 es una aplicación, ya que O X está univocamente deter- 
minado por X y [0X] lo está por OX. Es inyectiva, ya que si 9 (Y) = x, 
será [O Y] = [0 X], de donde (3, $ 1, Cap. ID) X = Y. Es suy“ayectiva, 


> » ., . 
pues dado x, el vector O X € x es único y ọ (X) = x. La aplicacion inver- 
sa de y es 


(22) pri: x>OX€ XxX. 


Al vector x = o (X) se le llama vector de posición del punto X respecto 
del origen O. 


El conjunto C, formado por todas las matrices (x,, xa) de dimensión 1 x 2 
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con elementos del cuerpo K es (Def. 3, 1, $ 1, Cap. II) un espacio vectorial 
bidimensional, a cuyos vectores llamaremos vectores algebraicos. 


5. Si B = (u,, us) es una base del plano vectorial V,, existe una biyec- 
ción y, de V, en C, definida del siguiente modo : 


(uj, U) 
(23) Y Ve —5 Cy 
y X — x, U, + Xq Uy — (%,, Xy). 


DeEmosTRACIÓN.—Por ser (u,, u,) una base de V,, Y es una aplicación. 
Es inyectiva, pues si $(y) = (r, 17), es y =4,u +u; =x. Es 
suprayectiva, ya que, dado (+,, 1,) se verifica que y (+, u, + 1, U3) = (tis 4). 


DerinicióN 1.—Se llama sistema de referencia en el plano afín A,, al con- 
junto R = (O; u,, u,) formado por un punto O del plano afín, y una base 
B = (u,, us) del plano vectorial V, de los vectores libres del plano afín. 

De 4 y 5 resulta que: 


6. Dado un sistema de referencia R = [O; u,, uz} en el plano afin, queda 
definida una biyección y, de A, en Cz, producto de y por y: 


E 
N Y? 
C 


(24) 
Al vector algebraico y (X), imagen de X en y, se le llama vector de las coor- 
denadas cartesianas de X respecto del sistema de referencia R. 


7. (Xu Xy) es el vector de las coordenadas de X respecto de R <=> y (X) 
= (X,, X) ==> 


(25) [0X] =4 u t7, u, 


DEMOSTRACIÓN .—y (X) = (x1 14) <=> y 9 (X) = (4, 1) ==> Y (O XD) 
= (4,, 4) => [0X] = £,U, + v: uU, 


CAMBIO DE SISTEMA DE REFERENCIA EN EL PLANO AFÍN A,.—Sean R = (O; 
upu} y R = (07; vı, va) dos sistemas de referencia en A, Sean (x, Y,) € 
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(Y. Ya) los vectores de coordenadas del punto X respecto de R y R', respec- 
tivamente. De (25) se deduce : 


— 
[O X] =%,u, +%,u, 


(28) 
Tí, 
[0 X] = Y, Y, EY, Yy 


Ahora bien, de la definición de adición de vectores libres (Def. 7, 2, $ 1, 
Cap. 11) se deduce que (fig. 43): 


(27) (0 X] = (001 + [0 X]. Q 5 


Sea (a,, a.) el vector de las coordenadas de [00] 
respecto de la base B’ = (v,, w,) y sean (4,, 4,2) y o 
(%2,, 479) los vectores de coordenadas de u, y u,, respec- Fig. 43. 
tivamente, respecto de B’: 


—» 
[O'O] = 4, v ta, Yy 
28 = 
(28) 4-0, + 0,2 Yy 


| u, = %,, Y, E Log Yo" 


De (26), (27) y (28) se deduce: 
Y, Y, + Ya Ya = (a, y, + a, Va) + *, (s,, Y, + Siz va) + Fz (8,, v BS La Ya) 
g (s, + 4,1% + Aa Fa) Y, + (a, + 42%, + Gz2 z) Vy 


de donde, por la independencia lineal de v,, v,, 


| y, ig 2, + G *, + üa Fo 


(29) 


( Ja =a, + 0,%, + lo 


que son las fórmulas del cambio de sistema de referencia en el plano afín. 
Para escribir las ecuaciones (29) en forma matricial conviene añadirles la igual- 
dad 1 = 1, con lo que se puede escribir: 


(30) (Di ro =(d, e, A, A= 0 ar a jhe AFO. 
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8. |4|+0. 


| 
DEMOSTRACIÓN.—]| A | = ia E Si fuese | A| = 0, sería una de las 
t31 %s 


filas de la matriz del último miembro linealmente dependiente de la otra, 
Pp. €., (a21 42) = A (a,,, 4,2), de donde, teniendo presente (28), sería: 


Ug = dg, Vi T Aga Va = (8,1 Ve + 019 Vo ==, 


y los vectores u, y uz no serían linealmente independientes. 


Por ser |A| +0, se puede resolver el sistema de (30) respecto de 
(1, 4,, 17), y se obtiene: 


(81) a, EREA = a, Yi Ya) A-1, | A | +0, 
que son las fórmulas inversas de las (30). 


EjErcicIOS: 


459. Hallar la fórmula: del cambio de sistema de referencia siendo [0 Ò] =2y,—8v,, 
u, =4v,—v,) u=38v, +6y, 

460. Hallar la fórmula del cambio de sistema de referencia siendo [0 0] = tu, + uy 
vr, =20,+30, yv, =—u,+5u,. 

461. Hallar las fórmulas del cambio de sistema de referencia siendo (2, 3), (1, — 1), (5, 4) 
las coordenadas de O”, U,, U, respecto del sistema de referencia R =(0; upu, } y siendo 
(1,0) y (0,1) las coordenadas de U, y U, respecto de R’ ={0; y,, v, } 

462. Hallar las fórmulas del cambio de sistema de referencia sabiendo que las coordena- 
das de los puntos M, N, P respecto de R son (1,3), (2, — 1), (5, 7), respectivamente, y res- 
pecto de R’ son (4, — 1), (— 8, 2), (—1,— 2), respectivamente. 

463. Hallar las fórmulas del cambio de sistema de referencia siendo (1,4), (— 2, 3), 
(5,—2 las coordenadas de 0O'",A”,B' respecto de R y R'=4{0; [0-47] =v 

—> 
[O B] = y, 7 


3. Ecuación de la recta en el plano. Incidencia en el plano. 


A. ECUACIÓN VECTORIAL DE LA RECTA.—La biyección p: A entre 
el plano A, y el plano vectorial V., establecida al 
fijar un origen O del plano, permite asociar a 
cada punto X del plano su vector de posición 


x= [0 X] (fig. 44). Sea la recta r determinada 


por los puntos A y B; sea X un punto arbitrario 
de la recta r, y sean 


— 


(62) a=[0A]1 b=[0B1 y x=[0%X1 
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Se verifican las siguientes equivalencias : 
— — — —> 
Xer <> [AX] [AB] <> [AX] =2A[AB] <> x—a=A(b—a) 


l=p+a, 
<> x=a+A(b—a) > x= atrib <> 


x=pat+ ab. 


Por consiguiente, las ecuaciones 


(83) x—a=A(b—a), 
(34) x=a+A(bm—a), 
(35) x= (1—Ma+ab, 
l=p+A, 
(36) 
x=aw+Ab, 


que son condiciones necesarias y suficientes para que el punto X, cuyo vector 
de posición es x, pertenezca a la recta r determinada por los puntos A y B, 
cuyos vectores de posición son a y b, respectivamente, se llaman ecuaciones 
vectoriales de la recta A B. 


DEFINICIÓN 2.—Se dice que un punto X es incidente con la recta r, o que 
la recta r es incidente con X, o que la recta r y el punto X som incidentes 
cuando el punto X pertenece a la recta r, o la recta r pasa por, o contiene al 
punto X. 


Por consiguiente, la ecuación de una recta (33) — (36) expresa la condi- 
ción necesaria y suficiente de incidencia de un punto X y la recta A B. 


El vector b—a = [A B] que perténece a la recta A B se llama vector 
de dirección de la recta. Poniendo d = b — a, la ecuación (34) se puede es- 
cribir de la siguiente forma: 


(87) x=a+id, 


esto es, una recta queda determinada: 1) Por dos de sus puntos, distintos en- 
tre si. 2) Por un punto y su dirección, 


B. ECUACIONES PARAMÉTRICAS O EXPLÍCITAS DE LA RECTA.—Sea R = (O; 
u, u} un sistema de referencia en el plano Aj. Sean (a,, 87), (b,, b) y 
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(7i x4) los vectores de coordenadas de A, B y X, respectivamente, respecto 
de R. Esto significa que: 


— 


—+ cor 
=(0X] =r u, +7, u, a=[0A]=a u, +a u, b=[(OB]=0u, +b, u, 


luego las ecuaciones (33), (35) y (36) se pueden escribir en la siguiente forma : 


(38) [rma TA O a], + [7, —2,—A(b,— 6,)] u, = O. 

(39) [s —1—4 8, —26,]u, + [x, —(1—JYa, —A0,Ju, =0, 
l= a+ad, 

(40) 


[s —=46,—Ab Ju, + ir —6,—Ab,1u,=0. 


Por ser u, y u, linealmente independientes, resulta: 


| s =a, +A(b — a) 


(41) 
l Z, = 8, +A (b, — a), 
z =(1—A)a +Ab., 
(42) y : o 
| x,=(1—Aa,+Ab,, 
1 =u +à, 
(43; sompa +Ab, 


*=40,+4b, 


que son las ecuaciones paramétricas de la recta incidente con los puntos A y B. 


Si d = d, u, + d; u, es el vector de dirección de la recta, se verifica que 
(37) da lugar a las ecuaciones 


x =a +Ad, 
1 1 1 

(44) 
CPE a 


Ejercicios: 


464. Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta incidénte con los puntos A y B 
de coordenadas (4, T) (— 8, 2), respectivamente. 


415. Ecuaciones paramétricas de la recta incidente con el punto A, de coordenadas 
(5, — 2) y dirección d, siendo (8, 4) las coordenadas de d. 
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466. Averiguar si son incidentes los puntos A, B,C, de coordenadas (1, — 3), (2,5). 
(— 5,6) y la recta de ecuaciones: 


, =1-34 
z= t+ À. 


467. Averiguar si son incidentes los puntos A y B, de coordenadas (4,1) y (T, — 2) con 
la recta r: 


1 = A+ pu 
rès æ =2A— By 
r,= A+4pa 


465. Averiguar si las rectas r y s tienen la misma dirección, esto es, si son paralelas: 


s= 5—2A | 7, =14+42 
r: s: 
| xr, =—4434 | r, =2—62. 


469. Escribir las ecuaciones de la recta s incidente con el punto A de coordenadas (5, — 3) 
y paralela a la recta r del ejercicio 466. 


470. Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta s incidente con el punto A = (4, — T) 
y paralela a la recta r del ejencicio 467. 


471. Averiguar si la recta r del ejercicio 467 es paralela a la recta t: 


il = A+ p 
t= x, =64+ A 
2, =21+5 


472. Hallar los puntos incidentes con las rectas r, del ejercicio 466, y s, del ejercicio 468. 


473. Hallar los puntos incidentes con las rectas r y u, siendo r la recta del ejercicio 467 
y + la siguiente: 


1 =NX+ K 
w: v SN 454 
4, =N— po. 


4. Ecuación implícita de una recta. Incidencia en el plano.—Sea la 
recta y de ecuaciones paramétricas (41). Se verifican las siguientes equiva- 
lencias : 


El punto (x,, 1,) es incidente con r <=> El sistema (41), respecto de la 
incógnita A, tiene solución 


b -a s —a b, —a x —a b ~a 
<>r| ` =r <> = 0, 


b,—2, x —a b,—0, x —a 9,6, 
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e b — é 
por ser A y B puntos distintos y, por tanto, r ( 1% ) = 1, Resulta, por 
27 4 
tanto, que: 


lx—a b —a 
9. El punto (x,, x,) es incidente con la recta r <> | OTO T Ha 


| Xa — 2 b, —a, | 


En virtud de 9, se dice que 


(45, 


es la ecuación implícita de la recta incidente con los puntos distintos A y B. 
La ecuación (45) es equivalente a 


(46) (b, — a) (r, —8,)— (b, — a,) (=, — a,) =0. 


Si b,—0,+0 y b¿—a, +0, la ecuación (46) es equivalente a 


(47) sı a, Xg— 4) 
å — a, be — a; 


No obstante, se admite que (47) es siempre equivalente a (46) mediante el 
convenio de que si uno de los denominadores es cero la ecuación (47) es una 
expresión simbólica de la ecuación que se obtiene al igualar a cero el nume- 
rador correspondiente. 


De modo análogo se procede a partir de las ecuaciones paramétricas (43). 
Si A y B son dos puntos distintos se verifica que 


y se obtienen las siguientes equivalencias : 


El punto (x,, r,) es incidente con la recta r de ecuaciones (43) <=> El 
sistema (43) es compatible respecto de las incógnitas (u, A) 


1 1 1 1 1 1 1 1 
< 2 =r a, b, =r %, 9, bi <> LAE b, =0 
a, b, *, G, b, | Fa a, b, 
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Por consiguiente: 


1 1 1) 
PE | 
10. El punto (x,, x,) es incidente con la recta AB <>| x, a, b |=0. 
X, a, b, 


En virtud de 10 se verifica que 


| 1.1 1 
(48) lx, 4, 0, |=0, 
| a 2, b, } 


£s la ecuación implícita de la recta A B. 

Se puede decir, más brevemente, que la ecuación (45) de la recta A B se 
obtiene eliminando el parámetro A en las ecuaciones (41) y que la ecuación (48) 
se obtiene eliminando los parámetros A y œ en las ecuaciones (43). 

La ecuación (48) puede escribirse en -la siguiente forma: 


(49) u + M4, +4,4,= 0. 
Dada una ecuación de la forma (49), ¿es siempre la ecuación de una recta? 
11. Si r(u,,u,) = 1, la ecuación (49) es ecuación de una recta. Si 
T (u ua) = 0, r (uo u,, U) = 1, la ecuación (49) representa al conjunto 


vacio. Si r (uy, u,, 4) = 0, la ecuación (49) representa todo el plano. 


DEMOSTRACIÓN.—a) r(4,, 4,) = 1. Sea, p. e., u, +0. De esta hipóte- 
sis se deducen las siguientes equivalencias : 


y las últimas ecuaciones son las de la recta incidente con los puntos A y B 
de coordenadas (o. -7 y (s, — Him), respectivamente. 
b) ; 
r (u,,4,) =0, Y (CAE 6, u) = i => 
utu r + 4,%, =0 ~ 4,+01,+0%, =0, u +0, 


que no posee solución. 
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7 (4,,4,,4,) =0 => 8, 44,7, +4,7,=0 04+0r, +07, =0, 


que tiene como solución cualquier punto del plano, 


Sea R = (O; u, u,) el sistema de referencia del plano. Sean OÙ, y 


OU, los representantes de u, y u, con origen O (fig. 45). El punto O se ha 
llamado ya origen del plano afin, u origem 
del sistema de referencia R, Las rectas O U, 
y O U, se- Haman ejes de coordenadas car- 
tesianas; al primero se le designa con el 
nombre de eje x, y al segundo eje x,. 


.a) El eje x, tiene por ecuación: 
Fig. 45. (50) Fa =o. 


b) El eje x, tiene por ecuación: 
(51) s =0. 
c) Las rectas paralelas al eje x, tienen por ecuación: 


(52) r=. 


d) Las rectas paralelas al eje X, tienen por ecuación: 


(58) sse 


e) Las rectas incidentes con el origen de coordenadas tienen por ecuación > 


(54) 6,7, +4,%,=0, 


f) Todas las rectas no paralelas (o coincidentes) con el eje x, tienen una 
ecuación de la siguiente forma: 


(55) s =mz +m 


DemostTRACIÓN.—a) X Er, <=> [0 X] lu <=> [0X] = £, 4. Si 


(+,, 72) son las coordenadas de X, resulta que la última igualdad es equiva- 
lente con z, '= Q. 


b) Análogo a a). 
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c) Si r es una paralela al eje r,, y X es un punto de coordenadas (x,, x,), 
se verifica que 


Xer < [OX] =2,u,+€u, F>x%,=0. 


d) Análogo a c). 
e) La recta (49) incidente con el origen <> 4, + 4,.0+4,.0=0. 


f) Sir es una recta no paralela ni coincidente con el eje x, se verifica- 
rá, en virtud de d),. que el coeficiente de y, será no nulo, luego, si w, + 0 
en (49), se podrá escribir (49) en la forma equivalente (55), siendo 


12. INCIDENCIA DE PUNTO Y RECTA.—De la definición de ecuación de una 
recta se deduce que la condición necesaria y suficiente para que el punto 
P = (Pi, pa) sea incidente con la recta (49) es que: 


(56) n +t P, +u, b, =Ò. 


EJERCICIOS; 


4714. Averiguar si los puntos P = (2,5), Q = (2,2), R = (6,5) son incidentes con la 
recta 


2437, —4xr, =0. 


475. Escribir las ecuaciones de las rectas r y s paralelas a los ejes x, y z, respectiva- 
mente, e incidentes con el punto (— 3, 4). 


476. Escribir la ecuación de la recta que es incidente con el origen de coordenadas y con 
el punto A = (2, 5). 


13. RECTA GENERAL DEL PLANO.—Si en la ecuación (49) se consideran las 
letras 4,, 4,, 4, como variables independientes, la ecuación (49) se llama ecua- 
ción de la recta general del plano. Si entre las variables up, 4,, 4, se define 


una relación, se dice que se ha establecido una especialización de la recta 
general (49). 


EJERCICIOS: 


477. ¿Qué representa la especialización de la recta general (49) correspondiente a la 
relación 4, = 0? 


478, ¿Qué representa la especialización de la recta general (49) correspondiente a la 
relación 4, = 0? 
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479. ¿Qué representa la especialización de la recta general (49) correspondiente a la 
relación “= 0, “= 0? 


480. Hallar la especialización de la recta general (49) correspondiente a la relación 


4, —4, +4, =0. 


481. Hallar la especialización de la recta general (49) correspondiente a la relación: 
| u, +24, — 4,=0, 


/ =u E PA 


14. Haz lineal de rectas. Se llama haz lineal de rectas, o simplemente 
haz de rectas, el conjunto de todas las rectas del plano incidentes con un pun- 
to P = (p a), llamado base del haz, centro del haz o vértice del haz. 

Sea la recta general del plano (49) (recuérdese que decir que (49) es la 
recta general del plano equivale a decir que u,, 4,, t son variables indepen- 
dientes, o indeterminadas). La condición de incidencia de (49) y el punto P es 


457) u tub tub, = (). 


(Obsérvese que la ecuación (T) es distinta de la ecuación (56), ya que en 
aquélla 4,, 4,, 4, representan números y en ésta representan variables.) Por 
consiguiente, la ecuación del haz de rectas de base P es: 


4, +47, tur =0, 
(58) ~ u (1,—P)+u, (4, t) =0. 
4, tu pttp, =0, 5 


En la última ecuación (58), u, y u, son variables independientes. 


EJERCICIO: 
482. Hallar las ecuaciones de los haces de rectas de bases O = (0, 0) y P = (8, — 4). 


15. Recta incidente con dos puntos. La condición necesaria y suficiente 
para que una recta sea incidente con los puntos P = (p,, fd) y Q = (q; 9») 
es que pertenezca a los dos haces de rectas de bases P y Q ; luego, para hallar 
su ecuación bastará especializar la ecuación general (49) por la relación que 


exprese que la recta pertenece a dichos haces, luego la ecuación de la recta 
P Q será: 


“tnt t=] 1 g Fal 
(59) utu p +4,P,=0, ~ [1 Pp P'=0 
| 
4, +4, q,+u,9,=0, * |1 9, f 
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La ecuación (59) se acostumbra a escribir también del siguiente modo: 


(60) MA LAT 


5. Intersección en el plano. 


A. POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS EN EL PLANO.—Sean las rectas: 


8, + a, *, + 4,4, = 0, 


r: 
(61). | 
/ s: b tbt tbr =O. 


(Obsérvese que al decir que (61) son las ecuaciones de dos rectas se expresa 


que 4,, 4, Gz bos bia b, son números dados y que r (a,, a,) = r (b,, b,):= 1.) 


Vamos a hallar todos los puntos incidentes con ambas rectas. En virtud 
de 4, esto equivale a resolver el sistema (61). Sea 


a a, aa 4 
6 -($ +). »-| T e); 
b b, b b è 
Pueden presentarse los siguientes casos: 


L r(A)=r(B)=2 <=> 


Ñ 2 +0. 
1 2 

El teorema de Rouché-Fróbenius establece que existe un único punto inci- 
dente con y y s. Las rectas se dice que se cortan. El punto incidente con am- 
bas se llama punto de intersección de las rectas y sus coordenadas son: 


0 2 a Go 
b b b b 
0 2 1 o 
(63) *, =z — ; t = > 
8, t, a 8, | 
b, ba b, b, 
a t, | 2 4, 
I. r(A)=1r(B)=2 <=> =0 1, +0. 
b b b 
1 2 0 1 


El sistema no tiene solución, luego no existe ningún punto incidente con 
ambas rectas y éstas se llaman paralelas. Por consiguiente, las condiciones 
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de paralelismo son las anteriores, que se acostumbra a escribir del siguiente 
modo: 


6 Eon k 
4 a 2, b, 
I. + (A) = r (B) = i. <=> = = 0. 
ba b, 1% ba 


Por ser r (B) = 1 las filas de B son proporcionales; 
A bo ba) =t (2, ty a,). 
luego la ecuación de la recta s es equivalente a la de la recta r, y ambas 


rectas coinciden, La condición de coincidencia de dos rectas se suele expresar 
del siguiente modo: 


(65) A E 


B. HAZ DE RECTAS PARALELAS.—Se llama has de rectas paralelas al con- 
junto de todas las rectas del plano paralelas a una recta dada. Sea la recta 
r (61). Para hallar todas las rectas paralelas a r tomaremos la recta gene- 
ral (49) y la especializaremos miediante la relación que exprese que es parale- 
la a la recta r. Se obtiene, por tanto, como ecuación del haz de rectas para- 
lelas a la recta r: 


Pe wta z +a, r, =0, 


en donde a, y a, son números y 4, es una variable. 


EJERCICIOS: 


483. Hallar el punto de intersección de las rectas : 


2—3r + x,=0, 


142z +37, =0. 
484 Averiguar la posición relativa de las siguientes rectas: 
r: B= z +27, =0 


s: 14+ 2x7, —4x, = 0, 
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485. Demostrar que la condición n. y s. de paralelismo de las rectas 


r: = 
+ ma, +29 


s: =p: +9 


es que M =$, nE. 


486. Hallar la ecuación del haz de rectas paralelas a la recta 


r 4+37,—5x,=0 


487. Hallar la ecuación de la recta incidente con el punto P = (p,,p,) y paralela a la 


recta r del ejercicio 484. 


C. POSICIONES RELATIVAS DE TRES RECTAS.—Sean las rectas: 


(66) 


I. r(A) = 2, r(B)=3 <=>|B]|+0. 
El sistema (66) no tiene solución, luego no existe ningún punto común 


a las tres rectas. 


a) 


En este caso, en virtud de I, A, se 
“verifica que las rectas r, s y t se cortan 
cortan dos a dos (fig. 46 a). 


b) 


En este caso r || s y las rectas tienen 
la posición de la figura 46 b). 


S t r s 
r t 
a) b) 


Fig. 46. 


I. r(A)=r(B)=2 <=> ¡B]=0, r(A) = 2 
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El sistema (66) tiene solución única, luego las tres rectas son incidentes 
con el mismo punto (fig. 47). 


a 


2 


Si, por ejemplo, es + 0, la tercera fila de 


1 2 
la matriz B depende linealmente de las otras dos: 


(67) (Co. Cy ca) =À a a, a.) + hu (b bo b) 


Fig. 47. 


de donde: 
(68) i cter ter, MO, + 0%, HaT) +u, tb r + b,7,) =0, 


esto es, la ecuación de + depende linealmente de la ecuación de las rectas r y 
s. Recíprocamente, si las rectas r y s son secantes y la ecuación de la recta t 
depende linealmente de la ecuación de las rectas y y s, se verifica que 
r(A) = r (B) = 2. Por consiguiente, la condición necesaria y suficiente para 
que una recta pertenezca al haz determinado por otras dos, r y s, que se cor- 
tan, es que su ecuación dependa linealmente de las ecuaciones de r y s. En 
virtud de esta proposición, la ecuación (68), cuando en ella se consideran a 
A y y como variables independientes, es la ecuación del haz de rectas deter- 
minado por las rectas secantes r y s. 


II. r(A)=1, r(B) =2. 


El sistema (66) no tiene solución, luego no existe ningún punto incidente 
con las tres rectas. 


b b 


2 a, | 0 1 


a) +0, +0, 
b, b, | 


+0. 


ía] £ 


0 1 0 1 


En este caso las rectas son distintas dos a dos y paralelas entre si (figu- 
ra 48 a). Por ser y (B) = 2, una cualquiera de ellas, por ejemplo la £, depen- 
de linealmente de las otras dos, esto es, se 


verifica la relación (68). Como en el caso an- T 

terior, resulta que si en (68) se consideran A E t 

y p como variables independientes, (68) es la 5/ t 

ecuación del haz de rectas paralelas determi- 

nado por las rectas paralelas r y s. 7 
a) b 


b) 


Fig. 48. 


En este caso las rectas r y s coinciden y son paralelas a la recta t (figu- 
ra 48 b). 
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IV. r(A)=r(B)=1. 


Las tres rectas coinciden. 


EJERCICIOS: 


488. Estudiar las pasiciones relativas de las siguientes rectas: 


r: 1-21, +3x,=0 r: 4+ s — 2s, =0 

a) s: 4+ z +t s,=0 b) s: 1-27, +4x,=0 

t: —1+ 7, —2x,=0 t: — 2434, + «, =0 

| r: l— 1,+:x,=0 r: 2483s — 1,=0 

c) si —2+83x,—%,=0 d) si —3=6x,+2x,=0 

E —14+3x,+%,=0 t: 1+97,—87,=0 
| r: 5+21,—3x,=0 
e dos: 1-21, +3x,=0 
l i: —3+6x, —9x, =0. 


489. Escribir la ecuación del haz de rectas determinado por las rectas r y s del ejerci- 
cio 488 a). 

490. Escribir la ecuación de la recta incidente con el punto de intersección de las 1ectas 
s y t del ejercicio 488 a) y que pasa por el origen de coordenadas. 

491. Escribir la ecuación de la recta que pasa por el punto de intersección de las rectas 
r y s del ejercicio 488 a) y es paralela a la recta £ de 488 a). 

492. Escribir la ecuación de la recta paralela a la recta r del ejercicio 488 a) e incidente 
con el punto P = (4, 1). 

493. Ecuación de la recta incidente con el punto de intersección de las rectas r y t de 
488 (a) y con el punto de intersección de las rectas s y t del 488 b), 


6. Semiplanos. Figuras con- 
vexas,—Sea R = (O; u, u,) un sis- 
tema de referencia en el plano 
(fig. 49). Sean a y b los vectores de 
posición de los puntos A y B, res- 
pectivamente. Se ha visto ($ 1, 3) 
que la ecuación de la recta A B es 


eTA 
(69) 
| x=1a+upub. 


Sea P un punto del segmento [A B]. Trazando por P paralelas a las rec- 
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. e e a 
tas O A y O B se obtienen los vectores O P, y O P,, respectivamente, y se 
verifica : 


[OP] =[OP,]+10B,1, (OP, ] =à a, [OP,]=2,b, A, >00 u, >0. 


Por consiguiente, definiremos : 


Segmento de extremos A, B, que se representará por [A, B], es el con- 
junto de todos los puntos X cuyos vectores de posición, x, vienen dados por 
las siguientes relaciones: 


1=A+u 
(70) < x=2daw+pb, 
A>0, 1 >0. 


Sea Q un punto arbitrario de la semirrecta de origen A que contiene a B. 
Trazando por Q paralelas a las rectas O A y O B, respectivamente, se obtie- 


nen los vectores (fig. 49) O Q, y O Q,, respectivamente. Se verifica : 


[00] = [09,] + 100,1, [00,1=»%, a, [00,1 = u,b, 4, >0. 


Esto induce a la siguiente definición : 


Se llama semirrecta de origen A que contiene a B, y se representará por 
$ AB, al conjunto de todos los puntos X cuyos vectores de posición, x, ve- 
rifican las siguientes relaciones : 


(1; l=1+p4 x=Aacw+ ab, “>0. 


Sea T un punto de la semirrecta opuesta a la semirrecta t A B, que de- 


signaremos por | A B. Trazando por T paralelas a las rectas OA y OB 
se obtiene (fig. 49): 


_— ER — — —> 
[OT] =[0T,]+[0T,], [OT ]J=2% a. [OT] =m b, 1, KU 


Se llama semirrecta de origen A que no contiene a B, y se representa por 
y A B, al conjunto de todos los puntos X cuyos vectores de posición, x, ve- 
rifican las siguientes relaciones : 


(12) l1=1+p44 x=ita+eb ¿<0. 


6. SEMIPLANOS. FIGURAS CONVEXAS 263 
Sea la recta (fig. 50): 
(13) a: apta z +a, g, =O 


y sean M, N y P tres puntos del pla- 
no y m, n y p sus respectivos vecto- 
res de posición. La ecuación de la 
recta M N es: 


(11) l1=A1+4 x=Am>+ugn. 


El punto de intersección de a y M N 
viene dado por Fig. 50, 


ata Am +un)+ta (Am +tun)=0, 1=1+p, 


A(8,+0,M,+4,mM)+u(0,+4,1,+40,8)=0, l1=A+a. 
de donde (70): 


1. El punto de intersección de MN y a pertenece al segmento [M N] 
<=> signo (a, + a, m, + a, Ma) + signo (a, + a, n, + az nz). 

Si el punto de intersección de la recta X Y con la recta a no pertenece al 
segmento [X Y] se dice que los puntos X e Y pertenecen a mismo semiplano 
de borde a; en caso contrario se dice que X e Y pertenecen a distinto semi- 
plano. La propiedad de pertenecer a un mismo semiplano es una relación de 
igualdad, que produce una partición de los puntos del plano en dos conjuntos, 
llamados semiplanos ; la recta a se llama borde de los dos semiplanos. 


2. Si una recta a corta a un lado M N de un triángulo M N P (fig. 50) 
y no es incidente con ningún vértice, corta a otro, y sólo otro, lado. 


.3 Los dos semiplanos de borde a (73) vienen definidos por las rela- 
ciones: 


(75) a +a rt, +a, 7, >0, ata s ta, <0 


respectivamente. 


Se llama región angular convexa a la intersección de dos semiplanos cuyos 
bordes se cortan en un punto O, llamado vértice de la región angular; las 
semirrectas pertenecientes a los bordes de los dos semiplanos y a la región 
angular convexa se llaman lados de ésta. El conjunto complementario de una 
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región angular convexa más sus lados se llama región angular cóncava y 
éstos se llaman lados de la región angular cóncava. 


EJERCICIOS: 


494. Escribir las relaciones que definen al segmento [A B], a la semirrecta $ AB y a la 
semirrecta | AB, siendo A = (5, — 3), B = (4, 1). 


495. Escribir las relaciones que determinan al semiplano de borde a que contie . al ori- 
gen de coordenadas, siendo 


a: — 442%, —5x, =0. 


496. Relación que determina al semiplano de borde a (ej, 495) que contiene al punto 
(7, —1). 


497. Relación que determina al semiplano de borde b que contiene al semieje positivo 
de las z, siendo 


b: 4x,—3x,=0, 


498. Relaciones que definen la región angular convexa cuyos lados están en las rectas 
a (ej. 495) y b (ej. 497) y contiene al punto P = (— 2, — 1). 

499. Relaciones que definen la región an- 
gular cóncava complementaria de la región 
del ejefcicio anterior. 

500. Relaciones que definen los lados de 
la región del ejercicio 498. 

501. Relaciones que definen las tres regio- 
aes angulares del triángulo ABC, siendo 
A = (1,0), B = (3,4), C = (0, 2). 

502. Relaciones que definen al triángulo 
de vértices A BC (ej. 501). 

503. Coordenadas del baricentro del trián- 
gulo A BC (ej. 501) y averiguar en qué región: 
se halla dicho punto, 


Fig 51. 504. Representar gráficamente la región del 
A plano definida por el conjunto de todas las 
relaciones siguientes: a) —4 ++, — 2#, <0, b) 7T—+, — 7, > 0, c) — 30 + 3r tr 
< 0, d) A+8x, —3x,>0, e) ltr tr >o 
505. Hallar los vértices del poligono convexo representado por las inecuaciones del ejer- 
cicio anterior sin hacer uso de la representación gráfica. 
506. Hallar las inecuaciones de la región convexa representadas en el gráfico de la 
figura 51. 
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DerINICIÓN 1.—Un conjunto C se llama convexo cuando V X, Y EC se 
verifica que |X Y] € C. Se llama conjunto convexo engendrado por los puntos 
A = (an, 819), i= 1, ..., n, y lo representaremos por C (A, ..., An), al con- 
junto intersección de todos los conjuntos convexos que contienen a todos los 
puntos A,, ..., Ap: 


C (Ap es A) = N G 
E TA EC 
1 n 
Se verifica que 
(36) C (Ape Ap = {X|ss Aa toe t Aaw 


lah toe tàp A4>0 ¿=1..,2) 


en donde x es el vector de posición correspondiente al punto X y a es el 
vector de posición correspondiente al punto A, i = 1, ..., n. 


4. C(A... An) es un conjunto de puntos convexo. 


DemosrTración.—En virtud de (def, 26, 5, $ 2, cap. I), habrá que probar 
que si X, Y EC(A,, ..., An), se verifica que [X Y] c C(A,,,..., An). En 
efecto, sea 


x= a toe + Ap ay l1=A+..+A, A4>0  i=1,..,2, 
YSB Hotay 124,4 ++ By 2£,>0 i=1,..,1, 
Si ZE [X Y], será: 


Z=vx+py l=v+p, »e>0 


luego: 


Z= (PA +pA)a, toet OA, + Php ay 


PA tpe) +t OA HPE = VA, te FA) toel tota =v+p=1, 


vi tpn PO, ..., VA, + PE > 0, 


lo que prueba que Z € C (A; ..., Az). 
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El conjunto de relaciones : 


| x= 8a te +À, ayw 


(17) | 1s +..+A, 


A D,a, A,>0 


se llaman relaciones del conjunto convexo C (A, ..., An) y expresan las con- 
diciones necesarias y suficientes para que un punto X pertenezca a C. Las 


relaciones (TT) se pueden expresar, empleando las coordenadas de los puntos, 
en la siguiente forma: 


(18) 2 1 21 


Se ha visto (VI, 5, § 2, Cap. I) que la intersección de figuras convexas es 
otra figura convexa; luego, la intersección de un número finito de semi- 


planos será una figura convexa. Por consiguiente, un conjunto de relaciones 
tales como las siguientes : 


bio + A, ig? + bia Fo > 0, 
(19) 


bro Hd, +07, >0, 


definen también un conjunto convexo C’, y diremos que (79) son las re- 
laciones de C’, Se presenta la siguiente cuestión: ¿Se puede definir el con- 
junto convexo C determinado mediante las relaciones (78) por relaciones de 
la forma (719)? ¿Es cierta la proposición recíproca? A las relaciones de la 


forma (78) se les llama relaciones explícitas y a las de lá forma (79) relaciones 
implícitas. 


EJERCICIOS: 


507. Hallar las relaciones explícitas de la figura convexa C (A, B, C), llamada triángulo 
de vértices A, B,C, siendo A = (1, — 2), B = (8,5), C = (—1, 4). 


508. Hallar las relaciones implicitas del triángulo del ejercicio anterior. 
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509. A partir de las relaciones explícitas del triángulo A BC del ejercicio 507, calcular 
las coordenadas de sus vértices, Idem a partir de las relaciones implicitas del ejercicio 508, 


510. Hallar las relaciones- explícitas del conjunto convexo C (A, B, C, D), siendo 


A = (L— 2), B = (8,5), C = (—L 4), D = (o 7) y hallar las coordenadas de sus vér- 
tices. 

511. Hallar las relaciones implícitas del conjunto convexo del ejercicio anterior. 
512. Hallar las relaciones explícitas del conjunto convexo del ejercicio 504. 


Sea el conjunto convexo C (A, ..., A), definido por las relaciones expli- 
citas (78). Los bordes de los semiplanos fa cuya intersección es el conjunto C 
están contenidos en el conjunto de rectas A, Aj; i, j = 1, ..., n. Para que la 
recta A; A, sea borde de uno de dichos semiplanos es necesario y suficiente 
que los restantes puntos A,, ..., A, se hallen todos en el mismo semiplano 
respecto de dicha recta. Ahora bien, la ecuación de la recta A, Ay es 


luego: 
1 111 11 1 1 
(80) A,A, es borde de un semiplano r, <=> sig | dje 4 ajj| =Sig| ay au ay 
aok “aj Aaj Ay Azi Azj 


YyhLk=1,...,7, 


conviniendo en atribuir al cero cualquiera de los signos + ó —. 
Emplearemos la siguiente notación: 


i 1 1 
(81) |A A A, |5] Oe au jjo 


Zok Azi Aaj 


De (80) se deduce el siguiente proceso para obtener las relaciones impli- 
citas de (78) y hallar sus vértices: 
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a) Se calculan los signos de todos los determinantes | A, A, A; |, en 
donde (i, j, k) recorre el conjunto de todas las combinaciones ternarias de los 
números (1, ..., 1). 

b) Mediante los signos de los determinantes anteriores se pueden escribir 
inmediatamente los signos de todos los determinantes | A, A, A|, t+=3,...,A. 
Si todos ellos son iguales, la recta A, A, es borde de uno de los semiplanos 
buscados, en caso contrario no lo es, y se pasa a ver los signos de los núme- 
ros | A, A, A; |. Si ninguna de las rectas A, A, fuese borde, el punto A, sería 
un punto interior de C y se pasaría al punto A,. Así se sigue hasta obtener 
una recta, que supondremos sea la A, A,, que sea borde de un semiplano que 
define a C. Si en la recta A, A, no hay ningún otro punto del conjunto 
JA,, +, An), los puntos A, y A, serán vértices de C. En caso contrario se 
hallan los extremos del segmento [A; Aj] que contenga en su interior todos 
los generadores de Ç que pertenecen a la recta A, A, y dichos puntos serán los 
vértices situados en dicha recta. Supongamos que los vértices sean A, y A,. 

c) Hallados dos vértices, se toma uno de ellos, p. e., Az, y se repite con 
él el mismo proceso que con A,. En este caso es seguro que una de las rectas 
A, A, será borde. Suponiendo que sea la recta A, A,, se repite con A, el mis- 
mo proceso, hasta llegar al vértice inicial A,. 


EJERCICIOS : 


513. Hallar los lados del borde del conjunto convexo C (A, say A), siendo A, = (1, 2), 
A, =(8,0, A, = (2,3), A, = (4.1), A, = (0,2. 

514. Halar las relaciones implicitas del poligono del ejercicio anterior. 

515. Hallar las relaciones paramétricas del polígono del ejercicio 513. 

516. Dado el conjunto convexo C, definido por las relaciones implicitas : 


x +4,—3>0, s +38x,+1>0, 57, +7,—4>0, —2r, +1,+1>0, 
hallar, si existen, sus relaciones explícitas. 

517. Dado el conjunto convexo C definido por las siguientes relaciones implicitas : 

a) —4r, +3, — 12 <0, b) x +r, +t2>0, c) 4z —5x,—0<0, 


d) 27, +7,—6<0, e) 4r +37, —A<0, 
hallar las relaciones explícitas. 


7. Orientación del plano afín.—Supondremos ahora que el cuerpo 
base del espacio afín es el cuerpo de los números reales o un subcuerpo de él. 
Se llama triángulo orientado a un triángulo cuyos vértices se dan en un 
cierto orden. Sea G el conjunto de todos los triángulos orientados del plano 
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afin. Si (A B C) y (A” B’ C') son dos triángulos orientados, y R = (O; u,, u.) 
un sistema de referencia del plano afín, se dice que (A B C) está relacionado 
en la relación R con (A” B’ C^) cuando se verifica : 


| 1 2, 2, 1 a, a, 
(82) (A B C) R (A B C) <> sig. 1 b, b, | = sig. | 1 e, 5, lo 
lec, | 1 ei Cr; 


siendo (a,, 43), (bis y), (Crs Ca) (Was 42), (0,, D'a) (Cis Ca) las coordenadas 
de A, B, C, A”, B”, C, respectivamente, respecto de R. 


1. R es una relación de igualdad. 
La demostración es trivial. 


2. T/R consta únicamente de dos clases, llamadas opuestas entre sí. 
Ya que si (A B C) no R (A B' C) se verifica que (A B C) R (B' A' C). 


3. La relación R no depende del sistema de referencia R. 

En efecto, sea R’ = {O"; u’, uz) otro sistema de referencia, Represen- 
taremos con primas las coordenadas respecto de R’. Recordando que las fór- 
mulas del cambio de sistema de referencia en el plano afin (30), 2, § 1, son: 


1 A ta 
483) Ll, )=0d4, 4 JA, As] 0 m, m ¡A| +0, 
0 n A l 
resulta que 
la g la, e, 12 0, 1, 82, 
Lb b |[=|1 Y, 9, | (Al, 149 4 l=|1 8, 9, Ab 
1 €, € 1 e, Ca 1 r, Y 1 ri fa 
de donde 
1 a, 4 1 b, ba 1 a, v: 19? 


sig.| 1 b b,| =sig.| 1 q, 9, o. 110, Y, =8sig. 1 g, Y, 
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DEFINICIÓN 1.—Se llama orientación en el plano a cada una de las clases 
de G/R. Un triángulo orientado de una clase es un representante o indica- 
triz de la orientación de dicha clase. 


4. Un plano posee dos orientaciones, llama- 
das opuesta una de otra. Si (ABC) es una in- 
dicatriz de una orientación, (BA C) es indicatriz 
de la orientación opuesta (fig. 32). 

Un plano con una orientación se llama plano 
orientado. 


Fig. 52. Sea B el conjunto de todos los pares or- 

denados de vectores libres del plano (a, b) no 

paralelos. Si B = (u,, us) es una base del plano de los vectores libres, y si 
a =a u, +g uy 
b=b u +b,uy 
C= CU, teuy 


a= d u, +d, up 


se dice que el par (a, b) está relacionado en la relación R’ con el par (e, d), 
cuando: 


a, q 


(84) (a, b) R' (e, d) <=> sig. 


5. R' es una relación de igualdad. 


6. El conjunto cociente B/R consta de dos clases. 


A cada una de las clases del conjunto B/R” se le llama una orientación: 
del plano de los vectores libres y a cada uno de los pares (a, b) una indicatriz- 


de la orientación a que pertenece. Las dos orientaciones se llaman opuesta 
una de otra. 


7. Las orientaciones no dependen de la base B elegida en el plano vec-- 
torial. 
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EJERCICIOS : 


518. Sea G LB la aplicación p(A B C) = (b—a,c—a), siendo a, b,c los vectores 
de posición de A, B, C, respectivamente, respecto del sistema de referencia R = { O; u,,U, } 
Probar que ọ aplica las orientaciones del plano afin en las del plano de los vectores libres. 

519. La aplicación œ del ejercicio anterior es suprayectiva. 

520. Dada la recta 


r: 4 +4,7,+4,7%,=0 


se define como orientación en r la siguiente: si A y B son dos puntos de r de coordenadas 
(a,, 27) y (b,,b,) respecto de un sistema de referencia R =(0O;u,,u, ), se escribe: 


AZB< 4 <),, atbp o) a, Kby a =b 


1 2* 


Análogamente, se define la orientación opuesta. Una recta con una orientación se llama 
orientada. Si el plano está orientado mediante la indicatriz (M, N, P), y sí r es una recta 
orientada, los dos semiplanos r' y q” determinados por r son tales que los puntos X de 


uno de ellos están caracterizados por (AB X)R(MNP) y los puntos Y del otro por 
(ABY)R(N MP). Demostrarlo. 


$ 2. EL ESPACIO AFIN 


1. El espacio afín ordinario.—Sea E el espacio euclideo ordinario, O 


un punto de E y V el espacio de los vectores libres de E. Sea w la siguiente 
aplicación : 


m 
E ———> V 


— 
X ——>0(X) =[OXTI VXEE. 


1. œ es una biyección. 


EN N 
En efecto, si x€ V y O X €x, se verifica que o (X) = x: 


o(X) = o (Y) =>> [0X] = [0Y] > 0X 0Y <> X=Y. 


Al vector x = [0X] correspondiente al punto X se le llama vector de posi- 
ción de X respecto del origen O. 
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2. Si O’ es otro origen y w la biyección (1) correspondiente, se verifica 


{2 w (X) = (O) + o (X). 
En efecto, basta observar que 
e) [07%] = [00] + 10%; 
La fórmula (2) se llama fórmula del cambio de origen. 


I. ECUACIÓN VECTORIAL DE LA RECTA.—Si a, b y x son los vectores de po- 
sición de A, B y X, respectivamente, siendo A + B se verifica: 


A, B, X están alineados <=> [A X] | [A B] <=> x—a]b—a 
6) <> x—a = à (b—a) <>x=a+A(b—a) 
yi=A+¿a 
lx=2a+ub, 


por esta razón, las igualdades vectoriales 


(3) se llaman ecuaciones vectoriales de la 
recta. 


II. Ecuación VECTORIAL DEL PLANO.— 
Si a,b,c,x son los vectores de posición 
de A, B, C, X, respectivamente (fig. 53), 
siendo A, B y C puntos no alineados, se 
verifica : 


Fig. 33. 


A, B, C, X son coplanarios <=> [AX], (A BJ, [A, C] son linealmente 
dependientes 


— — —o 
<> [AX] = A [A B] + a [A C] => x—a = à (b — a) + n (e—a) 
<> x =a +à (b—a) + alema) lsi, X=1a+ub+ve. 
EJERCICIOS : 
521 Dado el plano 
r) x—a = à (b— a) + u (e—a). 


Hallar la ecuación de la recta incidente con dos de sus puntos. 
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522. Sea el plano del ejercicio anterior y las rectas r y s de dicho plano, correspondientes 
a las especializaciones (véase la solución del ejercicio anterior): 


A=m+pa, A=ma+ pro, 
a È ; ; 
p=P tpo a=P +pq- 


Hallar la condición necesaria y suficiente de paralelismo de las rectas r) y s) del plano r. 

523. Averiguar si los puntos M, N y P del plano ~ del ejercicio 521, correspondientes a 
los valores (A,,4,), (Aj #3) Y (Ay, 1,) de los parámetros (A, p) están alineados. 

524. La ecuación de un plano z establece una aplicación A del plano A formado por los 
puntos de coordenadas (A, u) y el plano r. ¡La aplicación A tiene las siguientes propiedades: 
1) Puntos alineados de A se transforman en puntos alineados de w. 2) Puntos no alineados 
se transforman en puntos no alineados, 3) Rectas paralelas se transforman en rectas parale- 
las. 4) Rectas no paralelas se transforman en rectas ro paralelas. 


2. Coordenadas cartesianas en el espacio afín.—Sea O un punto del 
espacio afín, E, al que denominaremos origen, y una base B = {u,, uz, us) 
en el espacio vectorial de los vectores libres, V. Sea A el espacio vectorial 
de las matrices de una fila y tres columnas, a las que denominaremos vecto- 


res algebraicos. Se ha visto (27, 5, $ 1, Cap. II) que la base B define un 
isomorfismo entre V y A, que designaremos pot $: 


V PEAN A 
(4) 

X ——> E, Lo v) a E, s u tru, +F, u 
esto es 
(5) B E, ytru, +4, uy) i E Fas za) 


El conjunto R = (O; u,, uz, us) define una biyección de E en A: 


v B 
i E ——> V — A 
(6) 
X —> [O X] ——= Gpe yp To), 
siendo 
— 
(1) [O X] = 4, u, +%,0, +%,U, 


Al vector (£i, Ya, 1,) se le llama vector de las coordenadas cartesianas 
del punto X respecto del sistema de referencia R = (O; u, Us, us). Los 
números v., £,, x, se llaman coordenadas de X. 
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Sean OÚ, €u, 0D, € up OÚ, € u,. Las rectas O U, = £,, OU, = Ya 
y OU, := £, se llaman ejes de coordenadas correspondintes al sistema R, y 
los planos +, a, Va Y, y Y, X, planos 

de coordenadas (fig. 54). 


: EJERCICIOS : 
525. Comprobar que: a) Las coordenadas 
del origen son (0,0,0). b) X €w, <=> Las 


y/ coordenadas de X son (+,,0,0). X € x, <> 


Las coordenadas de X son (0, v., 0). XEF, 
<=> Las coordenadas de X son (0,0, :w,). c) 
o XEx, *, <> Los coordenadas de X son 
(4% 0). XEx,xr, < Las coordenadas 


de X son (0, z2). X € *,x, <2> Las coor- 
Fig. 54. denadas de X son E. 0, z) 


Sea R* = {O*; u*,, u*,, u*,) otro sistema de referencia y sean (+*,, 4*,, 
1*,) las coordenadas X respecto de R*. De (7) se deduce: 


—— 
(8) [0” Xx] = Ea ur, + Ea u*, + **, ur. 


Sean (Gis Gis, 419) las coordenadas de u; respecto de la base B* (u*,, u*,, 
u*,), y sean (a,, €,, 4.) las coordenadas de O respecto de R*, esto es: 


! [00] =a u*, +a, u*, +a, u“ 
1 1 2 2 3 3 
rii + + + 
(0) uU, =0,4, t a U”, Hag Ug 
pa e * + 

U, = ly U”, Harg U”, TO Ugo 


E * * + 
] U, = a, 04%, + 0,0%, + 0 Uy 


De (29), (T), (8) y (9) se deduce: 


— — — 
[0* X] = [0* 07 + [O0 X] <> 4% a, + 2% 0%, 44% 0% 
z (a, u" F 2, uu”, + 24 u*,) + Ki (aa u%, + a u“, + Gs u”) + Ta (8, a” 


* * Las * * * i x 
+a, U, ta, U”) E 0, 0, Hap Ut, Ha, 0”) = (0, 48,1, Ha Ta 


* * * 
+ 8,, 2) u 1t (0,4 6,5, +0,,%,+0,,%,) 0 A E tanfata T) at 
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de donde, teniendo en cuenta la independencia lineal de u*,, u*, y u*,, re- 
sulta : 


qa ns + 6,7%, +8, * y T lafy 


(10) CaA +69, ata tay 


AA Haat +4, 7 y Fagg Fo 
Fórmulas que se llaman del cambio de sistema de referencia. 


Las fórmulas (10) pueden escribirse en forma matricial, anteponiendo a 
todas ellas la igualdad 1 = 1, del siguiente modo: 


(11) (1, 4%,4*,7%)=(17,%,%,)A, A= 


Ss co kH 
a 
(o 


Por ser los vectores u,, uz, us linealmente independientes, el determinante 
de la matriz de sus coordenadas (9) es distinto de cero, y como este determi- 
nante es igual al determinante de la matriz A, resulta que | A | + 0. Por con- 


siguiente, el sistema (11) se puede resolver respecto de las r,, 3a, 4, y se ob- 
tiene : 


(12) a, NERO z) = (1, a, * s*a) A~, 


que son las fórmulas inversas de las (11). 


EJERCICIOS: 


526. Hallar las fórmulas del cambio de coordenadas del sistema de referencia R ={0; 
u: U, u, ) al sistema de referencia R* = (0%; u%,,u%,, u*, } siendo (1, 0, — 2) las coor- 
denadas de O* respecto de R y (2,0, — 1), (0,1, 1), (— 1, 3, o) las coordenadas de n*,, u* x 
ur, respectivamente, respecto de B = {u u, u, } 

a Hallar las fórmulas de cambio de coordenadas del sistema R ={0; u, u, u, } al 

*=(0% u" u rout, }, siendo las coordenadas, respecto de P, de O*, v*, “aje 


las siguientes: (1, — 1, 1), (2,1,0), (— 1, 1, 0), (0,2, —3), y O* U* Eu, o"Ú U*, € u* 
—. 
O*U* Er”, 


3. Ecuación cartesiana del plano.—Sea R = fO; u,, ua, u} un siste- 


276 $ 2. EL ESPACIO AFÍN [Capítulo III] 


ma de referencia cartesiano y sean (a) (b,) (c) (ri), i = 1, 2, 3 las coorde- 
nadas de los puntos A, B, C y X, respectivamente. De (1, II) se deduce que: 


XEABC <> x—a=A(b—al + p (le—a) <> 
(r, —3)u, + (+, — a) u, + (7, — a) u, = [A (b, —6,) + n(c, —2,)] u, + [A (b, a) 


+ a(c,—0)]u, + IA (5, — 0) + a (,—4)]0,, 


de donde: 


z, —a =A (b — a) + u(c, —4,), 
(13) XEABC <> y £,—4,=A (b, —46,) +p (0, — 8,), 


y %¿— 4, = A (b — a) + p(c, —4,), 


por lo que (13) se llaman ecuaciones cartesianas paramétricas del plano A B C. 
Recordando el significado de la eliminación (5, $ 3, Cap. II), resulta que 


b — a, 0, za ba Aa 
(14) 13) <> r b,—a, €, — 2% =r zma b,— a, (¿—0, ? 
b¿— 8, Ca — 4,0, D¿—0, (¿—9, 


y como los puntos A, B, C (1, II) son puntos no alineados, los vectores de 
las dos columnas de la primera matriz son linealmente independientes y su 
rango es, por tanto, dos. Luego, la igualdad de rangos de (14) es equiva- 
lente a: 


(15) 4,0, by — a, c,—a, | =0, 


luego (15) es equivalente a X€ A BC, siendo A, B, C puntos no alineados. 
Por esta razón, a (15) se le llama ecuación del plano incidente con los tres 
puntos no alineados A, B y C. 


Empleando las últimas ecuaciones vectoriales del plano (1, IT), se obtiene: 


1 =À +p +v 
l=1 +a +v x =a, +pb +vc 
(16) XEABC <> A a 
x=la+ub+ve s =a tpb tye, 


s =a tub tye 
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1 1 1 i1 1 1 1 |1 1 1 1 
a b c s a b c x a a, a 
1 
<=> r 1 1 =r 1 1 1 1 <> 1 1 2 3 = 0 
2, b, € +, 2, ba C * b, ba bs 
a, Bs % 3 % b, Es %, c êz “4 


La última equivalencia es consecuencia de ser los puntos A, B y C no alinea- 
dos y, por tanto, el rango de la primera matriz igual a tres. Como consecuen- 
cia, cualquiera de las ecuaciones que figuran en (16) se puede considerar 
como ecuación del plano incidente con tres puntos no alineados. 


Bien la ecuación (15), o la última (16), se pueden escribir en la siguiente 
forma: 


(17) utu sr +4,%,+4,x, =0, 
Se presenta ahora la siguiente cuestión: ¿Es toda ecuación de la forma (17) 


la ecuación de un plano? Supongamos que uno de los números 4,, tr, 4, Sea 
distinto de cero, p. €., u, F 0. Se verificará: 


Yo 
= tr x= > = = — 
448,4, 484,4, + 4,2%, 0 <=> 3 8, + 0,7%, 4+4,%, 2% u, ` 
a. = — “L a =— 2 <> s, =a (1— rz —r) +a +a)r 
1 , 2 ` 3 0 1 2 o 1 %1 


1 =1A+p+v 
Xx 


17 K 
+(e, tar, <> 


= v 


e =a taea ta) + v(a, +a) 


y como 
1 1 1 
0 1 0 
, =3, 
0 0 1 
a, a, t a ata 


las últimas ecuaciones son las de un plano incidente con los puntos no alinea- 
dos (0, 0, a), (1,0, a, + a,), (0, 1, a, + as). 

Si los tres números 4,, 4,, 4, son cero y a, + 0, la ecuación (17) repre- 
senta al conjunto vacio y si u, = 4, = 4, = 4, = 0, la ecuación (17) repre- 
senta todos los puntos del espacio. Por consiguiente: 


1. La ecuación (17) es la ecuación de un plano <=> (u,,14,, 44) E (0, 0, 0). 
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EJERcIcIio : 
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528. Hallar las ecuaciones de los siguientes planos: a) De los planos de coordenadas 


Fig. 55. 


De 1, I, se deduce que: 


(fig. 35). b) De planos paralelos a los planos 
de coordenadas. c) De planos que conten- 
gan a uno de los ejes de coordenadas. d) 
De planos paralelos a uno de los ejes de 
coordenadas, e) De planos incidentes con 
el origen de coordenadas. 


4. Ecuaciones cartesianas de la 
recta. — Sea R = (O; u,, u, u,} un 
sistema de referencia en el espacio y 
sean (a,) (b,) (+), i= 1, 2, 3, las coor- 
denadas de los puntos A, B, X, res- 
pectivamente. 


(13) XEAB <> 1,0, +%,0, + 7,0, = 0, U, + 0,0, + 0, U, 
+A Eco, —4,) u, + (b,— au, + (b, — a) u,] = (a, +A (», —a,)] u, 
+ [a +4 (0,—2,)]u, + la, +4 (b, —8,]u, 


R 
I 


a 
li 


i = 
| z =a +A(b, —0,), 
y =%+4A(b, —a,), 


a, +A (b, —4,), 


que son, por tanto, las ecuaciones expiicitas o paramétricas de la recta inci- 
dente con los puntos A y B. 


Se podría, también, haber procedido del siguiente modo: 


l=A+pa 


(19) XEAB <> 


l=A1+4 


<> 


ìi 


2 u, +7,U,+7,4, =A(0,U, +a U, Ha ug) 


+ 4 (9, u, +b, u, +0,u,) 


+(M0,+1b)u, 


A 


+m 


Aa +40, 


Aa, + 1d, 


= s u, Hru, tau, = (A0, +4b)u, + Aa, tab) u 


AG, tuby 
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que es otra expresión de las ecuaciones explícitas de la recta incidente con 
los puntos A y B. 


, 


Para obtener las ecuaciones implícitas basta eliminar A en (18) o bien A y 
y en (19). Recordando el proceso de eliminación, resulta : 


*,=0, +A(b, — a) b, = 0, 7,0, ba 
(20; z, = 0, +A(b,—a,) <> r b, 4, =r sa ba — i 
s =0, +2(b, — a) b — a %,—6, b,—4, 
x,—a ba 
7,—a, b —a | 1 1 1 1 =0, 
y = bd —a 
% a, 2 2 
<> r *,—a, b¿— 2 =1 <> 
x —a b —a 
yoa b, —4, | | 1 1 1 1 =0 
%¿— 0 b — 3, 


Obsérvese que la segunda equivalencia es debida a ser distintos los puntos 
A y B y, como consecuencia, ser igual a uno el rango de la matriz (b; — 44). 
Se ha supuesto, por tanto, que a, — b, +0. 
Las últimas ecuaciones (20) se suelen escribir, impropiamente, del siguien- 
te modo: 
Ny — a 2g — Uy _ *y— dy 


(21) aA 


5, —a, ba — a, — b¿—4% 


Para que las ecuaciones (21) sean equivalentes a las (20) es necesario y sufi- 
ciente que los tres números que figuran en los denominadores de (21) sean 
distintos de cero. 
Las últimas ecuaciones (20) de la recta A B se pueden escribir en la si 

guiente forma : 

4, 404,7, 40,7, 48,1, = 0, 

Y EFD, + 8,4, +,7, =0, 
(22) 
4, =0,a,—b,a, u =b, — ü, “n, =a —b 4, =0, 


v, =)b,0,—b,4, v=b,—4, v, =0, v, =0,—b,. 


Las ecuaciones (22) se llaman ecuaciones implicitas de la recta. Por ser los 
puntos A y B distintos, se verifica (22%) que 


(ys Uy, 1) Æ (0,0,0), (ys Ya Ya) =+ (0,0, 0), 
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luego cada una de las ecuaciones que figuran en (22) representa un plano. 
Por consiguiente, las ecuaciones implicitas de una recta corresponden a la 
recta considerada como intersección de dos planos. 


EJERCICIO: 


529. Hallar las ecuaciones explícitas e implicitas de las siguientes rectas: a) Ejes de coor- 
ddenadas. b) Recta AB, A = (1, — 2, 1), B (3,0, — 2). c) Una recta incidente con el plano 
*, =0. d) Una recta incidente con el origen de coordenadas. 


5. Incidencia en el espacio.—I. Incidencia de punto y recta. Sea el 
punto P = (p,, Pa, Pa) y la recta AB, A = (ti, az, 47), B = (b, ba ba). 


d,=0,+A(b, —0,) P,—0, b,—9, 
(23) P es incidente con A B <=> < f, =4,+4(b,—a,) Sr] $,—a, b,—a, =1. 
Pa = 0, +A (b, — a) Ps — a, 0,8, 


Si la recta A B viene dada por sus ecuaciones implícitas (22), la condición de 
incidencia es: 


(24) | 4, +4, P, +u, P, ttp, =D, 


| DY, +D,P, +, P,+%,P, =0. 


La condición de incidencia se puede enunciar también como condición de ali- 
neación de tres puntos. 


Las ecuaciones: 


(241) AA A Pr E DE A , 


representan, cualesquiera que sean los números à}, àaÀa, una recta incidente 
con el punto P = (p,, Pa, ta). Al conjunto de todas las rectas del espacio in- 
cidentes con un punto P se le llama radiación de rectas de base P. Por consi- 
guiente, las ecuaciones (24”) cuando en ellas las P,, pa pa son números y 
41, Aa, A, variables independientes representan todas las rectas de la radiación 


de base P, por lo que reciben el nombre de ecuaciones de la radiación de rec- 
tas de base P. 
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II. Incidencia de punto y plano. Sea el punto P y el plano A BC. 


Ph bha AA id 
| P, 0, db, < 
(25) P es incidente con ABC<=> Pa — 0%, b¿— 0, (¿— t =0<=> a als 0, 
2 2 2% 
P¿—0, b¿—8, C¿—0, bs 9, dC, 


esta condición puede enunciarse también como condición para que los pun- 
tos P, A, B, C sean coplanarios. Si el plano viene dado en forma implicita, 
la condición de incidencia será: 


(26) 4 tu p, tu b, tuh =O. 


El plano 


(26) 8, (A, —P) + (4,—P,) +4, (7, Pa) =0, 


es incidente con el punto P = (f,, Pz, pa) cualesquiera que sean los números 
4,, Uas Uy. Al conjunto de todos los planos del espacio incidentes con un 
punto P se le llama radiación de planos de base P. Por consiguiente, la ecua- 
ción (26) es la ecuación de una radiación de planos de base P, cuando en 
ella P,, Pa, fa son números y 4,, 4,, ua variables independientes. 

III. Incidencia de recta y plano. a) Si el plano viene determinado por 
tres puntos A, B, C, no alineados, y la recta por los puntos distintos M, N, 
la condición de incidencia de M N y A B C equivale a la condición de ser co- 
planarios A, B, C, M, N, y siendo A, B, C no alineados, esto equivale a que 


(26) rf ba, 00, ma, 1.0, | -2 


b) Si el plano viene definido en forma implícita y la recta en forma para- 
métrica (18), la condición de incidencia de (18). con 


u Hu r +4,%,+4,7,=0 
es 


- 4,+4,0, tu a, +u a =O 
(27) 
“, (o, —a,) +4, (b, —a,) +4 (b, — 8,) = 0. 
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c) La condición de incidencia de la recta (22) v el plano 
(28) 


z = 
wy tw r 4 WA, 0 


es que el sistema (22) sea equivalente al formado por (22) más (28) y como (22) 
es compatible siendo el rango de la matriz de los coeficientes dos, resulta la 
siguiente condición de incidencia de (22) y (28): 


(29) 


EJERCICIOS : 


530. Ecuación del plano incidente con la recta 


, 2— z +31,—2r, =0 
3+2%,— stár =0 


y el punto (5, — 1, 2). 
531. Condición de incidencia del plano ABC y la recta (22). 


6. Intersección en el espacio.—l. 


Intersección de dos planos. Sean 
los planos: 


(30) a) ata r ta s, ta r =0, 
b) btb itb, r, +b, 7, =0, 
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Los puntos comunes a los dos planos son las soluciones del sistema (30), que 
es equivalente al sistema: 


= 2 24a (Tet Tau 2), 


0,7, +0,%, =—6,—8, 2% Tis Tie 
2%9 o 3% 
(8D ~ ss tu t pa (Tuttun — m) 
b, 7, +b,x%, = —b,—b,%, Tis Tra)" 
y x= A Tis 
en donde 
ai aj 
T= 
K | bi b; 


El segundo sistema (31) establece que el lugar de los puntos comunes a los 
planos (80) es la recta determinada por los puntos : 


B Tao + Tis Tas Tor + Tra Tar T 
= A a y MOSES ` TE 
12 12 


Por consiguiente : 


La condición necesaria y suficiente para que los planos a) y b) se corten 
según una recta es que r (4) = 2. En este caso las ecuaciones (30) se llaman 
ecuaciones implicitas de la recta. 


Por ser los puntos A y B puntos de la recta (30), el vector [A B] tiene la 
dirección de la recta (30): 


(81) [AB] = (Too Ta Tya) lla N b. 


2.) r(A)=1, r (B}=2. El sistema (30) no tiene solución y los planos 
son, por tanto, paralelos. 


La condición necesaria y suficiente para que los planos a) y b) sean para- 
lelos (y distintos), es que 


(82) r(A) =1, r(B)=2, obien, Lp te, 
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3.9) r(A) = r (B) = 1. En este caso las dos filas de la matriz B son pro- 
porcionales, luego los dos planos a) y b) coinciden. 


Condición para que coincidan los planos a) y b): 


e : do _ y _ le _ 4; 
(83) r(B)=1, o bien, A da A 


EJERCICIOS : 
532, Hallar las ecuaciones explícitas de la recta: 
—2 —3x = 
1 2r t7 3r =0 


2+ 4, —4,+2x, =0, 


583. Hallar la ecuación del plano paralelo al plano: 
m: 4—x, ++, 3%, =0 
e incidente con el punto A = (2, — 1, 3). 
II. Intersección de tres planos. Sean los planos: 
a) atar +4,7,+0,4, =0. 


(34) bD btb s +b, r +b s =0, 


c) a E E a E E a E =0, 


y sean 


1% "s o “r fr "y 
A= b b, by B= ba bi b, b, 
A TA 


las matrices de los coeficientes y ampliada con los términos constantes, res- 
pectivamente. 


1.°) r(A) = 3. En este caso el sistema (34) tiene solución única. Los tres 
planos se cortan en un único punto, 
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2.) r(A)=2, r(B) = 3. El sistema (34) no tiene solución. No existe 
ningún punto común a los tres planos. Si, por ejemplo, es 


los planos a) y b) se cortan en una recta, r, y esta recta será paralela al plano 
c). Si las T,, tienen el mismo significado anterior, la condición r (A) = 2, 
siendo T,¿ +0, es equivalente a 


435) e, Tos +“, Tar +e Ti =0. 


luego, la condición de paralelismo de la recta intersección de los planos a) y 
b) y el plano c) es (35) juntamente con r (B) = 3. 

3.) r(A) = r (B) = 2. Si T,, + 0, el sistema (34) es equivalente al for- 
mado por las dos primeras ecuaciones, Esto equivale a decir (9, 6, $ 3, capi- 


tulo II) que la tercera ecuación depende linealmente de las dos primeras, 
esto es: l 


~ . o - 4 . 
(6 eter te rte TSA (a +4,4, +a ta T) 


+alb to r +0b,%,+0,+,) =0. 


Por consiguiente, el plano c) es incidente con la recta intersección de a) y b). 


Si en (36) se consideran ìà y p como variables independientes, la ecua- 
ción (36) representa el conjunto de todos los planos incidentes con la recta 
intersección de los planos a) y b). A este conjunto de planos se le llama haz 
de planos cuya base es la recta intersección de a) y b). Luego, la ecuación (36), 
en donde ìà y y son variables independientes, es la ecuación del haz de planos 
de base: a) intersección con b). 


4%) r(A)=1, r(B)=2. El sistema (34) no tiene solución. De r (A) =1 
se deduce que las tres filas de la matriz A son proporcionales, luego los pla- 
nos serán paralelos o coincidentes. Como los tres no pueden coincidir, por 
ser r (B) = 2, se pueden presentar dos casos, según que los tres sean distin- 
tos, o coincidentes dos de ellos. 


5.) r(A) = r(B) = 1. Los tres planos coinciden. 
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[Capítulo HI] 


EJERCICIOS: 


584. Ecuación del plano incidente con la recta A B, A = (3, — 1, 4), B = (2, 5, —3) y 
paralela a la recta 


2+4r ar tan = 0, 


—14+2+, +7,+2%, = 0. 


585. Ecuación del plano incidente con la recta r) del ejercicio anterior y paralelo a la 
recta: 


4, —1,+2x%, =0, 
+4, — 


+, =0. 


536. Ecuaciones de la recta incidente con el plano 


m)  21,+3x,—x, =0, 


con el punto de este plano A = (—1,1,1) y paralela al plano 


0)  44+x, —5x,+2x%, =0, 
III. Intersección de cuatro planos. Sean los planos: 
a) a tajt +0,%, +6,%, =0, 
en b) btb sitb r, tb 7 =0, 
c) ly 76%, tHe t He =0, 
d) d d rtd Z, +d t =0, 
Sea 
8, a 2, % a, a 8, 
A= b, b, bs , B= ba b, 3 3 
A Ca Cs CG G ia C 
d, d, d dy d, d, 8, 


1% r(A) = 3, r (B) = 4<=>|B]|+0. Los planos no tienen ningún 
punto común. Llamando A,, B,, CG D, a los adjuntos de a, be Ce di, res- 
pectivamente, en la matriz B, si A, + 0, B, +0, C, +0 y D, +0, los pla- 
nos se cortan tres a tres en un único punto y forman un tetraedro. Como 
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el rango de A es tres no pueden anularse dos de estos menores. Si se anula 
uno de ellos, por ejemplo A, = 0, los planos b), e) y d) determinan una su- 
perficie prismática triangular y a) cortaría a las tres aristas. 


2.) r(A) =r(B)= 3. Los cuatro planos son incidentes con un punto 


único. En virtud de (9; 6, $ 3, cap. II) una de las ecuaciones (37) depende 
linealmente de las otras tres, p. e.: 


(38) d, + d, s + d, r,+ d, s= A (a, +a r +0, sta z) 


+n(0 tb t Hb tbr) + v(c, + efte tte r). 


Si en la ecuación (88) son los planos a), b) y c) linealmente independientes 
y se consideran 1, p, y como variables independientes, la ecuación (38) repre- 
senta todos los planos incidentes con el punto de intersección de los planos 
a), b) y c). Este conjunto de planos es la radiación de planos de base el pun- 
punto de intersección de a), b) y c). Por consiguiente, la ecuación (38) es 
la ecuación de la radiación de planos cuya base es el punto de intersección 
de los planos a), b) y c), cuando estos tres planos son linealmente indepen- 
dientes y h, p, y variables independientes. 


EJERCICIOS: 


537. Ecuación del plano incidente con el punto de intersección de los planos 


li 
ooo 


| 1— x +r 
a) —i + +,—2%, 
24 3x, —%, = 
y paralelo al plano 
co) 742%, —3x,+6x, =0. 


538. Ecuación del plano incidente con los puntos A = (4, — 5, 1), B = (--2,0,3) y con 
el punto de intersección de los planos a) del ejercicio anterior. 


539. Ecuación de una recta coplanaria con la recta r de ecuaciones 


r: 281, +5%,—14,=0, 442 + 27,+%, = 0, 


incidente con el plano c) del ejercicio anterior y que corte a la recta 
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540. Estudiar la posición relativa de los siguientes planos: 


a) 1+27, +27, — %,=0 
Vo =2- a+ x +4x,=0 
| c) 1+ 47,+7x,=0 

d) 3-21, — 23r, + z, =0. 


541. Hallar las ecuaciones de la recta r coplanaria con la recta AB, A = (2, —1, 0), 
B = (1,8, —1) y con la recta intersección de los planos a) y b) del ejercicio anterior e inci- 
dente con el punto P = (2, 4, 5). 


542. Averiguar si la recta r, intersección de los planos a) y b) del ejencicio 540, es copla- 
naria con la recta s, intersección de c) y d) en el mismo ejercicio. 


IV. Intersección de recta y plano. Si la recta viene determinada por los 
planos a) y b) de (34) y el plano es el plano c) de (34), y si A, B y T,, tienen 
el significado de II, resulta que: 

1°) La recta a N b corta al plano c en un punto <=> | A| $0. 

2.) La recta af b es paralela al plano c <=> (35) y r (B) = 3. 

Si la recta viene dada por las ecuaciones: 

a —2 


Xo — aa _ Xy la . 
(39) i, = k h =1+0, 


y el plano es el plario c de (34), el punto de intersección de la recta y el plano 
se obtendrá resolviendo el sistema formado por (39) más la ecuación del pla- 
no. Este sistema es equivalente al formado por (39) más la ecuación 


(40) E 40,0, + 6,0, + 0,0, + (0, A, + CA, He A) t =0. 


Para que (40) tenga solución es necesario y suficiente que el coeficiente de ¿ 
sea distinto de cero, luego: 


3.) La recta (39) corta al plano c en un único punto <=> 


(41) CA te A He A FO 


4.) La recta (39) es paralela (y no incidente) al plano c <=> 


CA+FCA+CA=0, 
(42) 1 1 2 2 3 3 
co Hea tea tea EO 
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5.) La recta (39) es incidente con el plano c: <=> 


üi CA HEAHEA = 0, 


y +04, A A 


V. Posiciones relativas de dos rectas. Si la recta r viene dada como in- 
tersección de los planos a y b de (37) y la recta s como intersección de los 
planos c y d de (37), la condición necesaria y suficiente para que sean copla- 


narias es que los haces de planos de bases r y s tengan un plano común. Las 
ecuaciones de estos haces son: 


8, +A,5,+ (4,8, +21,5)7,+(0,2,+2,D,)x,+ (4, +24,5,x, =0, 
A) Ca F Ag da (AC, + 4,2%, + (A, C, +A, d,) 2t (Ay €, E Ag d) 5, =0, 
y la condición para que estos haces tengan un plano común es: 


Moths Matné, daa tds sE 
hated laa AA da OE 


Este sistema es equivalente al siguiente : 


ay) +b,A,— pc A, m ed A =0, 
8,4, +b,14,— pc, A, —p0,A, =0, 
GA, HDA ea PE, À — pd, À =0, 
a, Àg T b, A, — PCA mpd, A =0. 


y la condición para que este sistema sea compatible respecto de las incógni- 
tas Aps Aj, Ao) Ag) €s que 


8, dy Ca 4 
a b c d 
(44) A z 1 1 1 1 = 0, 
a, ba Cd, 
ag cd, 
ya que ọ +0. 
Dos rectas no coplanarias se dice que se cruzan. Por consiguiente: 
(44) r y s se cruzan <> A +0, 
(447) r y s son coplanarias <=> A =Q. 
(44) rys se cortan en un único punto <> r (A) =r (B) =3. 
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(45) 


(46) 
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r y s son paralelas y distintas <=> r (A) = 2, r (B) =3. 


r y s coinciden <> r (A) = r (B) = 2. 


Si las rectas r y s vienen dadas por las ecuaciones: 


xy — 4, Yg — Ay Xg — Ag 

r) a 

M Ms ho 

Xı— Šó, _ Xa—bs _ X3 — ös 

y A 4 la L, 
P Ha B3 


el vector A = (A,, Az As) tiene la dirección de 

r, el vector u = (p,, Lo, Pa) tiene la dirección 
— 

de s (fig. 36) y vector [A B] tiene por coorde- 

Fig. 56. nadas (b, — @,, b,— y, b¿—4z). Las rectas 

r y s son coplanarias es equivalente a: los vec- 


—> 
tores A, u y [AB] son linealmente dependientes, esto es, a 


o bien: 


(41) 


— 
mai+nu+p1A B] = 0, 


Por consiguiente: 


(48) Las rectas r y s se cruzan <> D0, 
(49) Las rectas r y s son coplanarias <=> D =Q., 
(50) Las rectas r y s son paralelas y distintas <=> Las dos últimas filas de la 
matriz de D son proporcionales y el rango de la matriz es 2 
(1) Las rectas y y s coinciden <=> El rango de la matriz de D es uno. 
EJERCICIOS : 
543. Ecuaciones de la recta r tal que: a) Sea incidente con el punto P = (3, — 1,0). b) 


Sea coplanaria con la recta 
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c) Sea paralela al plano 
r) 4—3x, tae tr =0, 
544. Ecuación del plano paralelo a la recta a) del ejercicio anterior, a la recta 
| 3— s +4x,+ x,=0, 


l 143x,— +, +2x, =0, 


e incidente con el punto de intersección de los planos a) del ejercicio 537. 
545. Dadas las tres rectas: 


ol a O 3 x 431 
ess is TE E Zn 


o) xn +2 — xati o -—l , 


1.°) Comprobar que son paralelas a un mismo plano y héllar la ecuación del plano incidente 
con el origen de coordenadas paralelo a las tres rectas. 2.) Hallar todas las rectas coplana- 
rias con las tres rectas dadas y comprobar que todas ellas son paralelas a un mismo plano 
y hallar la ecuación del plano incidente con el origen y paralelo a todas ellas. 

546. Se llama plano mediano de un tetraedro al plano determinado por una arista y el 
punto medio de la arista opuesta. Demostrar que los seis planos medianos de un tetraedro 


son incidentes con un mismo punto, llamado baricentro del tetraedro, y hallar la razón 
AG „Siendo A un vértice del tetraedro, G el baricentro y A’ el punto de intersección de 
y 


AG con la cara opuesta a A. 


7. Coordenadas afines en el espacio.—Sean A, B, C, D cuatro puntos 
no coplanarios, de coordenadas (a,), (b,), (ci). (d), i= 1, 2, 3, respectivamen- 
. te, respecto de un sistema de referencia R = (O; u,, uz, u,}. Por ser los 
puntos A, B, C, D no coplanarios, se verifica que 


1 1 1 1 
a b c d 
(52) A=| * * 1 214240 
8, b, e, d, 
a, bc d 


Sea X = (£i, fa 1,) otro punto arbitrario del espacio. En virtud de (52) el 
sistema : 


(538) (17, ,7,%)=(:%pAp AJA, A= 


m e A A 
~ 
> 
> 
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tiene solución única respecto de las (à;): 
(54) Ay Ay Ay A) = (b Fp tp 2) AU, 

Los números (à;, àz, às, àa), univocamente determinados por (54), se lla- 
man coordenadas afines o baricéntricas del punto X, respecto del sistema de 


referencia afin R' = (A, B, C, D}. Obsérvese que las coordenadas baricén- 
tricas no son independientes, ya que entre ellas existe la relación: 


(55) l= +2 +A Ae 


Las fórmulas (53) y (54) son las fórmulas del cambio de coordenadas carte- 
sianas a coordenadas afines. 


ECUACIONES DE LA RECTA EN COORDENADAS AFINES. Sean P y Q dos puntos 
distintos, (P,, Pas Pa), (qis Ga, qa) sus respectivas coordenadas cartesianas y 
(kis loas los Pads (Yo Var Yss Ya) Sus respectivas coordenadas afines. Las ecua- 
ciones paramétricas de la recta P O: 


l1=A+pA4 
(E, Ty 2a) = A (Di Py Da) + 1 (,, 92: 99), 


se pueden escribir en la forma: 


(a, aZ Ta z) = A (1, bo by ba) + p G, 9, 1, 95)» 


y, teniendo en cuenta las fórmulas del cambio de coordenadas (53), resulta : 


Ajo Agr Agr A) A = A (kp By go B) A H Ar Ya Yg Y) As 
de donde, 
156) (Ar Agr Agr A = A 1 Bo By BD RO y Yy YY 1=A +A 


que son las ecuaciones afines de la recta P Q. 


Si (01, P2 Pss Pa) son las coordenadas afines del punto R y si P, Q, R no 
están alineados, se obtiene de modo análogo las siguientes ecuaciones explí- 
citas afines del plano POR: 


(57) (Ajr Ags Agr AY) = A (Upe Hgo gr 8) Hs Ya Yo AY Y CO Par Py Pah 


(58) l=1A+a+v 
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Eliminando 4, u, » en (57), se obtiene como ecuación implícita afín del pla- 
no POR: 


o 
A. lo Y, P 
2 "2 ¿2 Pz , E 
(59) S i =0, A tà, FA tA FL 
a Ps “s Ps 
A 


Ys Pa "a Pa 
que, desarrollando por la primera columna, puede escribirse asi: 


di | a à +a, À, Ha A +4,4,=0, 


) AT At Aà + A, =1 


EJERCICIOS: 


547. Dada la ecuación afín del plano 7 
BA —A,+4A, —22, =0, 


A tà t A + A, =1 


respecto del sistema de referencia A=(1 0,—1), B = (0,1,2. C = (0,0, —2), D = (8, 
— 1, 0), hallar su ecuación cartesiana. 


548, Hallar las ecuaciones afines, respecto del sistema de referencia del ejercicio ante- 
rior, de la recta: 


3 2 +2 _ xoq—5 
BO 1 — 2 


549. Hallar las relaciones que definen al tetraedro de vértices A, B, C, D (ej. 547). 
550. Hallar las coordenadas afines del baricentro del tetraedro A, B,C, D. 


8. Semiespacios. Figuras convexas.—Supondremos ahora que el cuer4 
po base es el de los números reales, o un subcuerpo de él. El mismo razo- 
namiento usado en 6, § 1, prueba que: l 

Segmento de extremos A, B es el conjunto [A, B], de todos los puntos 
X cuyos vectores de posición x, vienen dados por las siguientes relaciones: 


| 1 =A+p 
(61) 
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Un plano: 


(62) a ta r +a t, +a 2 =0, 


divide al espacio en dos regiones, llamadas semiespacios de borde (62), cu- 
yos puntos verifican las siguientes relaciones : 


(63) atar +a z, +a, 7 >00, atar ta r, +a z, <0. 


A la intersección de dos semiespacios cuyos bordes se corten en una recta, 
r, se le llama región diédrica convexa, la recta r es la arista. 


La definición de conjunto convexo es la misma que en el plano 6, § 1. 


El conjunto convexo C(A,, .. An) engendrado por los puntos A,, ..., A,, 
tiene por relaciones explícitas : 


L= a Hoe +A, ap 
(84) l=A +. +A, 
A, >0,....A, >0, 
o bien: 
z, = A, A, +.. + An 
F,=A,4,, +. E 
(65) 4, = 2,8, o +A, 
1 =A + o... +Ay 
A,>0,..., A, >0. 


Una figura convexa puede definirse también como intersección de semies- 


pacios, con lo que resultan las siguientes relaciones implícitas de las figuras 
CONVEXAS : 


4 + w *, + Wat + “is *, > 0 
(66) O nenenernnnrnnn nro nro nr nene cane ron eran ne rnn enanas 


wra + wa *, + Mea %, + Wag *, > 9. 


De las relaciones explicitas se puede pasar siempre, de modo análogo a 
lo visto en el plano, a las relaciones implícitas, pero no recíprocamente 


8, SEMIESPACIOS. FIGURAS CONVEXAS 295 


EJERCICIOS: 


$51. Hallar las relaciones explicitas de C (A, B, C, D, E), siendo A = (2, 0, 0), B = (0, 
3,0), C = (4,4,0), D=(0,0,5), E = (1,2, 3). 

552. Determinar las caras del poliedro del ejercicio anterior. 

553. Escribir las relaciones implícitas del poliedro del ejercicio 551. 

554. Escribir las «relaciones explícitas de un octaedro regular cuyas diagonales estén en 
los ejes y sean de longitudes igual a dos. 

555. Escribir las relaciones implicitas del octaedro del ejercicio anterior. 


9. Orientación en el espacio afín.—Se llama tetraedro orientado a 
un tetraedro cuyos vértices se dan en un cierto orden. Sea G el conjunto 
de todos los tetraedros orientados del espacio afín. Sea R= (O; u,, us, us) 
un sistema de referencia cartesiano del espacio y (AB C D) y (A” BC D’) 
dos tetraedros orientados, sean (a), (b), (c), (d), (a), (D, (C), (di) las 
coordenadas de A, B, C, D, A’, B', C’, D', respectivamente, respecto de R. 
En G se define la relación R, del siguiente modo: 


1 4, 4, 4, 1 a, a, v 

1 b b, b 1050 v v 

(67) (ABCD)R(A'B'C'D) <> sig A ES RA 
lc cc 10, Ca Ca 

1 d, d, d, 1 e, a, t, 


1. R es una relación de igualdad. 


2. G/R consta únicamente de dos clases, llamadas opuestas entre st. 


Ya que si (A B C D) no está relacionado con (A”, B’, C”, D') se verifica 
que (ABCD)R (B A’ CD”. 


3. La relación R no depende del sistema de referencia. 
La demostración es análoga a la del caso del plano. 


DerinicióN 1.—Se llama orientación en el espacio a cada una de las cla- 
ses de O/R. Un tetraedro orientado de una clase se llama representante o 
indicatriz de la orientación. 


4. En el espacio existen dos orientaciones, llamadas opuestas una de 
otra, Si (AB C D) es una indicatriz de una orientación, (BA C D) es indi- 
catriz de la opuesta. 


DerinicióN 2.—El espacio con una de sus orientaciones se llama espacis 
orientado. 
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DEFINICIÓN 3.—Sea B el conjunto de todas las ternas ordenadas de vec- 
tores libres, linealmente independientes, del espacio y sea B = (u;,, uz, us) 
una base del espacio de los vectores libres. Dados los vectores libres 


a=0,u, +a, u, +a iy b=b u, +b, u, bup C=C u teU, te Uy 


+ r + , E Si + , , E ai A Ca e 
a =e 4 te u, Heuy b Ibu Hou HU, Uy CI +C,0,+¿0U,, 


se define en B la relación R’ del siguiente modo : 


1 f2 % a 
(a, b, c) R' (g, b’, e) <=> sig. | b, b ba = sig. b ba bs 
ate | Ci Ca C 


Si O y O’ son puntos arbitrarios del espacio y 
— —— — — —> —> 
[OA] =a, [OB] =b, [OC] =c, [O AT = a, [O B] = b’, [0'C] = e, 


se verifica que: 


(a, b, €) R' (a,b, c) <=> (OA BC)R(O'A'B'C). 


Por consiguiente, se puede definir la orientación en el espacio vectorial y en 
el espacio afín mediante una terna ordenada de vectores libres. 


EJERCICIOS: 


556. Sea R (O; uu, u,) un sistema de referencia cartesiano. Sea el espacio orientado 
mediante .la indicatriz (u,, u,, u,). Sea 


a) a +6,%,+40,%,+4,%, =0, a, +0, 


un plano no paralelo al eje +,. Se llama orientación en el plano, subordinada por la orienta- 
ción dada en el espacio, a la definida por la indicatriz (A, B, C), siendo A, B, C los puntos 
de intersección con el plano de las paralelas al eje +, incidentes con los puntos O, Up U; 


—> — 
y [0U,]=u, [0U,]=u,. Si (A”B", C') es otra indicatriz del plano, demostrar 
que, si A”, B”,, C”, son las proyecciones de A”, B’, C’ sobre el plano z, =0, se verifica que 


(A, B, C) R (A BC) <=> (O U, Up R (A BC). 


557. Si (A BC) es la orientación subordinada en el plano a) (ej. anterior) pọr la orien 


teción (u,, u, u,) del espacio, demostrar que (A BCX) R(ABCY) <> X pertenece al 
mismo semiespacic de borde a) que Y. 
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$ 3. EL ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO ORDINARIO 


1. Multiplicación escalar de dos vectores libres.—Dados dos vecto- 
res libres, x e y, se llama producto escalar, y se representa por x . y, o bien 
x y, al siguiente número real (*): 


(1) xy =|x||y|cos (x, y). 


PROPIEDADES DEL PRODUCTO ESCALAR.—Í. x.y =y.x. 
TL. (ax) .y =a (x.y) = x. (a y). 

TL. x(y+z=xy'+xz'=(y +2x. 

IV. x.a=0 Vx<=> a=0. 


DemosTracióN.—l. xy=!|x]||y| cos (x, y)=| y]! x|]cos (y, x)= y -x. 
IT. (ax).y =|ax]|y|cos(ax, y) =|0a]|x]!|y|cos (a x, y). 
Si a > 0 se verifica que x $ a x, de donde 


=> _” 
ax, y = xy- ly 
Si a < 0 se verifica (fig. 57) xJ ax, de 
x ax 


AN AN 
donde a x, y = — (z — x y), luego 
p Fis. 57. 
cos (a x, y) = cos (t — x y) = — cos (x, y) 


luego, en los dos casos es | a | cos (a x, y) = a cos (x, y), y, por tanto: 


la| fx] yjcos (ax, y) = a(]x]] y] cos (x, y) = a (x . y). 


III. Sea OA< y, ABE zZ, OBE y + z, OCEx. Trazando por A y 
B planos perpendiculares a O C y llamando A” y B’ a las intersecciones de 
este plano con O C (fig. 58), se verifica: 


[OA] + [AB] = [0 P), 


a 


(*) Suponemos en este $ conocido del lector el número real. (Véase 2, $ 1, Cap. V.) 


298 $ 3. EL ESPACIO VECTORIAL EUCLÍDEO ORDINARIO [Capítulo III] 
de donde: 


| y | cos (x, y) + | z | cos (x, z) = | y + z | cos (x, y + 2), 


y, multiplicando por |x |, resulta 111. 


IV. Si fuese a + 0, toman- 
do x paralelo a a y unitario, re- 
sultaría x. a = |a | = 0, contra- 
dicción. 


1. La condición necesaria y 
suficiente para que dos vectores 
x e y, ambos distintos del vector 
cero, sean ortogonales, es que su 
Fig. 58. producto escalar sea cero: 


a) ¡x]3+0, [y [+0 x.y =0<2> x ! y 


Al producto escalar de un vector por sí mismo se le llama cuadrado del 
vector, Por consiguiente: 


163] x=x.x=|x/ 


De (3) se deduce: 


(1) 


Ix] = yx 


Análogamente, de la definición (1) de producto escalar se deduce: 


(5) cos (x, ya EY 
"TY 


las fórmulas (4) y (5) permiten medir distancias y ángulos en el espacio. 
Un vector se llama unitario cuando su módulo es igual a la unidad. Luego, 


(8) u es unitario <> ju|=1<> u=1 


EXPRESIÓN ANALÍTICA DEL PRODUCTO ESCALAR.—Sea R = (O; u, us, u} 
un sistema de referencia cartesiano. Sean 


X= 4,0, +%,U,+%,0, € y=),U +y, u, +y, u, 
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dos vectores libres arbitrarios. De las propiedades anteriores, resulta : 
X.Y =X.(Y, u, +y, u, +Y Ug) 5 X (Y, 4) + x (9, 47) + X 0, 07) == 
y, u) + y, (1 u,) + Y, (2 0,) = y, [0 u) u, + (E, u) u, + (7 u) u] 
+ y, [(*, u) u, + (r, u,) u, + (7, u) u] + y, [u u, + (7, u,) u, + (7, u) u] 
AY (A 0) +, Y (0, 9) +, 3 (0, 09) + (7, Y, Hrg Y) (U, Ug) 


+ (4, Yy +79) u u) + (5,3, +%,9,) (uu), 


que es la expresión analitica del producto escalar respecto de R. Poniendo: 


T) Y -uj = 8y; i,j = 1, 2, 3, 


la fórmula anterior puede escribirse del siguiente modo : 


Ñ Eu Siz is 

(8) Edad a > Eu iY = Fp fya E Wp IpI =È Zn Ea En 
ij=i 

Ear £32 Eas 


2. La multiplicación escalar de vectores es un tensor simétrico de segundo 
orden. Es consecuencia de las propiedades 11 y III, que establecen que el pro- 
ducto escalar es una aplicación bilineal de V x V en R. La simetría es con- 
secuencia de I. Las coordenadas del tensor producto escalar, respecto de R, 
son las gı; definidas en (7). 


En particular, de (8) se deduce : 


(9) |x? =x = 2 EETA AEFREAE L REFERE 


DerinicióN.—Se llama base métrica u ortonormal del espacio vectorial, a 
toda base B = (u,, uz, u,} tal que: 


(10) ju [=l u Lup itj 1/=1,233 <> w- u = òp 


siendo 8,, las 3 de Kronecker. 
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Respecto de una base métrica, las coordenadas gy, del tensor producto 
escalar, son iguales a las 8,;, en virtud de (7) y de (10), con lo que la expre- 
sión analítica (8) del producto escalar se reduce a: 


(12) X.Y =E I EE, Y, E Y = E Fy Ea) I Op Yp I 
y el módulo de un vector a: 
(12) [x= y 7 Er 
En lo que sigue emplearemos siempre bases métricas. 
Ejercicios: 
558. Demostrar que el conjunto de todos los vectores ortogonales a los vectores de 


una recta vectorial es un plano vectorial y el conjunto de todos los vectores ortogonales a 
un plano vectorial es una recta vectorial, 


559. Hallar una base ortonormal uno de cuyos vectores sea el vector unitarió y,, | y, | = 1. 


560. Dado un vector libre y hallar otro que tenga su misma dirección y sea unitario. 
2. Multiplicación vectorial de dos vectores libres. 


DerinIcIóN 2.—Se llama producto vectorial de dos vectores libres, x e y, 
y se representa por x x y, al siguiente vector libre: 


| 1. |xxy|=|x]|]y]|sen(x, y |. 
(13) XXJ_XxXy ly. 


| 3. Si (u,, u,, u,) es una indicatriz del espacio vectorial orientado, la orientación 
(x, y, x X y) es igual a la orientación (u,, up u) 


3. EXPRESIÓN ANALÍTICA DEL PRODUCTO VECTORIAL.—Sea B= (u,, us us} 
una base métrica y sea 


2, = u, +2 u, +2 u, SXXy, X=%,U,+%,0,+%,U, Y =),U,+),0, +I, ty 
La condición 1 proporciona: 
a4) z? = |z |? = | x |? | y |? sen? (x, y) = x? y? [1 — cos? (x, y)] 
=x? y? — (|x | |y | cos (x, y)? = x? y? — (x, y)? 
= (rE E r Er) O HY EIM EI EAS 


F +3 y, + +? y? + 2 y? + La y, + o y? + eS Y? E 24, Y, *, Ya 


— 24, Y,%,9,—2%,9,%,3, 
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PAI TITO NAO TESIS PAS 9,9) 
+ (599 +99 — 24,9, %, Ya) 


13 
+ 


Y, Ya Ya Ya 
La segunda condición proporciona: 


y x X = Y. 
1,2, + 27a t 3 fs 0 


Y, 4, +9,% TY, 2 = 0. 


de donde: 
s x s x | moro: 
(15) gaJ A PE gsal E Fh gsal F) 
Ya Ya Ya Y, Y, Ya | 
De (14) y (5) resulta : 
(16) 2=1lL A=+1 


Tomando como orientación del espacio la definida por la indicatriz (u,, uz, us), 
se obtiene, en virtud de (15) y de la tercera condición : 


Ed x EJ 
1 2 3 100 | 
y y 
sig ña 2 3 = sig, 010 |=>+w, 
x x v x x x’ 
N 2% i a %1 1 % 0o01 
Yz Y Ya Y, 3, Ya 
de donde 
ros |? ral? sox 
sig af 2 "3 + 3 %1 Eb 1 % )-. 
Ya Y Yy 3 | Y Y 


y como, por ser las y y las y reales, el paréntesis es positivo, resulta : 


(17) sig. (A) = +. 


De (15), (16) y (17) resulta finalmente: 


x x 
2 3 


(18) xxy= 


Ya Ya Ya I Y, Y 


que es la expresión analitica del producto vectorial, 
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4. PROPIEDADES DEL PRODUCTO VECTORIAL.—Í. x x y = — (y x x). Esta 
propiedad se designa con el nombre de anticonmutatividad 


TI. Si à es un número real y x e y vectores libres cualesquiera, 


(1) Xx y =A(R X y) =x Xx (A y). 


II. Si x,y,z son tres vectores libres arbitrarios, 
XX(Y+HZ)=xXXY+HxXXZ (y +4Z2)Xx=yXx+zXx. 
IV. xx0=0. 


Voxxy=0,x+0 y+0<=> xx || y. 


VI. xx (yx z)=(xz)y—(xy)z, (xx y) x z= (zx)y—(zy)x. 
VII. El producto vectorial no es asociativo. 


DemosTRAcIiÓN.—I, De (18) se deduce: 


Po Ys | Po + +, Ya 
xXy= uy +! u, + u, 
Ya Ya | Y Y Y. Y 
3s a EN Y Ya 
=- u + u, = — (y x x). 
Ta Pa | Y Gan Gan Ya 
II. De (18) se deduce: 
Ax, Az, AX, Ax | Ar Ax 
(Ax) x y = u t u, + u 
Y, Y; Ys 41 | 3, Ya 
Y, 4 T, Y, | E 
=A u, + u, + | =A(x x y). 
Ya Ya Y, Y Y Y | 
análogamente la segunda igualdad. 
III. De (18) se deduce: 
R *, E *, Ti zi Fa | 
xXx(y+2)= u, + u, + u 
| Ya 2 J tS Its y+: Itz nta 
i , 
Fo * 1% % Y”, * 
= u, + | u, + u, 
Ya Ya i Ya Y, Y, 3, 
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$ 


= (x X y) + (x xz). 


la segunda relación es consecuencia inmediata de la anterior y de I. 
IV. La segunda fila de los determinantes de (18) es cero. 


V. 
£ -_ Y z x E E Ed x 
r 1 2 3 =1 . > 2 3 — 3 1 = 1 z =0. 
Y, Ya Y Ya Ys Y, 3, Y, Ya 
VI. 
Fa E % * *, i£) 
xx(yxz=|| 9 Y 3 Ya |. +19 Ia [1% Is fu + || Ia 3 [1% 9 
23 2, 2, 2, 2, 2, £, Zs 2, Zs £3 2, 


= (Ii E — 99%, 997, 49,790, 4 (5,9,%,—%,9,2,—,3,2, +%,9,2)u, 
+ (A, 94%, 7,9, %, — Fa Ya Fa F Fa Yg Sa) 0, 

= ly, (4,2, + 2,2, +%, 2) —%, (Ca Y) a P 4% Yplu, + ly, (+, 2, +%,2,+%, 2,) 

— z (AY, +A 449910) + 19,00,2, +7,2 +78) — 2% (4,9, +4,9, +7, 99] u, 
= (22) (9, u, + y,0, + Y, U) — (x y) (£, u, +£,u, + 2,0] = (x2) y —(xy)z 


(x xy) xz =— [z x (xx y)] =z x (y x x)= (zx)y— (zy) x. 


VII. Es consecuencia inmediata de VI. 


3. Producto mixto de tres vectores.—Se llama producto mirto de tres 
vectores x, y, z, y se representa por {x, y, z}, al producto escalar del pri- 


mero por el producto vectorial de los otros dos: 


(19) {x yz} =x-.(y Xz). 


1. EXPRESIÓN ANALÍTICA DEL PRODUCTO MIXTO.—De (19), (11) y (18) se 


deduce: 
r *, Fa 
, Ya Y | Y Y 19, 3, 
20 1xyz2=*, 2 *3 =] Y Y 3 
2 E, ¡y 4, 4 % 2 z z 


u, 
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2. PROPIEDADES DEL PRODUCTO MIXTO.—I, 


txr yz}={y:z7,x}={z3 x, y} =—{y:x.z}=— {x z, y}=— {zyx}. 


II. {x, y, z} = 0 <=> x, y, z son linealmente dependientes. 


III. Si OX € x, O Y € y, OZe€ z, siendo O un punto arbitrario, tra- 
zando por X, Y, Z (fig. 59) planos parale- 
los a OYZ, OXZ y OX Y, respecti- 
vamente, se obtiene un paralelepipedo, que 
representaremos por (x, y, z), ya que repi- 
tiendo la construcción en otro punto O” 
el paralelepípedo que se obtiene es igual 
al anterior en una traslación. Se verifi- 
ca que 


Fig. 59. (1) vol (x, y, z) = | fx, y,z 31. 


IV. La multiplicación mirta es una aplicación trilineal. 


DemosTRACIÓN.—l. Es una consecuencia de la expresión (20). 
II. Esla consecuencia de (20) y de (Cons. 111, Teor. 1, 2, $ 3, Cap. II). 
III. 
lx y z}|=|x.(yxz)|=|x||yxz]licos(x, y x z) | 
=|x||y1l=||sen (y, z) | | cos (x, y x z) | 


=[|x!||cos(x,y x3)[Jir(OYTZ)=0N.ir(OYTZ) 


= vol (x, y, z). 
TV. 
sty, +“, 7 +4, E, %, %, Y, a La 
{x+x,yz}= 9, Ya 9, =1 9 Y Y FII Ya Is 
| 2, z, 2, 2, 2, 2, 2, l, £, 


=1x yz} +{x,y z} 
En virtud de I esta propiedad es también cierta respecto de los otros vectores. 


AX, Az, AZ 


Ay = | Y Ya I, |=A xy, z) 
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y, en virtud de I, esta propiedad es también cierta para los otros dos vec- 
tores. 


3. Identidad de Lagrange. 


(22) (x xy) (zx K = (x 2) (y t) — (x t) (y 2). 


DEMOSTRACIÓN. 
axy (zxt ={xxyzt}={ztxxy} 


=z. [tx (x x y)] =z. [(ty)x—(tx) y] = (xz) (y 1) —(x t) y 2). 


4. (xx y) x (zx 0 = (x, y, t} z — {x y, z) t. 
DEMOSTRACIÓN. 


(axy x(zxt =[(x xy). t]z—[(x xy). z]t =dx y. t)z —1x, y, z} t- 


EJERCICIOS: 


561. Hallar el vector libre unitario ortogonal a x e y, x = (L, 2, 3), y = (— 4, 3, 2). 

562. Hallar todos los vectores coplanarios con los vectores 
x e y del ejercicio anterior. 

563. Hallar todos los vectores coplanarios con a = (2, — 1, 4) 
y b=(2,0,—5) y ortogonales a e = (3,4, —1). 

564. Calcular el área del triángulo ABC, A = (4,3, —1). 
B=(2,1,—2), C = (—3, 2,5) (fig. 60). 

656. Calcular el volumen del tetraedro A BC D, siendo 
A =(, 4,— 1), B= (2, — 8, 1), C= (8, —4, 2), D = (5,0, 1). 

566. Hallar la ecuación del plano vectorial incidente con el . 
vector z = (4, — 2, 1) y perpendicular al plano determinado por Fig. 60, 
los vectores x = (8, — 2, 3), y = (4, — 1, 3). 
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1. El plano euclídeo.—En lo que sigue supondremos que el sistema de 
referencia R'= (O; u, u} es métrico, esto es, tal que u? = uf = 1, 
u, - u, = 0, Por consiguiente, el producto escalar de dos vectores: x = £, u, 
+ zU, Y = Y, U, + Yz Up viene dado por: 


(1) XJ=*,Y,+%,3, 


20 
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de donde, 
Ls ¡x= y = TFT 
(3) cos (x, y) = X1 J F ads 


~ s3 + z? N yy? +y 


Las fórmulas (2) y (3) permiten resolver todos los problemas de medida de 
distancias y ángulos en el plano euclideo. 


1. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS A = (m, @,) Y 
B = (b,, ba) (fig. 61): 


(4) dist. (A, B) = |b—a | = y (0, — a)? + 0, — 0. 


2. VECTOR PARALELO A UNA RECTA.—Si la recta viene 
dada en forma explicita: 


x =a +Ad, 
6) 1 1 1 sia Aa _ Ads 
4 =0,+4Ad,, 4 de 


el vector d = (d,, d,) es paralelo a la recta. 
Si la recta viene dada por su ecuación implicita : 
(6) 4, + 4,7, +4,7,=0, 
si A = (a,, az) y B = (b,, b,) son dos puntos de la recta (6) se verificará que 


el vector b—a = (b, — 4,, bz — 4,) será paralelo a la recta (6). Ahora bien, 
por ser (6) incidente con A y B se verifica: 


4, +4,6,+4,06,=0 
(T) =“ (b, — a) + u, (b, — 8,) = 0. 
utu b tu b, =0 
De (7) se deduce que 


a) b—a=2(4, —%) 


luego los vectores (8) son paralelos a la recta (6). 
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3. VECTOR PERPENDICULAR A UNA RECTA.—Si b — a es un vector paralelo 
a una recta, el vector v tal que 


víb—a)=0 v= (0, — 8, a, —b,) 


será perpendicular a la recta. Si la recta viene dada en forma explícita (5), se 
verifica que 


(9) Y = (d,, —4,) 1 a la recta (5). 


Si la recta viene dada en forma implícita (6), se verifica: 


(10) u = (u,,4,) 1 a la recta (6). 


Al vector unitario y perpendicular a una recta le llamaremos vector nor- 
mal a la recta, 


EJERCICIOS : 


567. Hallar vectores paralelos a las siguientes rectas: a) AB, A = (3, — 2), B = (1, 1). 
b) 1, =5—84, 1, =14+44. c) 2+51x,—Tx, =0. d) %, =47, —1 


568. Hallar vectores perpendiculares a las rectas del ejercicio anterior, 


569. Hallar vectores unitarios y perpendiculares a las rectas del ejercicio 567. 


4. ÁNGULO DE DOS RECTAS.—Se llama ángulo de dos rectas al menor de los 
dos ángulos suplementarios que forman las dos rectas. Por consiguiente, el 
ángulo de dos rectas es menor o igual a un recto y su coseno es positivo. 

Sean las rectas r y s. 


a) r es un vector paralelo a r y s es un vector paralelo a s. De (3) se 
deduce: 


r.8 
11 cos (r, 3) = | ——— į}. 
9 | col] 
Por consiguiente, la condición de perperdicularidad de las dos rectas es: 


(12) r.s=0. 


Ejercicios: 


570. Calcular el ángulo de las rectas AB y CD, A=(2,1. B = (8.4), C = (1,—D), 
D = (5, 3). 
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571. Calcular el ángulo de lås rectas AB, A = (8, 1), B = (5, — 3) y 


Z, = 2—2A, 
r) 
+ =1+314.. 


572. Calcular el ángulo de las rectas r y s, 


| z =321 
r)? s) 327, +4x7,=0. 
| s, =24+54 


573. Calcular el ángulo de las rectas r y s, 


r) 44517, —6x, =0; s) 3=2x, +x,=0. 


574. Ecuación de la recta incidente con P =(2, —5) y perpendicular a la recta A B, 
A =(1,3) B = (— 2, 5). 


575. Ecuación de la recta incidente con el punto de intersección de la recta r) — 2 + 47, 
—=1,=0, 5) 14+2x, +8%, =0 y perpendicular a la recta t) 4—5+, +24, =0. 


b) res un vector perpendicular a r y s un vector perpendicular a s. El 
ángulo que forman r y s es igual o suplemen- 
tario al ángulo de las rectas r y s, pero si se 
toma el valor absoluto de cos (r, s), éste será 


igual al coseno del ángulo que forman las rec- 
tas r y s, luego: 


r: sij 
(13) cos (r, s) = denssi, 
Iris] 
Fig. 62. Por consiguiente, la condición de perpendicula- 
ridad será: (13 r.s = Q. 
EJERCICIOS : 


576. Angulo que forman las rectas r y s: 1) 3—2x,+57,=0,5)4+383x, —2x, = 0. 
577. Hallar las ecuaciones de las rectas incidentes con el punto P = (1,1) de la recta 
n2—3x, ++, =0 y que forman con ella ángulos iguales al ángulo que forman las rec- 
tas a) y b): 
a) 4-25, +4x,=0, b) 3+31,—4x, =0. 
578. Hallar la ecuación de la recta simétrica de la recta 
u) 3=4x, +3%,=0, 


en la simetría de eje 


e) 147, +27,=0 
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c) r' es un vector paralelo a r y s un vector perpendicular a s. El ángulo 
(r', s) es complementario del ángulo de las dos rectas, o es igual a este ángu- 
lo más un recto: 


6) =- 2095, 


en cualquiera de los casos es 


ir. sl 


(14) sen (r, $) = | cos (r,s)| = TTT 


n9 <5 


Por consiguiente, la condición de perpendicularidad en este caso es 
(14 rs. 

EjErcIcIoS: 

579. Calcular el ángulo de las rectas r y s: 


r) £, =44+54, 7, =1—2A; s) 3+5r —6x, =0. 


580. Hallar las coordenadas del punto simétrico del punto A = (4, — 5) respecto de la 
recta e) 2—3x, +21, =0. ` 


581. Hallar las ecuaciones de las rectas que contienen a los lados del cuadrado una de 
cuyas diagonales es AC, A = (1,2), C = (4, 8). 


582. Hallar las ecuaciones de la simetria de eje e: 
e: e +€e7,+€,5,=0, 
5. DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA.-—Se llama ecuación normal de la 
recta a la ecuación 
(15) notn tna =D 
tal que el vector normal n = (n,, n,) sea unitario, esto es, 
In]=y 1342, =1 
Por consiguiente, dada la ecuación general de una recta: 


as) . u Hu r tus = 0, 


` para obtener la ecuación normal basta dividir por el módulo del vector per- 
pendicular u = (u, tt). Por tanto: 


(17) n= — E, neH =— A 


0 = >? 1 = a ?’? K 7 MET A 
Vas + ug Vu? + 48 Vutt us 
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Llamando a al ángulo que forma el eje xr, con la normal a la recta por el ori- 


gen, y recordando que |n | = 1, resulta que: 
m, = ——ÍL—— =C080, n, = —2— = sen y = cos f. 
Vu? + uu Vu? + us 


A (cos x, cos 8) = (n,, na) se les llaman cosenos directores de la recta. 

Si X es un punto arbitrario de la recta (15) y P es el punto de intersec- 
ción de la perpendicular a a trazada 
por el origen O (fig. 63), se verifi- 
ca que: 

(18) dist. (O, P) = dist. (O. u) = [O X] 


| cos (n, x)| =|x]|n]|]|cos(m a)l =|x.n| 


dd oi EN dl PA 
= 2x1 ty x=! — Mp) == — |. 


AS 


: De (18) se deduce que: la distancia 
Fig. 63. i 
del origen de coordenadas a una recta 
u es igual al valor absoluto del término independiente de su ecuación normal. 
En algunas ocasiones interesa distinguir los puntos de un semiplano de los 
del otro, de los dos cuyo borde es la recta ; para ello, conviene emplear dis- 
tancias con signo, estableciendo la siguiente: 


DerINIcióN 1.-—Se llama 
distancia orientada del ori- 
gen de coordenadas a una 
recta r, al término indepen- 
diente de su ecuación nor- 
mal. (Obsérvese que igual- 
mente se podría haber defi- 
nido al término independien- 
te cambiado de signo.) 


Sea la recta u, de ecua- 
ción (16) y el punto P, de 
coordenadas (p,, p,). Sea Q 
el pie de la perpendicular trazada a w por P y B y A los pies de la perpen- 


dicular trazada por O a uu y a su paralela v trazada por P (fig. 64). La ecua- 
ción de ves: 


Fig. 64. 


oi E de sE 
(93) — u b —4,P+ 4,4, +7 1.7, =0, 
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las ecuaciones normales de u y de v son, por tanto: 


u Mtas tur =0, œ Zh A tts o 
VnF Vui | 
de donde: 
20) dist. (O, u) = — 9, dist. (0, v) = Z2 — Mad 
a EA Ta 


por consiguiente, teniendo en cuenta (20), resulta : 
qu dist. (P, u) = dist. (P, Q) = dist. (A, B) = dist, (O, B) — dist. (O, A) 


= dist. (O, u) — dist. (O, o) = Etr 
Va Fue 


La distancia dada por (21) es distancia orientada, sí se desea obtener la 
distancia ordinaria habrá que tomar el valor absoluto. 


EJERCICIOS : 


583. Calcular la distancia orientada del punto P = (— 3, 2) a la recta r: —14++,+4%, 


= 0, y decir si P se encuentra en el mismo o en distinto semiplano que el origen de coor- 
denadas. 


584. Demostrar que el producto de un lado de un triángulo por la altura correspondien- 
te a dicho lado es constante. 


Si la recta u viene definida en forma paramétrica, dícese que las ecuaciones 
paramétricas 


*,=6,+4d,, 
(22) 
*, =G, +4 dy, 
son normales cuando el vector d = (d,, d,) es unitario: !d |'= 1. Si p es el 


vector de posición del punto P y q el del punto Q (fig. 64), pie de la perpen- 


dicular trazada por P a u, el vector [PÔ] será perpendicular al vector d, 
luego: 


P Q].d=0 <> (q4—p)-d=0 <> (a+Ad—p)d =0 


<> A= (p—a)d => q =a + [{p—a)d]d, 
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luego: 


(28) dist. (P, u) = dist. (P, Q) = [PÒ | = |a—p! = y G — p? 


y (a — p} — [(p — a) d]. 


6. AREA DE UN TRIÁNGULO. —S€a el triángulo A B C, siendo (m), (bi), (ci) 
las coordenadas de A, B, C, respectivamente, se verifica que 


1 2, 4, 

, 1 x . 1 
QA) ar. (AB C)= F dist. (B C), dist. (A, B C) = y 1 b b, 
1 CC 


El área definida por (24) es un área orientada, esto es, con signo; si se desea 
el área en sentido ordinario habrá que tomar el valor absoluto del último 
miembro de (24). 


Si dos triángulos pertenecen a la misma orientación, o dicho de modo or- 
dinario, tienen la misma orientación. sus áreas tienen el mismo signo, y reci- 
procamente. 


EJERCICIOS: 


585. Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de 
un punto dado. 


586. ¿Es toda ecuación de la forma 


2+r?2_%2ax —2br = 
CAN Ea 2ax, 2bx,+< 0, 


la ecuación de una circunferencia? (Se supone, como siempre. que el sistema de referencia 
es ortonormal.) 


$87, Hallar los puntos comunes a dos circunferencias, 

588. Comprobar que los puntos A, B, C, D son vértices de un trapecio y calcular su área. 
A =(6,,6,), B=(b,,b,), C=(0,,c,), D=(c,+4(b, —4,), e, +A(b, — a). 

589. Comprobar que el área de un cuadrilátero convexo cuyas diagonales son AC y BD 
viene dada por: 


la —c a—c 
ir. (A BC D) = 1o oa 
bd, b,—d, 


590. Como es sabido, se llama elipse al conjunto de puntos de un plano tal que la suma 
de sus distancias a dos puntos fijos, F y F’, llamados focos, es constante. Hallar la ecuación: 
de la elipse. 
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591. Hallar las ecuaciones de las bisectrices de las rectas 


a: ata r +4,%,=0, 


b: btb r +b,%,=0. 


592. Hallar la ecuación de la hipérbola, (Hipérbola es el conjunto de puntos de un plano 
tal que el valor absoluto de la diferencia de distancias a dos puntos fijos, llamados focos, 
es constante.) 


593. Se llama Ovalo de Cassini al conjunto de puntos del plano tal que el producto de 
sus distancias a dos puntos fijos, llamados focos, es constante. Hallar la ecuación de los 
óvalos de Cassini. 


204. Un óvalo de Descartes es el conjunto de los puntos del plano cuyas distancias a dos 
puntos fijos, F, F, multiplicadas por números fijos a, b, dan suma o diferencia constante, +. 
Hallar la ecuación de un óvalo de Descartes. 


7. CAMBIO DE COORDENADAS CARTESIANAS.—Sean R = {0; u, u} y 
R' = [0'; v,, va} dos sistemas de referencia métricos en el plano: u; u; = ij 
vı v; = 5, Sea X un punto arbitrario del plano, de coordenadas (+,, 1,) res- 
pecto de R y (x,*, x,*) respecto de R’. Sea 


—> 
(25) [O0 O] =a v, +9, Yy 


U, =4,,V, Hag Yy 


(26) 


fs] 
l 


2 = 9a Ya E lao Yo 
se verifica que 
_—> — — 
[O'X] =1[0" 0] + [O X] 
de donde 


* + — 
AY ty, = 0, +09, + 7%, (0,,V, + Gis Ya) t F, (Oa, Y, + Gre Ya) 


le, + Gii i + La Fa) v + (s, + ais *, + aaz 23) Vo 


con lo que se obtiene: 


127) ü, s5 z") = (1, a, z) A; A=] 0a, a 


Ahora bien, en el caso actual resulta, multiplicando u,, en (26), por vj: 


(28) U -Vj =a; V? S= ay; 4]=1,2 
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Llamando + al ángulo que forma u, con v,. pueden presentarse los casos 
siguientes (fig. 65): 


a) (Fig. 65, a)). La orientación (u,, u,) es la misma que la orientación 
(Vi V2). En este caso se verifica que: 


8, =u v, = [fu [|[v,|cosp=cosp. 4, =u, V, = |u, | ¡v,|cos (u, v,) = — sen g 


a, =u, V, = |u, | |v, | cos (u, v,) = Sen p, G, =U,- Y, = COS (U, V,) = COS y, 


Fig. 65. 


con lo que la matriz A se escribe en la siguiente forma: 


l 4 a, 
(29) A=jfj € cosp —sengp |, [AJS 
0 seng cos y 


b) (Fig. 65 b)). La orientación (u,, u,) es opuesta a la orientación 
(vi vo). En este caso se verifica que: 


a, =u. y = cose. a =U V, = Cos (u, Va) = ¿en g. 
G = 1. Y, = cos (u,, v) =S p, 4,, = U, : V, = COS (U, v,) = cos (z — p) = — cos p, 
con lo que la matriz A es la siguiente : 
1i a a, 
(30) A= 0 coso sëng |, ¡A¡=-—1 
0 seng — cosg 


EJERCICIOS: 


595. Escribir las fórmulas de cambio de coordenadas correspondientes al paso del siste- 
ma métrico R =(O;u,,u,), al sistema métrico R*=+¿0';y,,v,). siendo orientación 


- 


; i = ai 
(u,, u,) = orientación (v,, v,), U. Y, = + , coordenadas de O” = (— 3, 5). 
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590. Hallar las fórmulas del cambio de coordenadas correspondientes al paso del sistema 
métrico R =(0;u,,u, ), al R* = 


105 vv }, sabiendo que el nuevo eje y,* tiene por 
ecuación, respecto de R, 


54+3x, —4zx, =0, 


que el eje s,* es el perpendicular al anterior por el punto (5,1), que el ángulo u, y, es 
agudo y que la orientación (u, u,) es la misma que la (Vis Va) 


8. COORDENADAS POLARES EN EL PLANO EUCLÍDEO.—Sea y una semirrecta 
de origen O (fig. 66) y un sentido positivo 
de recorrido, «, en el haz de semirrectas de 
origen O. Si X es un punto del plano, distinto 
de O, se pueden asignar a X dos números 
(e, y), siendo ọ la distancia de X a O y q el án- 
gulo, contado en el sentido positivo, de la se- 
mirrecta origen v, con la semirrecta O X. Por 
consiguiente, se verifica que = 


(31) U<p.¿<o0 (<p 2n. 


Fig. 66. 


Al par de números (p, p) se les llama coordenadas polares de X respecto 
del sistema de referencia polar (O, x, «). Al punto O se le llama polo del sis- 
tema de referencia y a la semirrecta v origen. A cada punto distinto del polo 
le corresponde un único par de números que verifiquen (31). Al polo le corres- 
ponden infinitos pares (0, y), ya que y puede tomar cualquier valor que veri- 
figue (31). 


En ocasiones conviene tomar otros campos de variación de pọ y p. Asi, se 
puede tomar: 


(82) -<P <0 IKP 


con el convenio de que cuando p es negativo, èl punto se halla en la semirrec- 
ta opuesta a la semirrecta correspondiente al ángulo y y a una distancia de 
O igual a | p 1. 

Si se toma un sistema de referencia ortonormal cuyo origen sea O, el semi- 
eje positivo de las w, coincide con v, y el semieje positivo de las v, sea tal 


a 


que u, . u, '= + > , si las coordenadas de X respecto de R = {0 ; u, us.) 
con (x,. 7a), se verifica que 


*, = p Cos q, 
(83) 


Z, = p Sen p 
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en donde pọ y o están acotados por (31) o por (32), indistintamente. De (33) 
se deduce: 


p=Vxt+ xt, 
= Xy 
A A 
(34) o — Xy 
nET VEFA 
Bes 


en donde ¿ y o están acotados por (81). Para determinar e es preciso atender 
a los signos de +, y £} 


EJERCICIOS: 


597. Calcular las coordenadas polares del punto P = (— 2, — 2). 


598. Calcular las coordenadas polares de! punto P = (y 3,—1). 

599. Sea c una circunferencia de radio r, P O uno de sus diámetros, y la tangente en 
O. PZ una recta variable y Z el segundo punto de intersección con la circunferencia e Y 
el punto de intersección de P Z con la tangente y. A un lado y otro de Y se toman, en la 
recta P Y, segmentos Y X = Y X’ = PZ. Se llama cisoide de Diocles al conjunto de los 
puntos X y X’ cuando varia la recta P Z. Hallar la ecuación de la cisoide. 

600. Conchoide de la recta o de Nicomedes es el conjunto de los puntos X del plane 
tales que X Y = |], siendo O Y una recta variable incidente con O, Y el punto de intersec- 


ción de esta recta con una recta fija y, no incidente con O, y X un punto incidente con la 
recta variable O Y, Hallar la “ecuación de la conchoide. 


2. El espacio euclídeo.—Supondremos que el sistema de referencia 
R = (O; u, uz, u,) es métrico, esto es, que w . uj = 3. 

Sean X = V, W, + ¿Us + MU, € y = VU, + YM), + Yu, dos vecto- 
res libres del espacio, se verificarán las siguientes fórmulas fundamentales: 


0d X.Y SE I tE I, HR Yy | 
x x x x x C3 

(2) zxxy=| ? ” u, + E E U., 
Ya Y Y, Y, Y 3) 
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14) cos (x, y) = 242% Eds 
Var + e 4 xl Vy + ya + 98 


que permiten medir distancias y ángulos en el espacio euclídeo. 
1. DISTANCIAS ENTRE DOS PUNTOS À = (4,, Q,, a3) Y X = (£i £a 47). 
E dist. (A, X) =/AX|=|x—a|= Y 0,2 + ,—2) + (%,—2. 
EJERCICIOS : 


601. Hallar la ecuación del conjunto de puntos del espacio cuyas distancias a un punto fijo, 
A, es igual a r. Este conjunto se llama superficie esférica de centro A y radio r. 
602. ¿Son todas las ecuaciones de la forma: 


"2 2 2—24 x — 2a r — = 
ar +2, 24,1, —20,x, 20,%,3+0, 0, 
ecuaciones de una superficie esférica? 


2. VECTOR PARALELO A UNA RECTA.—A) La recta viene dada en forma ex- 
plicita : 


CaN =4, + Ad, 
(6) r: £, =04,+ Ad, 
x=, + Ad. 


El vector d = (d,, d}, d,) es paralelo a la recta +. 
B) La recta viene dada en forma implícita : 


© 4 +44, HU T, Hu Z =0, 
T r: 


A a a E E E E E =0. 


Por tratarse de una recta, el rango de la matriz de los coeficientes es dos. Si 
—> 
A = (Mh, aa 43) y B = (bı, ba ba) son dos puntos de r, el vector [A B] tiene 
—> 
la dirección de r, pero [A B] verifica las relaciones : 
u, (b, 0, + u, (b, 4) + 4, (9, — 8.) =0, 


v (o, —a) + Ta (b, — a) +7, È, —a,) = 0, 
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de donde resulta que el vector: 


>o H 
& vi | 6, hg 


tiene la dirección de la recta r. 
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(Capítulo 111] 


DerrxicióN 1.—Se llama ángulo de dos rectas al menor de los ángulos que 
forman las dos rectas. Por consiguiente, el ángulo de dos rectas no es obtuso. 


EJERCICIOS: 


603. Calcular el ángulo de las siguientes rectas: 


| s =2—3à, 
a) r, =1+4+24, 


z =t— A. 


604. Calcular el ángulo de las rectas: a) del ejercicio 


[i 


4A, 
SFA 
5+22. 


anterior, y 


2+ Y, —31,+ x,=0, 
c) 1+4r +2%,—3x,=0. 


605. Calcular el ánguio de la recta c) del ejercicio anterior y la recta: 


| 4421, +x,—5x%, =0, 
zy 


3— —Y = 
3 z tir 0. 


606. Hallar las ecuaciones de la recta perpendicular y secante a la recta a) del ejerci- 


cio 603 e incidente con el plano: 


3. VECTOR PERPENDICULAR A UN PLANO.—A) El plano está definido por 


sus ecuaciones explícitas: 


e 
1 
(9) 


R 
tl 


$ 
v 
ii 


0, +Ab,+p40, 
a, HAD + pC 


a, HAD + HC 
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De (9) se deduce que los vectores b = (b,, by, by) y e = (C,, C} Ca) son pa- 
ralelos al plano (9) y no paralelos entre sí, luego el vector: 


b b 
(10) n=oxe=( 2 


es perpendicular al plano (9). 


B) El plano está definido implicitamente por la ecuación: 


(11) utu r +84,4,+44,%, = 0. 


Si Y = (y, Y , Ya) es otro punto del plano (11), se verifica: 


4, +4, Y, tuy, Hu I =0, 
y restando de (11), será: 


4, EI) +04, (E — 9) +4, (E —9,) =0, 


que expresa que el vector u = (4,, 4,, 4,) es perpendicular a todos los vec 


tores [YX] de plano, luego es normal al plano: 


(12) u= (4,,1,,4,) 1 (1D. 


DerixicióN 2.—Se llama ángulo de dos planos al menor de los diedros que 
forman. 


De esta definición se deduce que si u | u y v | v, siendo « y v dos pla- 
uos, se verifica que: 


ju. y] 


(13) cos (4, Y) = Jai]: 


Por consiguiente, la condición necesaria y suficiente de perpendicularidad de 
dos planos u y v es que (14) u | v<—>u.v=0,u | 4, v | Y%. 


EJERCICIOS: 


807. Calcular e! ángulo del plano A BC con el plano r, siendo A = (1, —2,1), B = (8, 
1.2%. C=(-15.1, 


1+214+ -u 


2 
en 
$ o A 
look 


2 2— à+2u, 
¡PA B- 
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608. Calcular el ángulo del plano r del ejercicio anterior con el plano: 


o) 4-31, +: —2x, =0. 


609. Ecuación del plano incidente con la recta a) del ejercicio 608 y perpendicular al plano 
g del ejercicio 608. 


610. Ecuación del plano incidente con la recta a) del ejercicio 604 y perpendicular al plano 
x del ejercicio 607. 


611. Ecuaciones de los planos bisectores de los diedros formados por los planos de las 
ecuaciones de la recta a) del ejercicio 605. 


612, Hallar las ecuaciones de los planos incidentes con la recta r que resulta de hacer 
4 =0 en la ecuación del plano r del ejercicio 607 y que forman con él ángulos de 30°. 


4. ANGULO DE RECTA Y PLANO.—Se llama ángulo de una recta r y un pla- 
no x, al menor de los ángulos que forma 
la recta con las rectas del plano. Este án- 
gulo es, por tanto, el ángulo que forma 
la recta con su proyección ortogonal so- 
bre el plano. 


Si Y (fig. 67) es la proyección orto- 

gonal de r sobre el plano x y u un vec- 

Fig. 67. tor normal al plano, se verifica que el 

ángulo «q, que forma la recta con el 

plano, es complementario del ángulo y que forma la recta con el vector u nor- 
mal al plano; luego, si r es un vector paralelo a la recta, será: 


(14) sen (r, r) = sen p = cos (y) = | cos (r, u) | = | cos (r, u) | = AA 


La condición de perpendicularidad de la recta r y el plano x, será: 


(15) rir <& rji < r= <>rxu=0. 
EJERCICIOS : 


613. Calcular el ángulo que forma la recta a) del ejercicio 603 con el plano y del ejer- 
cicio 608. 


614. Calcular el ángulo de la recta a) del ejercicio 603 con el plano rm) del ejercicio 607. 
615. Calcular el ángulo de la recta c) del ejercicio 604 con el plano r del ejercicio 606. 


616. Ecuación del plano incidente con el punto P = (5, — 2, 4) y perpendicular a la recta 
b) del ejercicio 603. 


617. Ecuación del plano incidente con el punto Q = (— 3, 6, T) y perpendicular a la recta 
r del ejercicio 605. 


618. Ecuaciones de la recta incidente con el punto A = (—7,3, —4) y perpendicular al 
plano r del ejercicio 606. 
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619. Ecuaciones de la recta incidente con el punto B = (4, — 8, 9) y perpendicular al plano 
w del ejercicio 607. 


5. ECUACIÓN NORMAL DE PLANO.—La ecuación 


(16) UF UA, 4,1, 44,x, = 0, 


se llama normal, cuando el vector normal u = (u,, tt,, ta) es unitario. Por 
consiguiente, dada la ecuación 


(17) atas ta s ta T = 0, 


para obtener la ecuación normal del 
plano (17) bastará dividir por el mó- 
dulo del vector a = (a,, @z, dy), esto 
es, la ecuación normal del plano 
(17) es: 


de +4, £y F ag Xy 7 aa X 
(18) oTi 2% 3 


AH =0. 
Vitara 


Fig. 68, 


Si (16) es la ecuación normal del 
plano u (fig. 68), y si u = (u, ta tsh) X = (Yis to va), siendo x el vector 
de posición de un punto X del plano u, la ecuación (16) proporciona : 


(19) ja | =fu.x|=]2u]]x | | cos (œ x) | = [O X] . cos (Y OX) = [0 N), 


siendo O N la normal al plano trazada por O, luego: El valor absoluto del 
término independiente de la ecua- 
ción normal del plano es igual a 
la distancia del origen de coorde- 
nadas al plano. 

Se llama distancia orientada 
del origen de coordenadas al pla- 
no u al término independiente de 
su ecuación normal, 

6. DISTANCIA DE UN PUNTO A 
UN PLANO.—Sea el punto P =p 


Pa Po) y el plano a (17), sea b el 
plano paralelo al plano a trazado por P. Se verifica (fig. 69) 


Fig. 69. 


(20) dist. (P, a) = dist. (P, Q) = dist. (M, N) 


= | dist. (O N) — dist. (O M) | = | dist. (O, a) — dist. (O. b) `. 
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Ahora bien, el plano paralelo a a trazado por P es 


(2D) 


— a b ah, E E Ha F Ha F, EO Z 50, 


y su ecuación normal es: 


(22) 


luego 


— dy Py — Uy fa — 4s Pa T 41 Xy F aa Xr A- ag Xg 


Va, + a+ as 
A. A = Difi ta ahs 
dist. (O, a) = Vaa as aa Eu 7 dist. (O, b) Var+airar 


de donde, en virtud de (20), 


l 
(23) dist. (P, a) = ag + 41 P1 + 222 + 0383 , 
Vap tatta? 
Se llama distancia orientada del punto P al plano a, al número: 
(24) dist. (P, a) = LLE aki E eha t asha, 
Vat Fa a 
EJERCICIOS: 
620. Hallar la distancia del punto P = (3, — 1, 4) al plano ~ del ejercicio 607. 
621. Halar la distancia de la recta a) a la recta b) del ejercicio 608. 
622. Calcular la distancia de la recta c) del ejercicio 604 a la recta r del ejercicio 605. 
623. Dado el tetraedro de vértices A, B,C, D, siendo a = (2, a, a), b= (b b b) 


e= (c> (yc) y d= (d> d., d,), los vectores de posición de A, B, C, D, respectivamente, 
calcular la distancia de un vértice al plano de la cara opuesta. 
624, 


Calcular la distancia entre dos aristas opuestas del tetraedro del ejercicio anterior. 
B 7. AREA DE UN TRIÁNGULO EN EL ESPA- 
cIo.—Sea el triángulo ABC (fig. 70) y sean 
a = (t, aa t), b = (b,, ba ba) y e= (c, 
Ca C3) los vectores de posición de A, B y C, 
respectivamente. Se verifica : 


(25) área (A BC) = + |I [AB] x [AC]| 


1 
Fig. 70. = -y | (b—a) x (e—a) | 
i ba, e —a, |? b¿—=6, 08, |* b,—46, c,—4, (2 
lo Hrg OS acae 
I OTa ET 1% 4 1 1 2 2 “7% 
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8. VOLUMEN DEL TETRAEDRO.—Sea el tetraedro ABCD y sean 


a = (6,807), b = (b, dy by), © = (Cp Cy C) d = (d,, da, dy) 


los vectores de posición de A, B, C, 
D, respectivamente. Trazando por 
los vértices del tetraedro planos pa- 
ralelos a las caras opuestas, se ob- 
tiene el paralelepípedo BCFDAE 
GH (fig. 71), cuyo volumen es el 
doble del prisma triangular B C D A 
EH y el volumen de éste es, a su 
vez, el triple del volumen del tetrae- 
dro ABCD, luego: 


Fig. 71. 


(26) vol. (A BC D) = E vol, (BCFDAEGH) = a { [B Ġ), [B DJ, [BA]) 


=> {e—b d—b.a—b} = 


a|- 


1 
1 
Ic ece e 
1 


El volumen definido por (26) viene afectado por un signo, por lo que se 
llama volumen orientado. Los tetraedros igualmente orientados tienen el vo- 


lumen del mismo signo. Si se desea el volumen en el sentido ordinario, debe 
tomarse el valor absoluto de (26). 


Teniendo en cuenta el ejercicio 624, resulta la siguiente expresión del vo- 
lumen de un tetraedro: 


SN 
(27) vol. (ABC D) =--1 [A B] x [C D] | dist. (A B, C D). 


Ejercicios: 


625. Calcular el volumen de un tetraedro A B C D tal que dist. (A B) = 2, dist. (C, D} = 3 
y las ecuaciones de A B y CD son: 


| 1427, +4x,—3x,=0 2+ r —5x,+4x,=0 
AB: CD: ¿ 
s +31, —tx, =0 | —1+3x, -- Tr, *.=0 


y 
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626. Calcular las alturas de un tetraedro conocidas las ecuaciones de los planos de 
Sus caras. 


9. CAMBIO DE COORDENADAS CARTESIANAS.—Sean R = (O; wu, Us, Us) y 
R’ = (O; v,, va v,) dos sistemas de referencia métricos en el espacio: 
uu = E. vi. vi = àj. Sea X un punto arbitrario del espacio, de coorde- 


nadas (7,, a, 1,) respecto de R y (1,*, x,*, x,*) respecto de K. Sea 


A 
(28) [007 = a y, +a, V, +0, Vy 
| u =li v + 22 Vo F Gig Va: 
(29) y Us = 0, Ya F lag Vo E lo Vae 


= 0r Va E gg Vo H ag Voe 


de 


10%] = [0 0] + [0X]. 


se deduce que 


* * žo — $ 1 e E s + 
ATV, FAY UV EAS yp 0 Y, 70), EV PY, la, Y, + 8,¿V, + 8, a) 
F Ka (CS Y, ES Lo Va + loz va) T Ky (azi Y, Es 0) Ya + Ee Va) 
de donde: 
1 2, 4, 4, 
O a, 0, fg 
(30) (175 ES £,*) = (1. Es r) A, A= i 2 


Ahora bien, de (29) se deduce, multiplicando escalarmente por vy: 


UV = G Va WY E Gig Va Yj t ai Vg Vj = Gijs 


y teniendo en cuenta que 


u; V; = |w | |v; | cos (u, v,) = cos (up Vp) 
resulta: 
1 2, 2, 2 
e) AS ü cos (u.> v,) cos (1. va) cos (u; Ya) 


0 cos (u,.v,) cos (u, v,) cos (u, v,) 


0 cos (u,.v,) cos (u,, v,) cos (1,. v,) 
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De los nueve ángulos que figuran en la matriz A sólo hay tres indepen- 
, —> —> — 
dientes. Para obtenerlos, tomaremos representantes O U., OU, OU,, 
—> —> —> 
IV, OV, y OV, de u, Us, Us» Vi, 
Va Va respectivamente (fig. 72). Sea 
O W, la recta de intersección de los 


planos O U, U, y OV, V,. Tomare- 
mos en esta recta un vector unitario 


O W, tal que el sentido (u,, [O W,]) 
sea igual al sentido (u, u,). Sea 


-_—_—_——— 

w, = [O W,] y sea w, un vector uni- 
tario, perpendicular a w,, incidente con 
el plano (u,, us) y tal que orientación 
(u,, u,) = orientación (w,, w,). Final- 
mente, sea w, un vector unitario per- Fig. 72. 
pendicular a w, y w, y tal que orien- 
tación (u,, uz, u,) = orientación (w,, Wa, Wa) de donde w, = uz. 

Sea t un vector unitario perpendicular a w, y v, y tal que orientación (w,, 
t, v,) = orientación (w,, Wa, W) y, finalmente, sea s un vector unitario per- 


pendicular a v, y va tal que orientación (v,, s, va) = orientación (w,, t, va). 
Se verifica, por tanto, que: 


orientación u» U,> u,) = orientación (w,> Wy wW) = orientación (wi t, Va) 


1 


orientación (y,, 8, V), 


de donde resulta que: 


1l 
4 


| orientación (u,, u,. u,) = orientación (y,, Vy Va) => 8 
(82) 


orientación (u, üy u,) + orientación (Y, Yo Va) =s 


i 
| 
< 


El paso del sistema de referencia R al R’ se puede efectuar en los siguien- 
tes pasos intermedios: 


(83) R>R,=10;w,W,¿W,J>R,¿=(10;w,.t, v,)-> 
R ={0; ves Y JR =103 vp Vo va > R. 


Sea X un punto arbitrario, sus coordenadas respecto de R, R, R,, 
Ra, R, y F son 


(i ty Y Op Iy YY pr Zy Za Up Ego Edo Cp Sa Sa) (5,5 Am, 


respectivamente. 
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Llamando q al ángulo (u,, w,), se verifica que 
up W)=p+ up w) =— (5 =+). 


(Uy W,) = 9 (Up u) = (up 4,7) = (W, u) = (Wp u) = + : 


(recuérdese que u, = w,), luego las ecuaciones (30), correspondientes al 
cambio R > R,, serán: 


1 0 0 0 
AS A 0 seng  cosp 0 
0 0 0 1 


Llamando 6 al ángulo (uz, vs), resulta: 


(Uy, t) = (Uy) Va) + (Vy 1) = 0 (Wa Ya) = (Wp Wa) + Way) = S 


+ 8, (Wwy t) = (Wp W,) + (7, t) = F+(0 5) 0 (ww) =0, 


T 


(w: t) = (W,, Y) = (Wp W,) = (W,.W,) = => 


luego las fórmulas (30) correspondientes al cambio R, > R, son: 


10 0 0 
0 1 0 0 
(85 l,2,2,,2)=(1,y,9, 

6 O p Zy 2) = O Ya Yy Ya) 0 0 cosð —senó 


0 0 senó cos 6 
Ponierido y = (w,, v,), resulta: 


(w 8) = (w,,v,) + (v,,8) =4+ Si (wp v) = 5 ; 


(tv) = (t w) + (w,, v,) = + +4, (ts) = (t, v,) + (v,, 8) 


A +e) +5 =+ (b Y) => (Vo Y) = (185) = + Es (Yo Y) =0 
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luego las fórmulas (30) correspondientes al cambio R, -> R, son: 


1 0 0 0 

se 0 cosy —seny 0 
(36) (L te tt) =(1,2,,2, 2,) 

3 0 seny cosy 0 

0 0 0 1 


Si designamos por ea + 1 óa — 1, para comprender las dos alternativas (32), 
las fórmulas (30) correspondientes al cambio R, > R, son: 


(87) (ds, 5,5) = (lt, tp t) 


m 
H o o o 


0 
1 
0 
0 


>o >o OO kK 
© 


Finalmente, las fórmulas (30) proporcionan, para el cambio R, > R: 


1 2, 4, 2, 

, a 01 0 0 
(88) AA EP 
00 0 1 


Por consiguiente: 


1 0 0 


0 10 0 0 1 0 0 0 
N 0 cosp —sengp 0 01 0 0 0 cosy — seny 0 
o 0 seng cosp 0 0 0 cosg — sen ð 0 senyp cosyp 0 
0 0 0 i 0 0 senp cos O 0 0 0 1 
1 0 0 90 1 a, g G 
0 1i 0 0 01 0 0 
0 0 £ 0 00 1 0 
0 0 0 1 00 0 i 
de donde: 
1 a, a, a, 
(89 0 cos p cos y — sen g sen y cos ô — e (cos ọ señ Y + sen p cos y cos 6) sen q sen Ó 
) A= ` 
0 sen pcos y + cos g sen y cos ĝ g (— sen p sen Y + cos o cos ¿cos 4) — cos y sen p 


0 sen y sen 6 € cos y sen ô cos ĝ 
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en donde e = 1 cuando orientación (u,, uz, u,) = orientación (v,, Vz Va) Y 
€ = —1, en caso contrario. Los ángulos y, y y 0 se llaman ángulos de Euler. 


10. COORDENADAS CILÍNDRICAS.—Se llaman coordenadas cilindricas de un 
punto P del espacio, a los tres núme- 

i ros (r, y £) obtenidos a partir de P del 

j | siguiente modo: Sea un plano z y en 
E f | él un sistema de referencia polar (O, a); 
E sea, finalmente, Og una semirrecta 
perpendicular a z en O. El punto P que- 
da determinado por las coordenadas 


| 
'O 


polares de su proyección ortogonal P’ 

Fig. 73. sobre el plano x= y por la distancia g 

de P a x, tomada con signo + si P está 

en el mismo semiespacio que O g respecto de x, y con signo — en caso con- 
trario. 


Las acotaciones de las tres variables pueden ser las siguientes : 


0<r<oo0, 0<py<2r, — 0 <X 200 


S: se toma el origen a como semieje positivo r,, se elige O X, como semieje 
positivo de modo que el ángulo O x,, O v, tenga el sentido positivo del sis- 


tema de referencia polar y se toma O +, = z; en el sistema ortonormal car- 
tesiano así obtenido, se verifica que si las coordenadas de P son (f, fa ab 
se tienen las siguientes relaciones: 


+, =5rcosp r=x 244,2 
? x 
(40) z =rseng (41) tg p = 2 
x 
La = £. Z2= 3 


11. COORDENADAS POLARES.—Sea m un semi- 
plano de borde x,, sea w una orientación en el haz 
de semiplanos de base r,. Sea O a una semirrecta 
contenida en la recta v, y sea «w el sentido defini- 
do en el haz de semirrectas de base O, situado en 
el plano «x, por el ángulo (O a, O b), siendo O b 
la semirrecta perpendicular a v, situada en el semi- 
plano r, 


El punto P queda determinado por: a) El se- 
miplano del haz de base x, que lo contiene. b) La 
semirrecta O P, situada en el semiplano anterior. c) El segmento [O P], si- 


Fig. 74. 
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tuado en esta semirrecta. El semiplano de a) queda determinado por el ángulo 
ọ = (z, x; P). La semirrecta O P queda determinada por el ángulo 6 = (a, 
O P). El punto P queda determinado en la semirrecta O P por la distancia 
(O P) = p. 

Los tres números (ọ, o, 0) se llaman coordenadas polares de P respecto del 


sistema de referencia polar íz, Oa, w, œw). Las acotaciones de las varia- 
bles son: 


ISPIO) 0<pÁÚ 2 0< <>. 


Si se toma como sistema cartesiano crtonormal el O, x., va Ya, siendo 
O x, la semirrecta Oa; Ox, la semirrecta O b y Ox, la perpendicular a 
las anteriores y tal que (O x,, O x,) = œ, se verifica que, si (£i, Za, 1,) son 
las coordenadas de P respecto de este sistema cartesiano: 


pP = v + s + 42 
| +, = peos p send 
X 
to = 2 
(42) Y, = p sen psen g (43) se Xy 
lem posó go. Vaite. 
Xg 
EJERCICIOS: 


627. Calcular las fórmulas del cambio de coordenadas, correspondientes al nuevo sistema 
de referencia ortonormal formade por los planos: 


24, +34, —5$4, = 0, 
1+%, +27, + x,=0, 
137, —4x,—5x, =0, 


,*, respectivamente. 


> -+ -*, - * e - = 
como planos s*a t; aat Ax, 


628. Calcular los ángulos de Euler correspondientes al cambio anterior. 


629. Calcular las coordenadas polares del punto P = (3, — 4, — y 11). 


3. Programación lineal..—Se presentan en la técnica, en la industria, 
etcétera, problemas en los que se trata de hallar un punto (Y,, Ya, ..., Ya) de 
un espacio afin n-dimensional, que pertenezca a una región convexa R, de 
dicho espacio, y que haga máxima o mínima una función lineal f (x,, ..., £n) 


= (CAC + 0. + Co Xp que se acostumbra a designar con el nombre de 
función de costo. La región convexa, R, viene determinada generalmente 
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como intersección de un número finito de .semiespacios, esto es, por unas 
relaciones de la siguiente forma: 


(1) A A E T 


Estos problemas han dado lugar a un conjunto de métodos de solución 
que se conocen con el nombre de programación lineal. 


EJERCICIOS: 


630. En una industria se fabrican los productos A, As Aj: En la: primera fase de fabri- 
cación, el producto A, necesita 60 horas de máquina, por unidad ; As 20, y Aj 30 horas. 
- la segunda fase, A, necesita 30 horas de máquina, por unidad; A, necesita 50 horas y 

, 40 horas. El producto A, necesita 60 horas de mano de obra por unidad, A, necesita 80 
y eN necesita 40, El total de horas de mano de obra de los obreros de la Empresa al mes 
es 12,000 y el número de horas de máquina disponibles en cada fase es de 200, como máximo, 
al mes. El producto A, deja un beneficio de 3.000 pesetas por unidad, el producto A, deja 
un beneficio de 2.000 pesetas por unidad y el producto A, deja un beneficio de 6.000 pesetas 
por unidad. ¿Qué cantidades de cada producto convendrá fabricar al mes para que la em- 
presa obtenga un beneficio máximo? 


En el ejercicio anterior se observa que los valores que se buscan de las 
variables han de ser positivos; lo mismo sucede en muchos casos, pero, aun 
cuando no fuese así, se podria descomponer cada variable v, en diferencia 
de dos variables positivas: 


Ra PA » 
1, =4/—:%/,7, >0,1/>0, 


por lo que, en general, supondremos que la región R (1) verifica las rela- 
ciones: 


(2) 2, >0,....r, >0. 


Siempre que se puedan expresar todas las relaciones (1) distintas de las (2) 
en función de dos únicas variables, puede emplearse el método gráfico usado 
en el ejercicio 630, que es el más rápido. Además, conviene observar que el 
método gráfico es exacto, lo que no sucede ordinariamente, porque, como se 
ha podido ver en el mencionado ejercicio, el máximo o el mínimo de la función 
lineal es siempre un punto del borde de la región R, y generalmente un vér- 


3. PROGRAMACIÓN LINEAL 331 


tice de la misma. Sin embargo, en muchos casos no es posible reducir el pro- 
blema al caso de dos variables independientes, con lo que la representación 
gráfica ya no es ventajosa, y conviene disponer de un método sistemático de 
cálculo. Para ello, es útil escribir las relaciones (1) (2) en forma canónica. 
En primer lugar, se puede conseguir que todas las relaciones (1) se conviertan 
en ecuaciones. En efecto, basta para esto introducir unas nuevas variables 


Marry e Ynsm, Mediante las cuales el sistema (1) (2) se puede escribir así: 
Go + a, *, +... + an Pn P Yay = 0, 

(8) 
Ono Fam Y t. F Omn a HEnm =0. 
4,>0b.,1,>04%,, >. nn 20. 


(Obsérvese que, si en (1) aparece en alguna relación el signo >, en lugar del 
<, en lugar de sumar la nueva variable habrá que restarla. 


ENUNCIADO CANÓNICO DEL PROBLEMA DY PROGRAMACIÓN LINEAL.—Dado un 
sistema de relaciones de la forma: 


(4) R: m+r=n, ri>0. 


(5) lp 7) REA T 


hallar los puntos de la región convexa R definida por las relaciones (4) para 
los que f es un máximo o minimo absoluto. 


EjERCICIOS ; 


631. Hallar el máximo y el mínimo de E, s) =—51, +8x%,—40 en la región 
convexa: 


27, +5x,—10=0 
R: 
s >0,1,>0. 
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632, Hallar el máximo y el mínimo de g(+,,*,) = 2x, —+,—4 en la región R del 


ejercicio anterior. 


633. Hallar el máximo y el minimo de f (4,,1,,4,) = —*, — 2r, + 1, —2 en la región 
6x, tir +37 —12= 0, 


vi > 0, x, > 0, iA > 0. 


634. Hallar el máximo y el mínimo de f(x,.7,,1,)=2x, +2r,—x, —2en la región 
convexa 


0, 


| 4r t z, — 8 
R 3x, + 4x, —12=0, 


| 7,>0:1,>0,>0 


685. Hallar el máximo y el mínimo de f(*,,4,,1,) =4x, — 4r, tr — 4 en la región 
convexa 


Ñ | 31, +2r — 3r —6=0. 


) r psr phr >0. 


636. Hallar el máximo y el minimo de f(r p v p v) =12 x +10x, —6x, — 60 en la 
misma región convexa del ejercicio anterior. 


En los ejercicios anteriores se observa que la región R, cuando es finita, 
tiene como vértices puntos linealmente independientes en el sentido afín. A la 
figura convexa de un espacio afín engendrada por r + 1 puntos linealmente 
independientes, se le llama un simplex r-dimensional. Los simplices unidimen- 
sionales son los segmentos, los bidimensionales los triángulos, los tridimen- 
sionales los tetraedros, etc. Por esta razón, el método que vamos a estudiar 
se conoce con el nombre de método del simplex. 


El sistema de ecuaciones (4) define una variedad lineal, que puede ser el 
conjunto vacio. Para que el problema tenga solución es necesario que la va- 
riedad lineal, L, definida por el sistema de ecuaciones (4) sea distinta del con- 


junto vacio, o lo que es lo mismo, que el sistema (4) sea compatible, esto 
es, que 


(6) r(A) =r(B), A= B= 


ma my mi‘ Can 
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Sir (A) = r(B) <m, se buscan las ecuaciones principales y se sustituye el 
sistema de ecuaciones (4) por el subsistema principal. Supondremos, por tan- 


to, que se ha efectuado esta reducción previa. Se admite, por consiguien- 
te, que 


0) r(A) =r (B) = m. 


En tal caso, se verifica que (Teor. 11, 6, $ 3, Cap. IT): 


(8) dim (L) =r = m— n, 


luego, si R es un simplex, será un simplex r-dimensional y poseerá r + 1 vér- 
tices. Uno de éstos proporcionará un maximo de la función de costo (en algún 
caso particular puede haber más de un vértice, en cuyo caso el simplex en- 
gendrado por todos ellos proporcionará el único máximo) y otro de los vérti- 
ces proporcionará un mínimo. Ahora bien, los vértices del simplex han de 
pertenecer a los hiperplanos del sistema de referencia y han de verificar las 
relaciones de ordenación de (4), luego los vértices vendrán dados por las si- 
guientes relaciones : 


mo + am + + : + Omn n = 0 
(9) Xi =0. 
Xi, =0, 
> 0, > 0)..,x,3>0. 
n . . . » no. 
Pero como de las combinaciones (i, ..., 2) únicamente r + 1 dan 
r 


lugar a vértices del simplex, conviene disponer de un proceso que evite la 


o, n 
resolución de los 


) sistemas de ecuaciones. 
r 


Supongamos que se conoce un vértice del simplex y que éste corresponde 
a la arista del sistema de referencia £m, = 0, ..., 4, = 0. Supongamos, igual- 
mente, que se trata de hallar el minimo de la función de costo (si interesara 
hallar el máximo bastaría multiplicar la función de costo por — 1). Vamos a 
ver un proceso que permite hallar otro vértice del simplex en el que la fun- 
ción de costo toma un valor menor. 


334 $ 4. EL ESPACIO EUCLÍDEO [Capítulo II] 


De la hipótesis se deduce que ,, ..., 4m son variables principales del sis- 
tema de ecuaciones (9), llamadas ahora variables básicas, por lo que se puede 
aplicar la regla de Cramer al sistema: 


(103 RR RR Rear narrar ener EESE ESEE 
Omi 7i Hot O on = Imo | Immy my T T Omn Fw 


considerando como incógnitas 4,, 


as Um, y el sistema (19) será equivalente 
al sistema: 


+, HDn Y +o+b Y =b, 


m4+1 n n 1 


(11) *, + bomp E mga +.. +b Lr =b 


pero, además, este sistema tiene soluciones no negativas para Sm = -= Sa 
= 0, lo que equivale a decir que b, >0,..., bm > 0, por lo que se dice 
que {Vi Vm} son variables básicas factibles. Si se transforma el sis- 
tema (11) en otro equivalente de la misma forma, en el que el papel de las 


variables v1, ...y %m de (11) lo desempeñen las variables x; ,..., 1, y tal que 


los segundos miembros sean no negativos, se habrá obtenido otro vértice del 
simplex. Ahora bien, vamos a ver en qué condiciones se puede sustituir una 
de las variables básicas (1,, ..., m), del sistema (11), por una de las otras de 
modo que resulte otro sistema de variables básicas, El sistema (11) es equi- 
valente, suponiendo que bm my, + 0, al siguiente sistema: 


b mè b m Öm, m 
xvi — 2 wn + {bpm} — A Lmt H- 
Om m4 1 Om 43 
Dr mo+tz bmn =å b by mr 
+ (bie — EE ] en = dy —  Ó 
(12) bm, m+i mom+i 
1 Öm m+ b b 
. ' 2 ma m 
Ñ]———— a Tm F AR a E H RÁ a =E aMi 
mm m+ Öm mort bm, m+3 m m+j] 


El sistema (12) es de la misma forma que el (11), y en él las variables bá- 


sicas son (Y,, ..., Lm- mi1) pero para que sean factibles, esto es, para que 
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A, = 0 = Fm- = Ymy = O proporcione otro vértice del simplex, es necesa- 
rio y suficiente que los segundos miembros sean todos no negativos. Esto es: 


è m-i 
(13) bam TA A O 2 A, o 
mmt Bm bmim+i 
y estas condiciones son equivalentes a 
1 
(4) bm = min, de los números positivos de ) A Eria — 1 
Om moi pmt Om m+ y 


Si se verifica esta condición, el sistema (12), que escribiremos en la forma: 


ES + b'im Cm mo mt HT ...H0 9 Ya =0, 


Porra rr rr rr rr rr rr rr ros 


, , , , 
mr Hom mc O mp mtrs mtg T ... + a =D moy 


es equivalente al sistema (12). Ahora bien, la función de costo se puede ex- 
presar mediante las variables que no intervienen en la base, ya que única- 
mente interesan los valores de ia función de costo en el simplex R, y en R es 


(16) rs AY SO bim ma Te o o 


— b, 2, x) 


m mmr my TS mao ma 0 E 


=F ma RE 2.) = d, + dma Eme tee da Ën 


y, análogamente: 


AD Shis oeoa Ea) ES (b, — E me — Ds oooi Ems O myg È mym + 


— D'myin Ens mtg + «1 Cn) 


= G (Sm, Um +2) ...y Ln) = do -F dm +1 (O'm a +1 m Em 


— UntimtoXm+g — o... — b'm+tan An) vès + de Xp. 


Si P = (b ..., bm, 0, ..., 0) es el vértice proporcionado por (11) y 
Q = (bis s Pmi O, Dm 0, -., 0) es el vértice proporcionado por (15), el 
valor de la función de costo en estos vértices será, en virtud de (16) y (17), 


HP) = F (bys s Digo O, -s 0) = F (0, ....0) = 4 


EQ =F o 09,0...) GO md +4 


, 
M+1 b my? 
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de donde: 
bm 
FQ) = F) + daa , 
mim+i 
pero, en virtud de (14), es 7 > 0, luego: 
mom+i 


FO <E) < dp <0. 


Por consiguiente, para pasar del vértice P a otro vértice en el que la función 
de costo tome un valor menor es necesario v suficiente elegir como nueva 
variable, £m, para formar parte de la base factible, una variable que en la 
función de costo, expresada mediante las variables que no intervienen en la 
base de P, esto es, en F (fmin ..., 41) tenga coeficiente, dm, negativo. Si 
todas las variables de F tuviesen coeficiente positivo, el vértice P haria mini- 
ma a la función de costo, En caso contrario, se elegiría como variable para 
pasar de la base de (11) a la de (15) aquella que tuviese menor coeficiente ne- 
gativo. Repitiendo este proceso, que es finito por ser finito el número de vér- 
tices, se llegará al vértice que hace mínima a la función de costo, caso que 
dicha solución exista. 


EJERCICIOS : 
637. Hallar el punto que hace mínima la función de costo f (x,,1,.1,) = =2x, —2r, 
+ 1, —1en la región 
| 5x, +37, — l5 <0, 
R 4x +67, +34 — AU. 
| ,>0x%.>0:x1 >0. 
638. Hallar el punto de la región R que hace máxima la tunción de costo f(x, 1,1, %,) 


=—y 2x1 — z 3r — i 
+ 2 f +3 a 2, siendo 


4r Ir H oas t 6x, < 18 
tr, 8r t r <H 


SGER MINAC S Gp TS 


TICE DEL SIMPLEX R.—La solución del problema 


progrioaro ior vaeal queda red 


a a hallar un primer vértice del simplex 
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R. Sea el simplex o conjunto convexo R definido por las relaciones (18) y la 
función de costo (19), en donde se supone que las ecuaciones (18) son 
linealmente independientes y compatibles. 


Gii r, + + Gn Y, =4, 
(18) R: ISE CON dr 

Omi i Het lnn Yn = lm 

L UE U 
= Í Ep eo n) E 040,8 Ho H Ep Ey 


Multiplicando las ecuaciones de R por — 1, si es preciso, se puede con- 
seguir que todas las a; de los segundos miembros sean no negativas, por lo 
que supondremos que 


(20) a, >0, ..., 2, >0. 


Añadiendo a las ecuaciones de R nuevas variables Va, ..., Cum, podremos 
considerar el siguiente simplex : 


(21) R* 


El simplex R* posee el vértice P = (0, ..., 0, 4,, ..., Gm). Si el conjunto con- 
vexo R no es vacio poseerá, por lo menos, un vértice, Q = (9,, ..., qn) Á 
este vértice corresponde el vértice Q* = (qis ..., qn, 0, ..., 0) de R* Reci- 
procamente, si R* posee un vértice de la forma de Q*, es decir, tal que 
Zn = e = Ymm = 0, el punto formado por las n primeras coordenadas 
de Q* será vértice de R. Por consiguiente, hallar un vértice de R es equiva- 
lente a hallar un vértice de R* que posea las últimas mm coordenadas nulas. 
Ahora bien, este problema es equivalente a hallar un vértice de R* para el que 
la función de costo 


(22) A A E 


tome como valor minimo cero, ya que de 


Fap, +o+ Am = 0, Fart > 0, swg Enem > 0, 


22 
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se deduce que . 


Por consiguiente, el problema de hallar un vértice de R se reduce a mini- 
mizar la función de costo (22) sobre R*, Si el mínimo hallado para f* es cero, 
el punto correspondiente será vértice de R, si el minimo de f* es distinto de 
cero, R no posee vértices, luego es el conjunto vacio y el problema inicial no 


tiene solución. 
EJERCICIOS: 
639. Hallar el punto que hace minima a la función 
fr,,7,, 7) =—4x, +21, —1%, —4 
en la región: 
2x, +21, + r > 2, 
R: < 4r +87, +27 <1, 
z >0x, >0,x, >0. 


CAPITULO CUARTO 


FORMAS CUADRATICAS. CONICAS. CUADRICAS 


$ 1. FORMAS BILINEALES. FORMAS CUADRATICAS 


1. Formas bilineales.—Sean V, y Vm dos espacios vectoriales definidos 
sobre el mismo cuerpo K. Se llama forma bilineal sobre Va x Vm a toda 
aplicación: 


> A 
(1) Va X Vm —>K, AN >oxAy=A(x,y)EK, 


tal que, 


se verifique que 


1. A+IJ)Ay=xAy+xAy. 
(2) 2. XAG+y)=xAy+xAy. 
3 (AxAy=A(xXAy=xAQy) VAERK. 


Sea A una forma bilineal sobre V, x Vn y supongamos y fijo, la forma 
A define un homomorfismo (Def. 27, 6, $ 1, Cap. II) de V, en K, que de- 
signaremos por d (y). 


(5 dy) =xA y. 


Análogamente, para cada x € V,, se puede definir el homomorfismo : 


s(x) 
(4) Ma — K: six s=sxAy. 


EJERCICIO : 


640. Demostrar que d (y) es un homomorfismo. 
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Recordando (Def. 34, 9, $ 1, Cap. II) que el conjunto de ¿odos los homo- 
morfismo de V, en K forman el espacio dual V*, de V,, y representando a 
los vectores de V*, mediante negritas con asterisco, resulta que: 


(5) d (y) = x" € V,” 
Análogamente, 
(6) s(x) =y* EV,” 


La aplicación: 


d 

0) Va — Vs, 

definida por (5) es un homomorfismo y lo mismo vale para la aplicación 
s 

(8) Va —> Va 

definida por (6). 


EJERCICIO: 


841. Demostrar que d y s son homomorfismos. 


A los homomorfismos d y s les llamaremos homomorfismos asociados por 
la derecha y por la izquierda, respectivamente, a la jorma bilineal A. 


Se dice que la forma bilineal A es degenerada for la izquierda cuando 
existe un vector a + 0 tal que 


aAy=0. Vy € Vin 
Análogamente, A es degenerada por la derecha cuando existe un vector 
b +0 tal que 

xXAb=0  VYxE€V, 


Una forma se dice que no es degenerada cuando no lo es ni por la derecha 
ni por la izquierda. 


De 
d (y) =d (y) <=> d (y—y)=0 <> d (y —y)(x) =0 
Vx€eV, <> xAly—y)=0, Vx€V, 


se deduce que: 
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1. Ano es degenerada por la derecha <=> d es un homomorfismo in- 
yectivo. Por consiguiente: 


2. d no es degenerada <=> d y s son homomorfismos inyectivos. 


3. Si d es nna forma bilineal sobre V x V, no degenerada, se verifica 
que d y s son isomorfismos. 


En efecto, por el teorema anterior: 


vv y v$ y 
son Hhomomorfismos inyectivos, luego dim. (im. d) = dim. V y como 
dim. V = dim. V*, resulta que im. (d) = V*; análogamente: im. (s) = V*. 
Dada la forma bilineal A, se dice que el vector x de V, es ortogonal al 


vector y de Vm, respecto de A, y se escribe: x y, cuando xAy=0; 
esto es: 


(9) x!y<E>xAy=0. 


4. Si E es una parte de Vn, se verifica que el conjunto, E", de todos los 
vectores de Vm ortogonales a todos los vectores de E, es una variedad lineal 
de Vn, llamada variedad ortogonal a E. 


Demostración. —1.%) y, y EE? <=> xAy=0, xAy'=0, Vx€E 
=> xAy—oxay =0 Vx€ E <> xAl(y—y)= 0 Vxe€E<=>, 
y — y EE. 

2) y€E” y EK <—>xAy=0, Vx€E, EK —> A2(xAy) 
=xA(QUy)=0 Yx€E <= Ay€E?. 


5. Si Ex F son dos partes de Va, se verifica: 
L) EcF=>E'">PF 

2.) (EUF) =E NF. 

3% (ENF)”>E'UPF" 

4% (LU) = E°. 


5.) Si L es una variedad lineal de V,, se verifica que L c L%, 


DemosTRAcióN.—1.%) y EF? <=> xAy=0, Vx€F —> xAy=0, 
Vx€E <> y € E”. 

2) ECEUF, FCEUF => E’ > (EUFY, FOo(EUF” ==> 
EN F° D (EUF. Sea y € E N F =—> yE E e yE F <>xA y =0, 
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Vx€E; xAy=0, VxXx€F => x"Ay=0, Vx"€EUF <= y 
€ (EU FP. 

3) ENFCE ENFCF => (ENF)P>DE (ENF)>F => 
(EN F) > E* UF. 

4% EcL(E) => (L (E)! c E. Si y € E? => xAy=0, Vx€E. 
Si x€ L (E) => x= 4, X, t.. + ar Zn REE 1=1,...,1 => xAy 
=A (A, Ay) +... + Ar(xr A y,) = 0. 

5) VxEL y VWy€L? => xAy =0 => x€ L”. 


6. Si A es una forma bilineal no degenerada sobre V x V y L es una 
variedad lineal de V, se verifica que: 


a) dim. L? = dim. (V) — dim. L. 
b) L%=L. 


Demostración.—a) Sea B la restricción de Aa L x V. La forma B su- 
bordina una forma bilineal C. en L/V* x V/L?, sin más que poner 
C(x + V’, y + L’) = B (x, y) = A (x, y). La forma C no es degenerada, 
pues si fuese C (x + V°’, y + L°) =0, Vx + V° (V y + L°), sería A (x, y) 
= 0, Vx € L (y € V), luego existiria un y ortogonal a L y no perteneciente 
a L° (existiría un x ortogonal a V y no perteneciente a V°). Por ser C no 
degenerada se verifica, en virtud de 3, que los homomorfismos asociados a 
C son isomorfismos, luego: 


V/L% x= (L/V0)*, 
siendo (L/V*)* el espacio dual (Def. 34, 9. $ 1. Cap. II) de L/V”. De 
dim, (L/V%* = dim. (L/V% y V%= (0), resulta, en virtud del isomorfis- 
mo anterior, que (51. 7. $ 1. Cap. ID 
dim. (V) — dim. (L°) = dim. L. 


b) De LEL” y dim. L” = dim. (V) — dim. L’ = dim. (V) — [dim. (V) 
— dim. (L)] = dim. L, resulta L = LY, 


EXPRESIÓN ANALÍTICA DE UNA FORMA BILINEAL.—Sea B = fu, -- un} una 


base de V, y B'= {v,. ..., Vm} una base de Vm. Sea A una forma bilineal 
sobre V,'x Vm y sea 


(10) u; A Y; = Gip t= HA wo Az 1 =1. »... M. 
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Si xX=X4,U, +... + ¿Un € y = Y,V, + Ym Vm son dos vectores arbitra- 
rios de V, y Vm, respectivamente, se verifica que 


n m n n 
. al 
(1, xXAy= > x, u) A (> Y, ») = > %, y, (Y, A v) 


I=L j=1 1j=1 
= e 8,, 7,3 = (4) (8) 0)" 
i=l 


en donde 


=) > (> es Tab Y) e O. see Ym) (2,;) ma RS A 


La matriz (a,;) se llama matriz de la forma bilineal re pecto de las bases B y B’. 


EJERCICIOS; 


642. Dada la forma bilineal A: 


1 —3 2 
A a p ES 


taliar las ecuaciones de los homomorfismos d y s asociados por la derecha y por la iz- 
quierda. 

643. Si E = {a,b}, a = (1, — 3), b = (— 2, 6), escribir las ecuaciones de E?, respecto de 
la forma bilineal del ejercicio anterior. 


644. Sea la forma bilineal B: 


1 0 3 
—2 1 —4. 
(ESE CASADA 
vita 05 0 12% 
32 1 


Si E = {a.b}, F =4c, d.e}, hallar las ecuaciones de E, F°, (EU PY, (L (E) N LE) 
siendo a = (a, 0, — 1, 1), b= (2, 1, 0, — 3), L= a, 1, 1, — 4), d= (5, 0, 0, 4), e= (4, E 1, 
— 1,8). 


Si (11) es la expresión analítica de la forma bilineal A, las ecuaciones de 
los homomorfismos asociados a Á son. 


(12) s (x): Oah eo Im = ys eo Pa) (E, ,) 


(13) d (y): 53) = 0) Oir > Im) 


344 $ 1. FORMAS BILINEALES. FORMAS CUADRÁTICAS [Capítulo IV} 


Sean B, = (UU, uu, y B = {vhs -s Vat otras bases de V, y Vm, Tes- 
pectivamente, y sean 


08) rr) S Pr YT 0 9 ITIO 1S]+0, 


las fórmulas del cambio de base. La expresión de la aplicación bilineal A, 
respecto de las bases B, y B^ será: 


a5) xXAy = PODON Oy) = T p) S. 


DerixicióN 1.-—Dada la forma bilineal A, sobre V x V, si x es un vector 
de V y L una variedad lineal de V, se dice: 


1.5) x es un vector isótropo cuando x | x respecto de A, esto es, cuan- 
do xAx = 0. 


2°) L es una variedad lineal isótropa cuahdo existe un vector x € L, 
x+0yx il, esto es: xAy=0, Vy€L. 


3°) L es una variedad lineal totalmente isótropa cuando L C L°. 


DerixicióN 2.--Si L y L’ son dos variedades lineales del espacio vecto- 
rial V, se llama suma, y se representa por L + L’, a la variedad lineal: 


L+I=L(LUL) 


engendrada por la unión (conjuntista) de las variedades lineales L y L’. Se 
dice que L + L’ es suma directa de las variedades L y L’, y se escribe L O I7 
cuando L N L’ -= (0) (Def. 20, 5, $ 3, Cap. I). 

De la definición anterior se deduce: 


(16) L+LU=(yly=x+x. x6€L. XEL} 


La expresión y= x + x. x€L, x €L’ de los vectores de L HL es 
única, 

En efecto, si y=x+>x=ZzZ +2, x, ZEL, x, zZ€L, resulta que 
x—z = z —x ELN = (0), luego x= 2, x =z. 


3. Si L es una variedad lineal no isótropa de V, se verifica que V es 
suma directa de L y L°: 


O) V=LGgLo. 
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DemosTrACIÓN.—Sea A, la restricción de A a L. A, és una forma bili- 
neal sobre L x L. Como L no es isótropa se verifica que no existe ningún 
vector x E€ L tal que x A y = 0, para todo y € L, luego s, es (1) inyecti- 
vo. Por ser A, una forma sobre L x L, se verifica que s, es un homomor- 
fismo inyectivo de L en L*, Como la dimensión de L* es igual a la dimen- 
sión de L, resulta que s, es un isomorfismo. Sea x un vector arbitrario de 
V. s(x) es un homomorfismo de V en K, que subordina un homomorfis- 
mo, y*,, de L en K; por consiguiente, y*, € L*, luego por ser s, un iso- 
morfismo de J, sobre L* existe un único vector x’ € L tal que s, (x^) = y*,, 
luego s (x) (y) = s (x’) (y), para todo y € L, luego xA y =x A y, Vy€L, 
de donde (x—x') A y = 0, Vy€L, luego x—x' | L, esto es, x— x 
= x” € L°, de donde x = x + x”, x € L, x” € L° y como L N L° = (0), por 
ser L no isótropa, queda probado el tedrema. 


EJERCICIOS: 


645. Dada la forma bilineal A sobre V x V definida por: 


1 0 1 0 Xi 
2 —1 0 Xo 
570 Eo Lo z) 
1 0 — 1 X3 
1 0 3 4 £y 


1.9) Comprobar que la variedad lineal L no es isótropa: 


4, = A+ g 

L 4, == A+2u 
+, = 21— A 
y = 34. 


2.9) Hallar una base B = {u> uy upu} de V tal que R’ = (uu) sea base de D 
y {up u} sea base de L°. 


3.0) Hallar las ecuaciones de la forma. bilineal respecto de B. 


2. Formas cuadráticas.—Sea V un espacio vectorial de dimensión n 
sobre el cuerpo K. Se llama forma cuadrática sobre V a una aplicación Q: 


a) V- K, 


tal que: 
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1.) Para todo 14€ K y todo x € V se verifica que: 


Q Ax) =A Qix. 
2.°) La aplicación A: 
A e 
(2) VxY— K: A(r.y)=Qí1-= y: —Q(x) —Q Y) 


es una aplicación bilineal de V x V en K, llamada forma bilineal asociada a 
la forma cuadrática Q. 


Una forma bilineal A se llama simétrica cuando, para todo par (x, y) se 
verifica que A (x, y) = A (y. x). 


1. La forma bilineal asociada a una forma cuadrática es simétrica. 


En efecto, 


A(yx) =Q (y +x3—Q)- Q(x) = A (1 y). 


2. Si d es lu forma bilineal asociada a la forma: cuadrática Q, se veri- 
fica que 


(8) å (x x = Q (Ax —20 (x) = 20 (2). 


En lo que sigue supondremos que el cuerpo de ios números racionales es 
un subcuerpo del cuerpo K, base de V. 


De (3) se deduce que: 


(4) Qas 5 A ix, X). 
3. Si B = {u,, -~ u,) es una base de V v (a,;) es la matriz de A res- 
pecto de B, se verifica que: 


Gy = A(U u;) = A(u, u) = aj, 


esto es, la matriz (ay) correspondiente a la forma bilineal asociada a una for- 
ma cuadrática es una matriz simétrica: 


(5) uY = ap) 
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De (4) se deduce: 


(6) Q (x)= + CERED (A) ro Yo 


. 1 . 
siendo x= *,u, +... + Y, u,, por lo que diremos que Ei (ay) es la matriz 
de la forma cuadrática Q respecto de la base B. 


DrrinicióN 1.—Un espacio vectorial V en el que se ha definido una for- 
ma cuadrática Q se llama un espacio vectorial cuadrático. Si A es la forma 
bilineal asociada al espacio vectorial cuadrático (V, Q), se llama núcleo de 
(V, Q), o simplemente de Q, al conjunto N de los vectores x tales que: 


a) N =(x/A(xy)=0 VyEV) 
o lo que es lo mismo: 


(8) N = Vo, 


en donde la ortogonalidad se refiere a la forma bilineal asociada a la forma 
cuadrática. 


De 3, 1, se deduce que N es una variedad lineal. 


4. SiN es el núcleo de la forma cuadrática Q, se verifica que 


0) vn -2 K, Ta+N=00, 


es una forma cuadrática sobre V/N, que llamaremos subordinada por Q. 


DemosTracióN.—a) O es una aplicación. En efecto, x+ N =x +N 
s Xx =x3+ y, yEN => 


Ta EN =Q(0)= QU + y) Ayay) 


1 1 1 1 
= AMIGA RNA (y + 7 Aly. y) 


=J 4(,3)=0(%)=D(x+N). 


b) QAR+N)=QOUx+N=Q(Qx)=0Q()="0 (x + N). 
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c) A&N, y +N)=0 (+N) +y +X)) —Q (x+N) —Q (y+N) 
= Q(x + y) —Q (23) — Q (y) = A (x, y) es una forma bilineal sobre V/N. 


EJERCICIOS : 


$46. Dada la forma cuadrática: 


00) = Y, It z) (x 


—1 —3 —4 —5 vy Fah 


hallar la forma bilineal asociada y las ecuaciones paramétricas y no paramétricas de su 
núcleo. 


647. Hallar la expresión de la forma cuadrática del ejercicio anterior respecto de una 
base B = {up UU, u} tal que {u u, } sea una base del núcleo. 


648. Halar la expresión de la forma cuadrática Q subordinada por Q en V/N, respecto 


de la base (u, + N, u, + N} de V/N, siendo u yu los vectores del ėjercicio anterior. 


DEFINICIÓN 2.-——Sea Q una forma cuadrática sobre el espacio vectorial V. 
Se dice que el vector x es singular cuando Q (x) = 0. Se dice que la variedad 
lineal L es singular cuando existe un vector x + 0, perteneciente a L y orto- 
gonal a L (*). Una variedad L se llama totalmente singular cuando todos sus 
vectores son singulares. Una variedad L se llama regular cuando no contiene 
ningún vector singular. Una forma cuadrática se llama ordinaria cuando su 
núcleo es (0); en caso contrario se llama degenerado. Una forma cuadrá- 
tica se llama uniforme o definida cuando no existe ningún vector singular. 


5. La forma cuadrática Q es ordinaria <=> La forma bilineal asociada 
A es no degenerada. Es consecuencia inmediata de la definición de núcleo 
(definición 1). 


6. Si Q es una forma cuadrática degenerada y O la forma subordinada 


por Q en V/N, siendo N el núcleo, se verifica que Q es una forma cuadrática 
ordinaria. 


(*) Recuérdese que el cuerpo base del espacio vectorial contiene al cuerpo de los nú- 
meros racionales. 
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DemostTración.—Si x € N, siendo N el núcleo de O se verificará : 


0 = A (x, y) = A (x, y) Vy€V, 
siendo x=x +N, y=y+ N, luego xEN y == N=0. 


7. Si V es un espacio vectorial n-dimensional sobre el cuerpo R de los 
números reales (*) y Q una forma cuadrática definida sobre V, existe en V 
una base B = fu, ..., un) tal que la matriz de Q retativa a la base B es la 
matriz unidad o la opuesta a la matriz unidad. 


DemostTrAcióN.—Sea A la forma bilineal asociada a Q. De (4) se deduce 
que no existe ningún vector isótropo respecto de A y, como consecuencia, no 
existe ninguna variedad lineal isótropa respecto de A. Sea v, un vector arbi- 
trario de V y [v,] la recta vectorial engendrada por v,. La recta [v,] no es 
isótropa, luego, en virtud de 3, 1, se verifica que: 


(10) V = [v] O [v,J" 


Sea Q, la restricción de Q a [v,]°. Q, será también una forma cuadrática 
definida, por lo que se podrá aplicar a [v,]” el mismo razonamiento. Por in- 
ducción, resulta inmediatamente que existe una base B, = (vw,, ..., Va} tal que: 


(11) v= iv]... Bih v1 Yj ijs ij=l..,n 
Se verifica que 
(12) signo Q (v,) = signo Q (yy), å, j=1,...,2 


En efecto, supongamos que 


Q(14)=:2>0 y Q(y) =5<0. 


Como en el cuerpo de los números reales (Teor. 2, 4, $ 1, Cap. V) existe la 
raiz cuadrada de todo número positivo, se verificará que existen los núme- 
ros reales : 


a=/ 3 B=y—t 


(*) Véase más adelante (2, $ 1, Cap. V) las propiedades de los números reales. 
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y se veriticaria que 
QU y, tar) = Avea) +0 (Bv) t (av) 
=aBA (vv) +4 EQD + Qw) =—ab4ab=0, 


yá Que, por ser v; | vj; es A (vap v) = 0. Luego, el vector $ v; + «v; seria 
singular y Q no seria definida. 


Finalmente, Si Q (v) >0, ¿=1,...,1n, poniendo a; = Vv Qv), ¿=1 


1 . . 
eoi Yy U S= Vt 1, ..., 1, la matriz de Q respecto de B = {u,, ..., Un} 
es la matriz unidad. Si Q (v:) < 0, ¿=1,..., 1, poniendo $, = Y —0 (v), 
1 . . 
vu = PAG i=1,...,1n, la matriz de Q respecto de la base {u,, ..., un} €s 
4 


la matriz unidad. 


8. Si Q es una forma cuadrática definida sobre el espacio vectorial real 
yosi B = Au), Un) y B = {vau ..., va) son dos bases construidas de 
acuerdo con el teorema anterior, se verifica que si la matriz de Q respecto 
de B es la matriz unidad también lo es respecto de B’, y si es la opuesta de 
matris unidad lo mismo sucede a la matriz respecto de B’. 


F, 


DemostTrAcióN.—Basta observar que el valor de la forma cuadrática en 
un vector x no depende de la base elegida y si la matriz de la forma cuadrá- 
tica respecto de la hase B es la matriz unidad, el valor de la forma cuadrática 
en x es una suma de cuadrados y, por tanto, un número positivo, mientras 
que si la matriz es la opuesta a la matriz unidad el valor de la forma cuadrá- 


tica en x es una suma de números negativos y, por tanto, un número ne- 
cativo. 


COROLARIO.—Si una forma cuadrática definida sobre un espacio vectorial 
real toma valor positivo (negativo) en un vector, en todos los vectores toma 


valor positivo (negativo), por lo que se le llama forma cuadrática definida 
tositiva (negativa). 


DerixicióN 3.—Se lama rango de una forma cuadrática Q sobre el espa- 
cio vectorial V, a la dimensión del espacio V/N, siendo N el núcleo de V. 


9. Si Q es una forma cuadrática sobre el espacio vectorial V, de dimen- 
sión n. se verifica que 


a3) Q es ordinaria <=> rango (Q) = n. 
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EJERCICIOS: 


649. Dada la forma cuadrática: 


1 —1 3 
Q: Pp y A) AZ, 7 Y A=| —1 2 3}. 
3 0 —1 


hallar una base respecto de la cual la forma cuadrática Q posea una matriz diagonal. 


10. Si Q es una forma cuadrática sobre el espacio vectorial V de dimen- 
sión n, sobre el cuerpo K, existe una base de V respecto de la cual la matriz 
asociada a la forma cuadrática Q es diagonal. 


DEMOSTRACIÓN. —Sea N el núcleo de Q y O la forma cuadrática subordi- 
nada por Q en V = V/N. Se verifica que (6) O es una forma cuadrática or- 


dinaria, luego existe un vector u, de V, no singular, pues en caso contrario 
se verificaria que 


Ay =06+y—00—-00=0 Vxye€V, 


luego O no sería ordinaria. Sea [u,] la recta vectorial de V engendrada por 
u, y sea [u,]* la variedad ortogonal correspondiente. Por ser [u,] no isótro- 
pa respecto de Á, el teorema 3 de 1 establece que 


(14) V = [u] O (a, J*. 
Por inducción, se obtiene que 
(15) V = [410 ...0 lu. 
Si w € u =w +N, ¿=1, ..., r, se verifica que (Teor. 51, 7, $ 1, Cap. ID) 


V=[.J0...0[4,10N, 


y si (ur, -o U} es una base arbitraria de N, se verifica que u; | uy, 
iFjtj=1l,..,2, W | um k=r<+wl,..., 2, luego si 


Au, u;) =24,) j= 1,..., 2, 
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se verificará que 4 =0, i$j; 04 =0.¿= "+1... 1. con lo que la ex- 
presión de Q respecto de la base B { 


li 


U o” Un} Será: 


dit 


(16) Q: Epen tp) Cer, Eo AY 


COROLARIO.—E] número de elementos distintos de cero de la matris dia- 
gonal correspondiente a una forma cuadrática es igual al rango de la forma 
cuadrática, 


3. Descomposición de Witt de un espacio vectorial cuadrático. 
Signatura.—Sea V un espacio vectorial de dimensión n sobre un cuerpo K 
que contiene como subcuerpo al de los números racionales. Sea Q una forma 
cuadrática ordinaria sobre V, sea A la forma bilineal asociada a Q. 


1. Sea L una variedad lineal totalmente singular de dimensión máxima 
r, respecto de la forma cuadrática Q. Existe otra variedad lineal I’, total- 
mente singular, tal que: 1.2) dim. (L) = dim. (L). 2.2) LD N L° = (0). 


DemostTracióN.—Sea M una variedad lineal totalmente singular tal que 
MN L° = (0). La variedad M existe siempre, ya que puede ser la variedad 
10). Por el carácter maximal de L, se verifica que dim. (M) < dim. (L). Si 
dim. (M) = dim. (L), el teorema está demostrado, luego supongamos que 
dim. (M) < dim. (L), o bien, M = {0}. 


a) Mee M + L°. En efecto, de 6 de 1 se deduce: 


dim. (M + L°)? = n — dim. (M + 1,0). 
Ahora bien, si B = (u;,, ..., u+} es una base de M y B' = {v,, .... vs) una 
base de L°, B” = {u, ..., Ur, Vi -o Vs} es un sistema de generadores de 


M + L°. Estos vectores son linealmente independientes, pues si existiese 
una relación de la forma 


AU te tA u, tuy totuv =D, 
sería 


AM) +o Au, = — (u Y +24 AY) EMA Lo, 
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de donde 


AU FAM =4V, ++ +45, =0, 


y por ser B y B” bases, sería A, =...= Ar = p =. = ps = 0. Por con- 
siguiente, (a) dim. (M + L°) = dim. (M) + dim. L°. Recordando de nuevo el 
teorema 6 de 1, resulta: 


dim. (M + L°)° = n — dim. (M) — dim. (L°) = dim. (L) — dim. (M). 


Por otra parte, del teorema 5, 2.°) y 4.°) de 1 y del teorema 6, b) de 1, re- 
sulta : 


dim. (M + L°) = dim. (M° (1 L) 
de donde 


(17) dim. L — dim. M = dim. (M° f) L). 


Ahora bien, si fuese M* c M + L? se deduciría : 


(18) M > (M + 19 = MNL=>MNMLocMNIcMNL:=(03 


De (17) y (18) resulta la contradicción : 


dim. L — dim. M =0, 


b) Mi+ TL? = (M* N LY. En efecto, de 3° 5, 1 se deduce que 


(18) M + L? C (M? N Do, 


pero de («) y de 6, 1, resulta que 


(19) dim. (M + L°) = dim. M + dim. L° = n + dim. M — dim. L, 
y de (17): 
(20) dim. (M° N L)? = n — dim. (M° f) L) = n—dim. L + dim. M. 


De (18), (19) y (20) resulta que 


(21) M + L° = (M0 N E). 


c) Existe un vector x tal que: 1°) x€ M°. 2°) x46 M + L’. 3°) x es 
singular. 


23 
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En virtud de a) existe un vector x” tal que x'€ M°, x € M + L°. En vir- 
tud de (21) resulta que x’ € (M° N LY’, luego existe un vector x” de M'N L 
no ortogonal a x’: 


(22) A(,X)+0 K EMIANL. 
Sea 
— Qix’) 


Se verifica que x = x + ax” cumple las condiciones pedidas, ya que. 


060) = Q (x + ax”) = A (x,a x”) + Q(x) + 02Q (2) = aA (x,x) + Qa H=, 


ya que Q (x”) = 0, por pertenecer x” a L y ser L totalmente singular. Ade- 
más, evidentemente, x € M? y si xE M + L°, como x” € M’ f L, teniendo 
en cuenta (21) y que x” € L, y que, por tanto, es singular, resultaria : 


-0=A (x, x’) =A (x, x”) +A a”, x”) =A x, x’), 


en contradicción con (22), luego x € M + L°. 


d) La variedad lineal P = M+ [x], siendo [x] la recta vectorial en- 
gendrada por x verifica: 1°) dim. (P) = dim. (M) + 1. 2.°) Es totalmente 
singular. 82) PN L° = {0}. En efecto: 1.9) x € M + L” —> x € M. 2, 
ZEP => z=y+bx yEM, => Q (z)= Q(y + bx)=A(y, bx) 
+ Q (y) + Q(bx)= bA (y, x)= 0. 3.) Recordando que MN L* = {0}, 
resulta que 


ZEPA =>z=y+cexyEéM; zEL! => 


ex = z-yeMnL => c= 0>2 = y 


de donde y € L°, y como y € M, seria y E€ L° N M = (0), luego y =0 y 
por tanto z =0 y Pole =1o01 

Observando que la existencia del vector x exige que M + L° # V, lo 
que equivale a M° N L + (0), que en virtud de (17) implica que dim. L 
> dim. M, el proceso podrá continuarse hasta que dim. M = dim. L. 


2. Si L y L’ son variedades lineales totalmente singulares, tales que: 
a) dim. (L) = dim. (L. b) L'N L° = (0), se verifica que L+ L’ no es 
singular, 
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DEMOSTRACIÓN. 
(L+ 1) M(L+ IL) =(L+L)fL (Lo 
Ahora bien, se verifica que 
(L+155N1=L+(ENL5 =L. 


En efecto, recordando que LC L°, si x€(L + L)NL, será x = y + y 
EL’ y € L, y € L', de donde y = x— y E L°, luego y €L'NL”, y x€L 
+ (ENT). Si xEL+(L NL, será x= y + y, y€L, yeEÉnTs, 
de donde x E€ (L + L) N L°. 
Luego: 
LHINNLHLP =LA". 
Ahora bien, de 3.°) 5, 1 resulta que 
dim. (L N L'9)0 > dim. (L° + L’) = dim, L° + dim. L’, 
por ser L° N L’ = (0), luego: 
dim. (L N L'9) = n — dim. (L f) L'09 < n— (dim. Lo + dim. L’) 
= n — (n — dim. L + dim. L) = 0, 
luego 
LAL? ={0} y (L+IIN(L+T)”=(0) 


que prueba que L + L’ no es singular. 


3. Si Ly L son variedades lineales totalmente singulares tales que 
dim. (L) = dim. (L) y L'N L° = (0), existe una base fu, ..., ur) de L y 


una base {Um -s Ux} de L’, tales que A(UisUereti-j)= 3, siendo 5; = 0 para 
ijy ón = 1. 
DemostTrAcióN.—Sea B, = {u -o u} una base arbitraria de L, sea 


(64, 9, $ 1, Cap. ID) B,* = {u,*, ..., u,*) la base dual de L*, u* uy = 81. 
Por ser Q una forma cuadrática ordinaria, la forma bilineal asociada Á es no 
degenerada y si fuese A (x, y) = 0 para y € L’ y para todo x € L, sería y € L’, 


y como L'N L° = (0) sería y = 0, luego el homomorfismo V-Z es 
inyectivo y, como dim. L’ = dim. L = dim. L*, es un isomorfismo, luego po- 
niendougr+1i¿=d7* u;*, los vectores B, = {ura ..., Ua} forman una base de 
L’. Ahora bien, se verifica que 


A (s 8, 1-3) =d (uzre 1) 0) = u% (a) = 5; 
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4. Si Q es una forma cuadrática ordinaria sobre V y A su forma bilineal 
asociada, se verifica que 


(24) V=LBL OM 


siendo L y L' totalmente singulares y de dimensión máxima respecto de esta 
propiedad y la restricción de Q a M es una forma cuadrática, O,, definida. 


DEMOSTRACIÓN. —Si en V no existe ningún vector singular el teorema es 
trivial, basta tomar L = L’ = (0). Supongamos que existan vectores sin- 
gulares y sea L una variedad lineal totalmente singular de dimensión máxi- 
ma, r. En virtud de 1 existe otra variedad totalmente singular L” de dimen- 
sión r y LN L= (0), va que L c L°. En virtud de 2, L + L’ es no sin- 
gular y, en virtud de 3, 1 se verifica que 


V=(LOL)G (LO Ly. 


Sea M = (L 9 L'Y’. En M no existe ningún vector singular, ya que si x € M 
fuese singular, esto es Q (x) = 0, la variedad L + [x], siendo [x] la recta 
vectorial engendrada por x, sería totalmente singular. En efecto, un vector 
arbitrario de L + [x] es de la ofrma ay + bx, a,b€K, y sería: 


QUy+bx)=A(cy bx) +Q (ay) +Q (bx) =0bA (y, x) +a Q (y) +b? Q(x). 


y por ser xE (L @ L'Y es A (y, x) = 9, por ser y E L es Q (y) = 0 y por 
hipótesis sería Q (x) = 0, luego 


Qly+bx=0 Vay+bx€L+[x). 
5. Si Q es una forma cuadrática ordinaria sobre V, siendo V un espacio 


vectorial real n-dimensional, existe una base B = (U,, ..., Up Uzi o Un) 
tal que la matriz A de la forma cuadrática Q respecto de B es de la forma: 


Jio 1 
(25) A=]|- | TE y =+1, ó, — 1 
j 


e I la matris unidad de n — 2 r filas y columnas. 
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Demostración. —En virtud del teorema anterior, se puede descomponer 
V en la forma (24). En virtud de 3 se pueden elegir las bases B,'= (u,, ..., us) 
y B, = {Uno -o Uz} en L y L’ de modo que Al4,u,,, ,.,)=8,, En virtud 
de 4 la restricción Q, de Q a M es una forma cuadrática definida y, en virtua 
de 7, 2, se puede elegir en M una base B, = {Uni -o Un) tal que la ma- 
triz de Q, relativa a B, sea e I. Sea 


V=20 1 ..., y =20)r, Vegi = Mer, +, Vor SUr Vorga = Margo ++ y Va = Uy 
De (24) se deduce que B = (Wi, o Vr os Vers <<» Va} es una base de V. 


Respecto de esta base se verifica que: 


1 . 1 

3 Alvy v)=0, 1+2r, 5 A (Yo Yar) 1, 
1 A 0 ¿+ 2 1 l A 1 
5 (Y v) = Y, t + ar— l, 2 (Yy Yara) , 
1 . 1 
Alva w0 il Alf W =L 
1 


. ` 1 Ñ 
z A (Yno VD =0, jF2r+i, yê Warp Vara) FE tsn n— 2r, 


con lo que queda probada (25). 


6. Si Q es una forma cuadrática ordinaria sobre el espacio vectorial real 
T, existe una base B* = {u,, ..., un) respecto de la cual la matriz correspon- 
diente a la forma cuadrática Q es de la forma: 


Li © 
(26) D= |— —], 
O -1 


y el número, r, de filas de la matriz I está univocamente determinado por la 
forma. cuadrática Q. 


Demostración. —En virtud de 5, existe una base B respecto de la cual 


la matriz de Q es la (25). Efectuando el cambio de base definido por las fór- 
mulas: 
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en donde I, e I,_, son las matrices unidad de órdenes r y n — r, respectiva- 
mente, y J, es la matriz de orden r análoga a la matriz J de (25), la matriz 
A (25) se transforma en 


lar pa 


y la matriz B es una matriz diagonal en la que los r primeros números de la 
diagonal principal son 2, los r siguientes son — 2 y los n— r restantes 
son 1, cuando en (25) es s = 1, y — 1 cuando en (25) es e = — 1. Efec- 
tuando el cambio de base consistente en sustituir los 2y primeros vectores 
por sus productos por y 2, resulta la matriz con unos y — 1. Para terminar 
de demostrar el teorema queda únicamente por probar que el signo de e 
en (25) no depende de la base elegida para obtener la forma canónica (25). En 
efecto, sean V=LEẸL BM, M=(LGE LD” y V=HeOH6N»x, 
N i= (H O H” dos descomposiciones de Witt distintas. La restricción, Q,, 
de Qa L M es una forma cuadrática semidefinida, ya que si z E€ L QM, 
será z= x + y, x€L, yEM; y como M = (L @ L', será y ortogonal 
a x: xAy=0, y, por tanto, Q (z)=Q (x'+ y)=xAy+Q (3) +0 (y) 
= Q (y). Por la misma razón, la restricción, Q,, de Q a H O N es también 
una forma cuadrática semidefinida. Ahora bien, por ser n— 2r >Q, es 
n+(n—2r)>mn y dim. (LO M) + dim. (HO N) = 2n—2r =8n + (n 
—2r)>n%, luego, (LO M) N(H N) Fø. Si xE(LOMNHEON), 
será Q, (x) = Q, (x) = Q (x) + 0, por ser L y H variedades totalmente sin- 
- gulares de dimensión máxima y distintas. 


DerixicióN 1.—Al número de unos de. la forma canónica (26), que queda 


univocamente determinado por la forma cuadrática Q, se le llama signatura 
lineal de la forma cuadrática Q. 


EJERCICIOS : 
650. Calcular el rango y la signatura de la forma cuadrática 


1 —1 0 2 
—1 0 —1 0 
0 —1 2 3 
2 0 3 —1 


(Ca ATEJ z) A E. Po Ta ay, A= 


651. Hallar el par de variedades lineales totalmente singulares correspondientes a la des- 
composición de Witt de la forma cuadrática del ejercicio anterior. 
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4. Cálculo del rango y de la signatura de una forma cuadrática 
real.—Sea la forma cuadrática real. 
(1) Q(x): E, 2. 4, A E, EPE A = A’. 
1. Existe un cambio de base en el espacio, definido por las fórmulas: 


(2) poo Xx) = 0) .»7)2 [2/+0, 00=1, 


mediante el cual la forma cuadrática (1) se reduce a su forma diagonal (*). 
Sea 


by 
(3) B= > =0A0N, 
bn 
Sumando la igualdad (3) a la 
(4) 11=0(4DX, 
resulta que 
Ai 
6) S = |Q(A—ADO0]|=|A—AI][20'(=|A—AI |. 


bn—A 


La igualdad (5) prueba que los elementos de la diagonal de la matriz dia- 
gonal B son la raíces del polinomio : 


© JAAN = E E a (E O agat LA, 


i=1 > 


llamado polinomio secular, y a sus raíces valores propios, de la forma cuadrá- 
tica (1). Sea 


(7) 1, Siaa D ij cc LA] 
i=1 i 


(*) Para la demostración puede verse, p. e., ABELLANAS, Geometria básica. 
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la sucesión de los cociicientes del polinomio secular (6) alternativamente 
cambiados de signo, llamada sucesión secular. Sea P el número de permanen- 
cias en los signos de la sucesión (7) (si en ella Agura algún cero intermedio 
se le puede atribuir el signo que se desee, + o —). Se verifica que si £ es el 
número de términos nulos de la sucesión secular contados de derecha a iz- 
quierda hasta el primer término distinto de cero, es 


(5) rango (Q (x)) =n--t, signatura lhneal {Q (0) =P. 


Derixición 1.—UÜna forma cuadrática Q (x) se llama semidefinida positi- 
va (semidefinida negativa) cuando, para todo x € V se veritica que Q (x) > 0 
(Q 6) < 0). Una forma se Hama indefinida cuando existen dos vectores x 
y tales que Q (x) >0 y Q (y) <0. 


e 


2. a) La forma cuadrática Q (x) es definida positiva <-> rango (O (x)) 
= signatura lineal (O (x)) = n. 

b) La forma cuadrática Q (x) es definida negativa <—> rango (Q (x)) 
= n, signatura lineal (Q (x)) = 0. 

c) La forma cuadrática O (x) es semidefinida positiva <==> rango 
(0 (x)) = signatura lineal (Q (x)). 

d) La forma cuadrática Q (x) es semidefinida negativa <=> rango 
(0 (x)) = r, signatura lineal (Q (x)) = 0. 


Il 


EJERCICIOS: 


652. Calcular el rango y la signatura lineal de las siguientes formas cuadráticas : 


0 1-10 
1 —2 3 
1 2 30 
a) xl] —2 5 4 |“ b) x v, 
—1 —3 53 1 
3 4 — 2 
0 0 1 1 
653. Averiguar si son definidas o semidefinidas las siguientes formas cuadráticas: 
$032 — 5 0 2 
a) x 023 xr. b) x 0 —2 3 loa 
235 2 3 —3 
10 0 —6 1 T 
c) x 0.23 d) —3 — 4 lx 


ar 
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$ 2. CONICAS 


1. Cónicas. Reducción de la ecuación de una cónica.—Se llaman có- 


nicas a las curvas del plano representadas, respecto de un sistema de refe- 
rencia, R, métrico, por una ecuación de segundo grado con dos variables, 
tal como la siguiente: 


(1) aw t20 +20 pI +a, +2 Tytan =0, 


El primer miembro de esta ecuación se puede escribir empleando la nota- 
ción matricial del siguiente modo : 


1 


(2) (1, y) A [x) =8,+20,,14+20,,y+0,,124+20,,5y+0,,y, 
y 
siendo: 
Lo Gor %s 
(8) A=] a a a = A”, 


Por brevedad pondremos: 


($) x= (l, 7, y), y por tanto, y=] «x 


con lo que (2) se escribirá en la forma: 


(5) xAx =0. 


REDUCCIÓN DE LA ECUACIÓN DE UNA CÓNICA.—Para estudiar estas líneas 
vamos a reducir su ecuación a la forma más sencilla posible; es decir, va- 
mos a ver si podemos efectuar una transformación de coordenadas tal que 
la ecuación (1) se transforme en otra más simple. 


Como toda transformación de coordenadas ortogonales en coordenadas 
ortogonales se compone de un giro y una traslación de ejes, efectuaremos 
sucesivamente estas dos transformaciones. 
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I Giro de ejes.—Sea el giro de ecuación: 


1 0 0 
(6) x=x*G, G= t cosw — sen w 
0 seño COS w 


mediante el que la ecuación (5) se transforma en 


(T) xAtx*=0 A*=GAGC, 
dop Gg; COS w — Agg SEN w 
A* = | 2,005 w — dgy sen dy; COS? w — 2 2,2 sen w cos w -F agg sen? w 
8 ajo SEN w -+ Agp COS wm (8,1 — Agg) SEN w COS w + 413 (cos? w — sen! w) 


ag, SEN w -$ dog COS w 
(4,1 — apg) SEN w cos w + yg (cost w — sen? w) 


ay Sen? w + 2 2,2 sen w cos w -F ag COS? w 
Siempre se puede determinar œ de forma que a*,, = 0, ya que 


1. 
a*a =- 7 (4, — 0, )senlo+a,,cos2u, 


y anulándolo se obtiene: 


7 
(9) tg2u=— E, 


42 — ly 


ecuación que posee solución en œ para cualquier valor de Qia, @ 77. De- 
terminando « mediante la ecuación (9), la matriz (8) adquiere la forma: 


ago Zò o 


10) At=| ato an 0 


aw 0 as 
IT. Traslación de ejes.—Efectuemos ahora la traslación de ejes: 


1 a b 
d1) x*=x*T, T=l0 10 
0 0 1 


con lo que la ecuación (T) se transformará en 


(12) x** Are xt" = 0, A** = TA”? T. 
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Pongamos: 
— + a +y * * * 
a=(1,2,5),  a™ = a (ajo, 29,433) = 200 + a a + aja d, 
*— A * * _ Y * * * 
art = a (ajo, aji, 21a) = ajo + aj a + ald,  a*? = a (aj, aj, aj) = azo + agi a + ahb, 


con lo que se podrá escribir : 


(13) A = an añ ai 


Representaremos por Ay;. Af; A? a los adjuntos de a;;, af; ai? en A, 
A*, A**, respectivamente. Pueden presentarse ahora dos casos: 


1.2 A* w. +0. Como A*,, = a*,, a*,,, se deduce que a%,, Æ 0, a*%,, +0. 
En este caso el sistema: 


(4) a*! = ajo + aa =0, 
a = dp Haz = 0, 
* * 
Laos 210 . 220 
posee solución única (a=-—-—2, ¿==-—7)]. Tomando para a y b estos 
ar. Gx 


valores en (11), la matriz (13) se reduce a 


av 0 0 
(15) at=[u a 0 


0 0 añ 


que se llama matriz reducida de la cónica. La ecuación (12) se escribirá, 
por tanto, en la siguiente forma: 


(16) ajo + ali x ay = 0, 


que se llama ecuación reducida de la cónica. La ecuación (16) nos indica 
que los nuevos ejes de coordenadas 1** e y**, son ejes de simetria de la 
curva dada, por lo que se les llama simplemente ejes de la cónica. El punto 
de intersección de ambos, esto es, el nuevo origen de coordenadas O**, será 
centro de simetria de la curva, y se le denomina centro de la cónica. Las 
cónicas correspondientes a este caso se llaman cónicas con centro único, y ia 
ecuación (16) se llama ecuación reducida de las cónicas con centro único. 

2.2 A, = 0. En este caso uno, por lo menos, de los dos factores a*,,, 
y a%,, de A*,, será nulo. Supongamos que sólo sea nulo uno de ellos, por 
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ejemplo, a*,, = 0, a%,, 5 0. En estas hipótesis puede ocurrir que a*,, E 0 
o que a*,, = 0. En el primer caso el sistema 


a A*a’ = ajo + aj 0420901 2 azod = 0, 
(17) 


aj = a + a7 b = O, 
posee la única solución: 


18) 4&4 = — TA b = — . 
‘ 2 ajo 23 añ 


Tomando estos valores para a y b en (11), la matriz A** toma la forma: 


(19) a*a o 0 |, 


0 0 as 


que se llama matriz reducida de la cónica dada, correspondiente al caso con- 
siderado. La ecuación (12) se escribirá ahora del siguiente modo: 


(20) oal y a 0, 


En el caso en que a*,, = 0, siendo a*,, + 0 se puede tomar b solución 


de la segunda ecuación (17), y dando a a un valor arbitrario, se obtiene la 
matriz reducida: 


año 0 0 
(21) ajo 00 
0 0 aj 


a la que corresponde la siguiente ecuación reducida de la cónica: 


e 


(22) ag + az y = 0. 


Finalmente, si a*,,= a*,, = 0 se pueden calcular a y b de infinitos mo- 
dos para que a A* a' = 0, con lo que se obtiene la ecuación 


(23) am + ay a * = 0. 
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Resumiendo: efectuando una transformación de ejes ortogonales en ejes 
ortogonales se puede reducir la ecuación (1) de cualquier cónica a una de 
las formas reducidas (16), (20), (22) o (23). 


A las cónicas correspondientes a la forma reducida (16) se les llama cóni- 


cas con centro único y a las correspondientes al caso A*,, = 0 [(20), (22), 
(23)] se les llama de tipo parabólico. 


2. Invariantes métricos de una cónica.—De la segunda igualdad (1), 


de la segunda igualdad (12) y observando que |G|=1, | T] = 1, resul- 
ta que 
124) ¡Af =| AF]. 


Se comprueba también inmediatamente que A*,, = Ay y AF*,, = AF, de 
donde resulta que 


(25) Ano = Ad ' 


Finalmente, de (8) se deduce: 


alı + aya = 4,1 cos? a) — 2212 sen w COS w + aga sen? w 


a, sent w +2 2,2 sen w COS w + ay cost w = a +4 
11 12 12 11 23 
y de (13) que a**,, = a%,,, a**,, = a*,,; por consiguiente : 


(26) aa tap =4 + ai. 


Las igualdades (24), (25) y (26) prueban que al efectuar una transformación 
de coordenadas rectangulares en coordenadas rectangulares, las expresiones 


er LA LL Aoo 91 + fgg 


no varian. (Aun cuando el razonamiento que acabamos de efectuar se re- 
fiere al caso particular que directamente nos interesa, la propiedad es válida 
para cualquier transformación de coordenadas rectangulares en coordenadas 


366 $ 2. Cónicas [Capitulo 1V] 


rectangulares.) Por esta razón, a las expresiones (27) se les llama invariantes 
métricos de las cónicas. 


CÁLCULO DE LOS COEFICIENTES DE LAS ECUACIONES REDUCIDAS DE LAS CÓNI- 
cas.—A. Cómicas con centro.—Los invariantes (27) permiten calcular fácil- 
mente los coeficientes de la ecuación reducida (16), ya que | A** | = vo a 
ai, AE = aíí ají, de donde teniendo en cuenta las igualdades (24), (25) y 
(26), resulta: 


LA mm 
JAL, ai 
Ü 


(28) Ay = a = Ào, 41 T a32 = ay F Apo. 


De las dos últimas se deduce que ajf y ašž son las raices de la ecuación 


(29) x2 — (CAN + aaa) x -+ Aso = (), 


B. Cónicas de tipo fparabólico.—51 se trata de una parábola propiamente 
tal, es decir, de la ecuación reducida (20), resulta que 


. ZTA] 
“ ARO aok = + | , 
30) az = ânt an, mt y= Fan 


En el caso del par de rectas paralelas (22) es 


(310 dz? = ay + a, 


pero como en este caso es | A** | = 0, se pierden los dos primeros inva- 
riantes. Para calcular aj; basta observar que por ser en este caso a*! = a*? 
= dí? = asf = Ù, y por ser siempre ajf = aĵ, aja = añ resulta que a*! = añ, 
= 0, a*?* = aja + aja b = 0, de donde, teniendo en cuenta (31), se deduce: 


es a A A A 
Ñ 4 42 + 
= a* Ata" — ap +- agb = ao — = a N 22 
32) año * A*a” 00 02 00 
423 asz 44 Td 


En el caso (13) no se trata propiamente de una cónica, sino de una recta. 
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3. Estudio particular de las cónicas. 


EuipsE (fig. 75).—Consideremos ahora el caso en que en (16) se verifique que sig (aii) 


*% xx 
: . ; . 200 200 o, 
= sig (a3; ) + sig (ajo). En tal caso, poniendo — a =P, — —7 = b7, la ecuación (16) 
1 2 


se escribe en la forma: 


2 2 
(33) %42 =l, 


a? pi 


en donde a las variables 1** e y** se les ha vuelto a llamar +, y. La cónica representada por 
la ecuación (33) se llama elipse. Los números a y b se llaman semiejes de la elipse, y al 
número ¢ = y a2— b2 (en la hipótesis de ser a > b) 
se le llama distancia focal. Los puntos F = (c, 0), 
F = (— c, 0) se llaman focos de la elipse. La propie- 
dad fundamental de la elipse, que se toma general- 
mente para definirla, es la siguiente: la suma de las 
distancias de un punto cualguicra de la clipse a los 
dos focos es constante. A las distancias r = X F, 
r =XEF' de un punto X de la elipse a los focos 
se les llama radios vectores de X. Sean (x, y) las 
coordenadas de X, Por ser X punto de la elipse 
ertre x e y, se verificará la relación (38), es decir, 


y= a (a? — x2). Llevando este valor a las expre- Fig. 75. 
a 


r= VCTRER roJUFPFF 


y efectuando operaciones, resulta: 


(34) r=L (a2 cn), r= Lía+cs). 
a a 


Sumando estas dos igualdades miembro a miembro se obtiene r + f = 2a, que es la pro- 
piedad enunciada. 


Las ecuaciones y = @ cos p, y = b sen p representan también una elipse, como se com- 
prueba sin más que sustituirlas en (23), y se llaman ecuaciones paramétricas de la elipse. 
Estas ecuaciones permiten dibujar puntos de la elipse. 


En el caso en que sig (aj) = sig (ají) = sig (af) la ecuación (16) se puede escribir en 


la forma: 


(85) GAAL 


v la cónica se llama elipse imaginaria, por no poseer ningún punto real. 
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HirErBOLA (tig. 76).—Cuando en (16) se verifica que sig (aj) + siga, ) la ecuación (16) 
se puede escribir en una de las formas siguientes: 


2 2 
x 
(86) L£_% =Ł1, 
a? b? 
Lo *x 
. 206 _ 40m hos . 
siendo g? = + -i b= F zgo Las dos cónicas 1epresentadas por las ecuaciones (36) 
21 272 


se llaman hipérbolas conjugadas. Hallando las intersecciones de las rectas y = A+, que pa- 
san por el centro, con la hipérbola, se obtienen los puntos 


ab abh 
+ — E AS 
(+ V + (62 — at M) VE — ai) 


Esto indica que las dos rectas: 


Š 

87 = + — 
(87) y= 
separan las rectas, incidentes con el centro, se- 
cantes a la hipérbola de las exteriores. Las rectas 
(87) se llaman asíntotas de la hipérbola. Por con- 
Fig. 76. siguiente, las dos hipérbolas conjugadas poseen 


las mismas asintotas. Las dos rectas (37) se pue- 
den representar conjuntamente mediante la ecuación: 


ES *_.0 


y vamos a demostrar: el valor absoluto de la diferencia de las distancias de los puntos de la hi- 


pérbola (89) a los puntos F = (c, 0), F = (—c¢, 0), c = y 2 + b?, llamados focos, es cons- 
tante. 


En efecto, sea X = (7, y) un punto arbitrario de (39), yr=XF, Y =X F. Como en 
el caso de la elipse, se obtiene: 


1 1 
40 = — — = — 2. 
(40) r ¿ez a), r q Cte) 
de donde: 
(41) [r=r|=208, 


que es lo que se quería probar. Esta propiedad sirve para definir geométricamente a la 
hipérbola. 
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Par DE RECTAS NO PARALELAS.—En la ecuación (16) se verifica siempre que ajf E0 y 
azi 0, porque ají az = Ajo = Afo = Aj, +0, en virtud de la hipótesis; pero puede 


suceder que sea «¿y = 0. En este caso la ecuación (16) se puede escribir en una de las dos 
formas siguientes : 


. x3 yo 
2 aa? 
. a. y 
(43) AH? 0, 


según que aj; y «39 tengan distinto o el mismo signo, respectivamente. La ecuación (42) 
representa al par de rectas reales 


44 %42 = 2—2- 
(44) a+ 0, a b 0 


y la ecuación (48) representa el par de rectas imaginarias : 


45 X1:2= O e 
(45) 2 +i 3 0, a is 0. 


Tanto las rectas (44) como las (45) se cortan en el punto real (0, 0), es decir, en el origen 
de coordenadas. Los ejes de coordenadas son las bisectrices de los ángulos formados por 
las rectas (44) y, por extensión, se llaman también bisectrices de los ángulos formados 
por las rectas (45). Resumiendo: una cónica puede estar formada por dos rectas que se cor- 
tan. Las bisectrices de los ángulos formados por estas rectas se ilaman ejes de la conica y 
ésta se dice que es reducible o que se descompone en dicho par de rectas. 


ParásoLa.—Consideremos ahora el caso en que la cónica se pueda poner en la forma re- 


ducida (20), siendo «3; +0. Entonces, la. ecuación (20) se podrá escribir del siguiente modo: 


xk 

%01 
. (46) =2px, p= 
432 


y la cónica se llama parábola. La ecuación (46) muestra que el eje + es un eje de simetría 


de la parábola, por lo que se le llama simplemente eje de la parábola. Al punto F = (i o) 


se le llama foco de la parábola, y a la recta x= — £, directriz de la misma. Vamos a de- 


El 


mostrar la siguiente propiedad fundamental de la parábola. 


Los puntos de una parábola equidistan del foco y de la directriz. En efecto, sea X = (7, y) 


24 
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un punto arbitrario de la parábola, y B el pie de la perpendicular trazada desde X a la di- 


rectriz.- Se verifica que X B = 7 + Z (véase fig. 77), y teniendo en cuenta la ecuación (46): 


se- E e e 


Fig. 77. 


Si en la ecuación (46) se efectúa una traslación de ejes, se obtiene una ecuación de la 
forma: 


(47) 1=0,y34+4,y+4,, 
y si en (47) se permutan entre sí los ejes de las x y de las y, se obtiene: 


(48) =0,17+0,7+48,; 


luego, las ecuaciones de la forma (47) y (48) representan harábolas cuyos ejes son paralelos 
al eje de las x y al eje de las y, respectivamente. 


PAR DE RECTAS PARALELAS.—Si la ecuación de la cónica admite la expresión reducida (22), 
ésta se puede poner de la siguiente forma: 


(49) =+, =/ 00 


en donde el signo + corresponde al caso en que sig (ajy) — (a33) y el signo — al caso en 


que sig (ado) + sig (aj3). En el primer caso (49) representa a las dos rectas y = + a, que 


son dos rectas paralelas cuya paralela media es el eje x. En el segundo caso, (49) representa 
a las rectas imaginarias y = + ia, que se consideran también como pareleles al eje s. 


RECTAS COINCIDENTES.—En el caso particular en que sea a = 0, la ecuación (22) se re- 
duce a 
(50) y =0, 


que representa dos rectas coincidentes con el eje v. 
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4. Clasificación afín y métrica de las cónicas.—Acabamos de ver 
que una cónica puede ser de uno de los siguientes tipos: elipse (38), elipse 
imaginaria (35) hipérbola (36), par de rectas reales no paralelas (42), par 
de rectas imaginarias no paralelas (43), parábola (46), par de rectas para- 
lelas (49) (signo +), par de rectas imaginarias paralelas (49) (signo —) y 
par de rectas coincidentes (50). Estos tipos se llaman afines porque gozan 
de la propiedad de que si se transforma una cónica mediante una af- 
nidad cualquiera, la cónica transformada sigue perteneciendo al mismo tipo 
que la dada. Se presenta la cuestión de averiguar a cuál de estos tipos per- 
tenece una cónica dada por su ecuación general (2). Para ello recordemos 
que los coeficientes de su ecuación reducida se pueden calcular mediante los 
invariantes (27), por lo que comenzaremos por calcular estos tres invarian- 
tes. En las ecuaciones reducidas se observa que | A** | es distinto de cero 
únicamente en las elipses, hipérbolas y parábolas, que se llaman cónicas 
irreducibles, mientras que en los restantes tipos es | A** | = 0, llamándose 
a las cónicas de estos tipos reducibles o degeneradas. Si | A | = | A** | +0, 
pueden ocurrir dos subcasos: As 0 o Aj = 0. En el primero la cónica 
será una cónica con centro, y en el segundo una parábola. Si Aj, + 0, para 
distinguir si se trata de una elipse o de una hipérbola basta recordar que 
esto depende de que afř y aj tengan o no el mismo signo, y como estos 
coeficientes son las raices de la ecuación (29), tendrán el mismo signo cuan- 
do Aj > 0, ya que Ay = ají af, mientras que si Aj, < 0 tendrán dis- 
tinto signo. Luego si A, > 0, se trata de una elipse (real o imaginaria), y 
si As < 0, de una hipérbola. Para distinguir si se trata de una elipse real 
o imaginaria, basta recordar (28) y (29). Por tratarse de elipse es Aj, > 0, 
luego sig (aji) = sig | A |, y por ser las dos -raíces de (29) del mismo signo, 
será el de su suma y ésta (véase la ecuación (29)) es igual a a,, + 4,2; por 
consiguiente, si sig | A | = sig (tı + dz), la elipse será imaginaria, y si 
sig | A | + sig (0,, + Ga), será real. 

Supongamos ahora que | A | = 0, es decir, que se trata de una cónica re- 
ducible. Si Ajo + 0, será una cónica con centro único, y como las únicas cóni- 
cas con centro único reducibles son los pares de rectas, reales o imaginarias, no 
paralelas, a uno de estos dos tipos pertenecerá la cónica dada. Para distin- 
guirlos basta repetir el razonamiento hecho anteriormente respecto de los 


signos de aj y ají, es decir, si Aj, < 0 se tratará de rectas reales, y si 
Aso > 0, de rectas imaginarias. Supongamos ahora que JA|=0 y Aj, =0. 
En este caso, si A,, + Az E 0 se obtienen, en virtud de (32), dos rectas 
paralelas. De (31) y (32) se deduce que af af = A,, + A, luego, si 
Aj, + Az > 0 serán dos rectas imaginarias y si A,, + A, < 0 dos rectas 
reales. Si Aj, + Aga = 0 será aj = 0, luego las rectas coincidirán. 


Podemos resumir todo esto en el siguiente cuadro, que indica el proceso 
a seguir para obtener la 
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CLASIFICACION AFIN 


Ay >O ' sig | A | = sig (2,, + dy) | Elipse imaginaria 


Ay 0 
¡AI=H0 Cónica Elipse | sig | A | sig (a11 + az) j Elipse real 
Cónica { con centro 7 
irreducible único Ao 0 Hipérbola 


Ay =0 Parábola 


Ag +0 | Ap > 0 j Par de rectas imaginarias no paralelas 
rectas no ) 


paralelas Ag Z0 j Par de rectas reales » » 
|A¡=0 

Cónica 
reducible Ag =0 A+ Az +0 
rectas distintas: 


A H åg >00 j Rectas imaginarias 


rectas A+ Ags <0 | Rectas reales 


paralelas 
| Au +A, =0 f Rectas coincidentes 


Desde el punto de vista métrico se presentan algunos subtipos intere- 
santes de los anteriores tipos afines. Un subtipo métrico de la elipse es la 
circunferencia, Para que se presente este subtipo, las dos raíces de (29) 
deben ser iguales, es decir, (4,, + aa)? — 4 A = 0. Ahora bien, (0, + az)? 
— 4 An = (4,, — az)? + £a’ y como para que una suma de números no 
negativos sea nula deben serlo todos los sumandos, resulta de aquí que 
Qi = Ugg, Mg = Ô. 

Un subtipo métrico de la hipérbola es la llamada equilátera, es decir, la 
hipérbola cuyas asintotas son perpendiculares. De (26) se deduce que para 

p ao a 
que esto suceda debe ser - 7 = — l, pero como -7 = ET resulta que la 
condición de hipérbola equilátera es ařř + aš} = 0, o bien, en virtud de (16), 
Gu + Uy = 0. Finalmente, un subtipo métrico de la cónica formada por dos 
rectas no paralelas es el caso en que las rectas sean perpendiculares. Como 
en el caso de la hipérbola equilátera, para que esto suceda debe ser 
a + Oy = 0. 


Si a la clasificación afin se le añade la siguiente subclasificación, se ob- 
tiene la clasificación métrica. 


5 a e En ed i $ 3 TARR 
Si a, 3€,6,=0y|A|+ 0, ia cónica es una circunferencia (real o imaginaria). 
Sia, +4,,=0 no siendo nulos los dos términos y |A| +0, 


la cónica es una hipérbola equilátera. 


Y 
a 
+ 
a 
tl 


0 no siendo nulos los dos términos y |A] =0, 


la cónica son dos rectas perpendiculares, 
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EJERCICIO: 


654. Clasificar y hallar la ecuación reducida de las siguientes cónicas: 


a) 1B123yY4+4ry—MB1—2y+ 28 =0, 
b) b6trr4+ay—Tr—2y+1y—i=0, 

O) 1249 day + 1=0,* 

d) DrA—VWry+ Mir +12 Sy 3B=0, 
© xy=1, 

y 6r2r+ay—Tr— 2 +7y+1=0, 

g) 4r? +3932—dryrir—2y+1=0, 

n) +21 y2=0, 


$ 3. CUADRICAS 


1. Cuádricas. Ecuaciones reducidas.—Se llama ciádrica al conjunto 
de los puntos del espacio euclideo representado por una ecuación de segundo 
grado con tres variables, como la siguiente: 


+2 2 2 - 
(1) PE + aY +20,2+4,, + +28,,+y 


+ Y 2 12 2 =- 
+20, ,12+0,, y +20,,y2+0,,2 0. 


La ecuación (1) puede escribirse en forma matricial del siguiente modo: 


1 Go Br La Lo 

x Go ii aig ia 
(2) xAx=0 x=(l.7,v,2), xX = Asis 

y a a a a 


e 
a 
Q 
Q 
a 


(3) A= 


= E 
EN , a = (Ar Bos Bon)? A, = a a £ 


Sea R = (0; u,. u, us) un sistema de referencia en el espacio. Se trata 
de hallar otro respecto del cual la ecuación (1) se transforme en otra con el 
menor número posible de términos no nulos. Este problema lo trataremos 
en dos fases. En la primera pasaremos del sistema de referencia R al sistema 
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R* = (O; uf, u,*, u,*), que tiene el mismo origen que el anterior. Las fór- 


mulas correspondientes al cambio de sistema R => R* son: 


i | o Pa s 
(4) aUryo=aryt ml], eso. w w 
Olw 


siendo O = (0, 0, 0). Mediante la transformación (4) la cuádrica (2) se trans- 


forma en: 


au 


400 f y 
(5) a, x*, y 2%) E) (L r”, y”, 2”) =0. 


| 

| 
wa | w Agw 
De (2), (3) y (5) resulta que el cambio de coordenadas R > R* produce la 
transformación de la expresión de la forma cuadrática 

(T, y, 2) A, Y 2Y 
en la expresión 
(Et, yt t) A%, (0, 9e FT), AS SwA 

Ahora bien, en virtud de 1, 4, $ 1, existe un cambio de base (u,, uz, Us) 

3 (u,*, u,*, us”) tal que la matriz A,* sea una matriz diagonal y la matriz 


o sea una matriz ortogonal: 


(6) ww =], 


siendo 1 la matriz unidad. Supondremos elegida la base B* = (u,*, u,*, u,*) 
de modo que: 


Mm At, = A 
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sea diagonal y que w sea ortogonal. Pondremos, por tanto: 


* * $ * * o 
ago | a Bs ags agu = doo 
aw | aw * * # o > . 
8) at= ( 00 f 20] a01 = Gp, 6911 F aog wg F Zos Osp 
, x + de ? x 
wa'| Aj 430 23 842 = aor wig F Lor w33 F Zos 0393 
e + * o 
a40 473 803 = a1 Wig F dog wgs F G03 ga + 


Los tres elementos (a*,,, a*,,, a*;,) son las raíces (1, 4, $ 1) del poli- 
nomio secular : 


6,74 8, 8, 8 18 
(9)  —|A,—Al|= an Oa — À 8, =-14+ No Mm > aà + App 
i=l i<j 
%, %a Bgg A 


en donde «y es el menor principal de segundo orden cuya matriz contiene 


en la diagonal principal los elementos Gu y @y y Apo es el adjunto de G, en 
la matriz A (3). 


TRASLACIÓN DE EJES.—En segundo lugar, efectuaremos el siguiente cam- 
bio de sistema de referencia, llamado traslación de ejes: 


(10) R* ={0; ut u" u, > R" =40% 0”, uty u", F 


Las ecuaciones correspondientes a la traslación (10) son: 


x* = x** T, x* = (1,1% y", 3*), x** = (1, a*t, y, se, 


(41) ~ i 
r=P 01 0 0 (HE t= (typ 1). 
0/0 1 0 oji 
010 0 1f 


Efectuando la traslación de ejes (11), la ecuación (8) de la cuádrica toma 
la siguiente forma: 


An +taj pat traje [aj +A 
(2) x Amt xt” = 0, a“ = T Ar T = 


a paše AS 


siendo a*, = (a*,,, a*,y, a*,3). 
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El sistema 


(13) a tA" =O: atha ting =A 0%, Higa" TO, 


tiene solución única en t,, t,, łą cuando las tres raices de la ecuación secu- 
lar sean distintas de cero. A las cuádricas con sus tres valores propios dis- 
tintos de cero se les llama cuádricas con centro único. 


ECUACIONES REDUCIDAS DE LAS CUÁDRICAS CON CENTRO ÚNICO.—Tomando 
para t,, tz, t, los valores dados por (13), la ecuación de una cuádrica con 
centro único puede escribirse en la siguiente forma: 


až* | o 
(14) xx” Art x*” = 0, A** = 00 
O |Ag* 
siendo 
aii 
(15) Az, = A*t = aña 5 
25 


y a*s af, 0%, los tres valores propios de la cuádrica. Atendiendo a los 
signos de estos valores propios, se obtienen las siguientes cuádricas con 
centro único: 


+x? 


. . . Ñ . x , 
Elipsoide imaginario: a t 


PETE E 
a= 250 b= 200 
Sl LS E + 
211 Qe 


(16) 


os a 
Elipsoide real (fig. 18): ai += 


a7) e + 
Y E s- 

ay a 
| Hiperboloide elíptico: —- 

— YX 

! — aio ay 

(18) Ñ a? Ve 
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¿ ; ; pe arr ya 32 
Hiperboloide hiperbólico: =- A le 
= c 
(19) ES DEDET EX 
me — 40 ji — 400 200 
= -i = Va = Pn 
211 222 253 
- X +*2 yr ¿HO 
ono imaginario: pg pi = 
C ginario P 0, 
120) Taia = 
1 ; 1 1 
as ET == E c= po 
11 ar 433 da 
pin" : -` 
x*2 **2 **2 j i 
y 2 
Cono real: O =0, 
az p? c2 
(21) 


Eu 3 a A 
e + Sj an e5 FR Fig. 80. 
aii i 42; 233 8 


Se llama rango de una cuádrica al rango de la matriz de su ecuación, 
Para justificar esta definición, vamos a probar el siguiente 


TEOREMA 2.—El rango de la matriz de una cuádrica no depende del sis- 
tema de referencia empleado para escribir su ecuación. 


Demostración. —Efectuando la transformación de coordenadas 


(22) x=x*M, |M|+0, 


la ecuación (1) se transforma en la siguiente: 
(23) x* Bx” =0. B=MAM. 

Ahora bien, los vectores que forman las filas de la matriz M A son com- 
binaciones lineales de los vectores que forman las filas de la matriz A ; luego 
el rango de M A será menor o igual que el de A. Análogamente las colum- 


nas de M A M’ dependen linealmente de las columnas de M A; luego el 


rango de M A M’ será menor o igual al rango de M A. De todo esto se 
deduce 


(24) rango (B) = rango (M A M’) < rango (A). 


Ahora bien, por ser | M | +0, de (23) se deduce que 


(25) A = M-1 B M1 
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y aplicando el mismo razonamiento anterior a (25), se obtiene 
(26) rango (A) = rango (M-1 B M1) < rango (B), 


de (24) y (26) resulta el teorema. 
A las cuádricas de rango cuatro se les llama cuádricas ordinarias. 


Se llaman paraboloides las cuádricas ordinarias con un valor propio igual 
a cero. 


ECUACIONES REDUCIDAS DE LOS PARABOLOIDES.—Suponiendo que a*,, = 0, 
las ecuaciones (13) permiten calcular univocamente t, y t,, obteniéndose la si- 
guiente ecuación: 


(27) x** at x** = 0, A** = 211 0 0 
as | 0 0 0 


Como | A** | + 0, por ser cuatro el rango de: los paraboloides, y como 
| A** | = — aj? aj az, será aja +0. De (12) se deduce que 


a =4%0 +2 (aù ti F aiz ta -+ aos ts) + dii t + a33 ta, 


y se puede dar a t, el valor 


28) h= ao + aj1 fi? + aj ta +2 (adf, + an ta) y Amt, + dia te 
` z 22% 2 2% í 
con lo que resulta aj = 0 y la siguiente ecuación reducida de los parabo- 
loides 
0 0 0 as 
s .. e.” 0 a 0 0 La xx  % 
E E E AT= , y [AY] = — 853 411 273 F O. 
0 0 aña ` 


Según los signos de las raices de la ecuación secular se obtienen los dos ti- 
pos siguientes de paraboloides: 


(30) Paraboloide eliptico (Ag. 81): 


** Zə, Tar 
a AA 2 203 b / 2 203 
ra er a | er oa al A 
41 a2? 
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(81) Paraboloide hiperbólico (fig. 82): 


Fig. 81. Fig. 82. 
ECUACIONES REDUCIDAS DE LOS CILINDROS NO PARABÓLICOS.—Si en (27) es 


a% = 0, no se puede efectuar la reducción correspondiente al valor (28) de 
t, y se obtienen, cuando af +0, los cilindros no parabólicos siguientes : 


(82) Cilindro imaginario: 


¡ok Ei 

¿es gee S 1 a= 400 b= l / 20 
— =r =l, r = |/ -r + 

a b 1 433 


(33) Cilindro elíptico (fig. 88): 


m ya O VAT 
e. — = Í a= — = — 
2 2 + E , *# . 
a b 214 a33 


(34) Cilindro hiperbólico (fig. 84): 


EF pry 

qee ya 1 a= — ago b y ago 
3 g Te —_ kE ' — FE * 

a b aii 433 


Estos tres cilindros poseen la ecuación conjunta 


a 0 0 0 
k 
(35) x** At x ™ =0, A" = 0 41 0 0 
0 0 433 0 
0 
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ECUACIONES REDUCIDAS DE LOS PARES DE PLANOS SECANTES.—Si en (35) es 
ave = 0, se obtiene la cuádrica 


0 0 0 0 
9) aà 0 0 
(86) x" A** x*” = 0, A** = 11 
0 0 aña 0 
0 0 0 0 


que está formada por dos planos no paralelos, que, según los signos de aj, 
y aš, pueden ser 


Pares de planos secantes imaginarios: 


qt. ye 
a 


31 On === 
(80 ; i 
a = - = 
ai i aja 
x**2 y 
Pares de planos secantes reales: AET - 0, 
(88) 


Si la ecuación secular tiene dos raices nulas, aj = aģęą = 0, el sistema (18) 


queda reducido a una única ecuación, que permite reducir a cero aj, que 
Gando (12) en la forma 


] x 
a 
(39) ARAN, APS TATTOO 11 


siendo 


(40) año = ao +2 (1, a01 +12 20a + ta aga) +4 ah. 


Si una, por lo menos, de las aj, y ağ es distinta de cero, se puede calcular 
, 02, 3 
en (40), t, o t,, de modo que aj = 0, y queda la siguiente ecuación reducida : 


0 0 a añ 


A 
(41) x** AR xt" =0, art 0 ai 0 0 


que da lugar a los siguientes tipos de cuádricas: 
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CILINDRO PARABÓLICO Y PARES DE PLANOS PARALELOS.—Si ambos aĝa y aïs 


son distintos de cero, no puede reducirse más la ecuación (41) mediante una 
traslación. Efectuando otro giro de ejes: 


(42) xs y H, H = 9, A 9, 


la ecuación (41) se transforma en la siguiente: 


EE: wok k% EE wK ko 
o [dar ads + Dar ös» oe aos + barados» 02 203 + Das 403 


' ar 0% at. 01 0 aí 0, 0 
(43) yDy=0 D=HA*H = a n WE 21 A 1 Un 
+ añ bn 0, a 0%, añ 01 0, 

añ 0, by añ ba Os ai, Oy 


Eligiendo 02, = dy, = 0, 0 = 1, 0, = 0, = 0, 072 = COS p, Uy, = — Sen p, 
ar 
Eza = SEN F, dy = COSp y tgo= > , resulta: 
40 
0/0 d 0 
(as) p-f ola 00 
dajo 0.0 
0/0 00 


con lo que se obtiene la siguiente ecuación reducida de los cilindros parabó- 
licos (fig. 85): 


(45) q 2 py; 20 


Fig. 85. 


Si en (39) son ağ = aj = 0, se obtienen pares de planos paralelos: 


aw 0 0 0 

£46) qt pet gw — 0, A** = 0 411 0 0 
0 0 
0 0 0 
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que según los signos de aj y aj,, dan lugar a los casos siguientes: 


TR 
(47) Par de planos paralelos reales: ant = ql, a= y w 
211 
(48) Par de planos paralelos imaginarios: —1P*2=—a%, a= = 
au 


Si en (46) es ají = 0, se obtiene: 


(49) Par de planos coincidentes: —1*2=0, 


Finalmente, si las tres raíces de la ecuación secular son nulas, la ecuación 
de la cuádrica se reduce a 


** ER se +* 
aw o 302 “os 


a 0 0 0 , 
x x=0 
aw 0 0 0 


a 0 0 0 
que representa un plano. 


2. Invariantes métricos de las cuádricas.—Para hallar la ecuación 
reducida de una cuádrica se emplean ciertas funciones de sus coeficientes, 
que permanecen invariantes frente a transformaciones de coordenadas, lla- 
madas invariantes. Vamos a determinar únicamente invariantes de las cuá- 
dricas relativos a transformaciones de coordenadas métricas en métricas, 
por lo que les llamaremos invariantes métricos de las cuádricas. Las fórmu- 
las de transformación de coordenadas métricas en métricas son: 


ila ar "ia 
(50) E A =| on ea as 
w w w 


QY=1, [T|=|2/=41 


Mediante ellas se transforma la forma cuadrática (2) en 


(51) sáAr=ratar”  Ar=S=TAT, 


de donde, tomando determinantes y teniendo en cuenta (50), 


(52) ¡A*|=|Af. 
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que es el primer invariante métrico. Ahora bien, llamando A, a la matriz 
que se obtiene al tachar en A la primera fila y la primera columna, y dando 
análoga significación a A,* respecto de A*, de (51) se deduce que 


(63) A, =0A,0, 
de donde, tomando determinantes, 
(54) IA | =|A,l  0bien, A“, =A 


ya que | A, | es el adjunto de a,, en la matriz A, y análogamente | A*, |. 
(54) es el segundo invariante métrico de las cuádricas. Ahora bien, de (53) 
se deduce, por ser Q una matriz ortogonal, 


(55) At —AI=0A, 0 —A1=0(A,—21)M, 
de donde, tomando determinantes : 


(56) [At ,—A1|=|A,—AT], 


que expresa: el polinomio secular de una cuádrica es un invariante métrico. 
Ahora bien, de 


3 bi 
> 
LA, — AlI = AA Y a + > Gui, 


=i f=1 


siendo a, el adjunto de an en A,, se deduce que 


(57) y aii = > aji 


í=1 i=1 
y 
3 8 
(58) aiim > al, 
=1 i=1 


son también invariantes métricos de las cuádricas. Los cuatro invariantes 
métricos : 


L=|Al 


00? 


(59) 1 =6,+8, +04  J]=0%/ Fat K=A 


permiten calcular las ecuaciones reducidas de las cuádricas en todos los ca- 
sos, excluidos los cilindros y pares de planos. 


384 $ 3. Cuábkricas [Capítulo IV] 


INVARIANTES MÉTRICOS PROPIOS DE LOS CILINDROS Y PARES DE PLANOS.— 
Para los cilindros y pares de planos, exclusivamente, son invariantes métri- 
cos las siguientes expresiones (*): 


(60) 


3. Reducción de la ecuación de una cuádrica. 


REDUCCIÓN DE LA ECUACIÓN DE LAS CUÁDRICAS CON CENTRO ÚNICO.—Para 
obtener la ecuación reducida de las cuádricas con centro único (14), basta 
resolver la ecuación secular 


3 3 
za 
Ay A Y a Y 6—3 =0, 


i=1 i=i 


con lo que se obtienen aj,, aja, aj,, y para calcular ajọ basta observar que 


| A** | = 057 aj, aña a = |A] y como aj, añ, aj = | Aj" |= | Ay [= Aow 
resulta : 
A 
de 


con lo que (14) se puede escribir en la forma 


[Ai 
Ago E 
(61) qee At gt a gR al q 
aña j 


REDUCCIÓN DE LA ECUACIÓN DE LOS PARABOLOIDES.—De (29) y (59) se 
deduce 


Eg 4 A £ E + * _ 
— ag 41143 =|A!, anag], 414743 =1. 


(*) P. ABELLANAS: Geometría básica, cap. IV, $ 30. 
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luego 


aj = +/--A af, al, Taicesde  MA2—114+J=0. 


y 


REDUCCIÓN DE LOS CILINDROS NO PARABÓLICOS Y PARES DE PLANOS NO PA- 
RALELOS.-—Para calcular ajy, aĵi, aj, en (35) se dispone ahora de los inva- 
riantes (59) y (60), y se obtiene 


ES y ES E > wik ok pA 
l=41 +4, J= aji 433, K = 400 411 433» 


de donde 
==> Un aja, Taicesde  A2=1A+J] =0. 


REDUCCIÓN DEL CILINDRO PARABÓLICO.—Para calcular d y aj, en (44) se 
dispone de las siguientes ecuaciones: 


hol N 
K = daño 11 


de donde 


PAR DE PLANOS PARALELOS.—La reducción en este caso se obtiene, en 
virtud de (46), (59) y (60), de 


M » 
I=aí, J= a0 %1 


de donde ağ = I, ajé = j/L 


4. Clasificación afín de las cuádricas.—En muchas cuestiones inte- 
resa únicamente averiguar la clase a la que pertenece una cuádrica dada, sin 
necesidad de obtener su ecuación reducida. Los invariantes (59) y (60) per- 
miten resolver inmediatamente esta cuestión. Se comienza por calcular el 
invariante L = | A |. Si L +0, se trata de una cuádrica ordinaria. Para que 
los tres valores propios sean distintos de cero debe ser K = Ay +0. En 
caso contrario, la cuádrica será paraboloide. Para terminar la clasificación 
de las cuádricas ordinarias con centro único es necesario conocer los signos 
de los valores propios y del término independiente. Para ello comenzaremos 
por demostrar el siguiente: 


25 
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LemMa.—Todas las raices de la ecuación secular son reales, 


DemostTrAcióN.—En virtud de (1, 4, $ 1), existe un cambio de base en el 
espacio vectorial representado por una matriz ortogonal ((2), 1. c.) Q, me- 
diante el cual se reduce la ecuación de la cuádrica a forma diagonal. Como 
los elementos de la diagonal son números reales por proceder del producto, 
Q A Q’, de tres matrices reales, y son las raices de la ecuación secular (l. c.), 
queda probado el lema. 

Aplicando el corolario 2. del teorema de Descartes (véase más adelante) 
a la ecuación secular 


(62) —M4+IM—JA+K=0, 


para lo que se forma la sucesión 


y 


(63) | K,J,1,1 


llamada sucesión secular, y llamando p al número de raices positivas, n al 
de raices negativas, V al número de variaciones de signo y P al número de 
permanencias de signo en (63), se verifica que 


(65) s=|pna|=|P-V]. 


al número s dado por (64) se le llama signatura de la cuádrica. 
Pueden presentarse los siguientes casos: 


1.2 s = 3. De (62) se deduce que A, 4,4, = K, y como las tres à tienen 
el mismo signo, será sig (à) = sig K. Por consiguiente, si sig | A |/Apo 
= sig A,» será elipsoide imaginario, y si sig | A |/As + sig Aj, será elipsoi- 
de real. Que equivale a: | A|>0 elipsoide imaginario. | A | <0 elipsoide 
real. 

2° s=1. Como K = ìà, àsà; si K >> 0, dos valores propios serán ne- 
gativos y el tercero positivo, y si K <0, uno será negativo y dos positi- 
vos. Por consiguiente, si sig | A|/Aj, = sig Ayo, se obtiene el hiperboloi- 
de hiperbólico, y si sig | A |/Ajo + sig Ajo, el hiperboloide elíptico. 

3. Sea K = 0. El paraboloide es elíptico o hiperbólico, según que las 
dos raices del polinomio 1? — J à + J tengan el mismo o distinto signo, y 
como ambas son reales, esto depende del signo de J, luego si J > 0, para- 
boloide elíptico, y si J <0, paraboloide hiperbólico. 


4. Supondremos en lo que sigue que L = | A] =0. La cuádrica se 
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llama en este caso con puntos singulares. Si K + 0, la cuádrica es un cono; 
cuando s = 3, es cono imaginario, y sis = 1, cono real. 

5.2 Si L = K =0, se trata de un cilindro o de planos. J œ 0 será cilin- 
dro elíptico o pares de planos imaginarios no paralelos. Si sig K = sig I, 
será cilindro imaginario; si sig K + sig 1, cilindro real. Si K = 0, será un 
par de planos imaginarios conjugados no paralelos, 

6° Si L=K=0, J<0, la cuádrica es un cilindro hiperbólico o un 
par de planos reales no paralelos, Si K + 0, se trata de cilindro hiperbólico, 
y si À = 0, par de planos reales no paralelos. 

T°? Si L=XK=)]=0, se trata de un cilindro parabólico o pares de 
planos paralelos. Si K + 0, cilindro parabólico. Si K = 0, planos paralelos. 
Si J >0, planos paralelos imaginarios conjugados. Si ] <0, planos para- 
lelos reales y distintos. Si | = 0, planos. coincidentes. 

8° Si L=K=J=l1=0, un único plano. 


Se puede resumir toda la clasificación de las cuádricas en el cuadro de 
la página siguiente. 


EJERCICIOS : 


655. Clasificar y hallar las ecuaciones reducidas de 'as siguientes cuádricas, referidas a 
un sistema de reterencia métrico: 


2 —1 —1 3 0 1 1 —1 
—1 2 1 —¿ 1 0 —1 2 
a) x r“=0 bx r =0 
—1 1 2 —2 1 —1 0 2 
3 —2 —2 5 —1 2 2 —3 
0 1 l —1 0 1 1 —1 
1-2 —1 2 1 —2 —1 2 
c) x vzal d) z r=0 
1 -.1 (U y 1 —1 —2 2 
—1 2 2 —3 — 1 2 2 3 
2 —1 —1 8 2 —1 —1 3 
—1 1 0 —1 —1 1 0 —1 
e) z L=% fl 1 xr =0 
—1 0 1 —1 -1 0 —1 —1 


K = Aw FO 
Cuádrica con centro 
ùnico 

L=|A[+0 

cCuádrica ordinaria 
K = Aw =) f 

į Paraboloide l 

K0 
Conos 

L = l A l =Í) 

Cuádrica con puntos 

singulares 

K=0 


Cilindros y planos 
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Signatura = 3 JA[>0: 


elipsoide imaginario 


Elipsoide |A|<0O: elipsoide real 
Signatura = 1 \ [A|>0: hiperboloide hbiperbólico 
Hiperboloide JA|<0: hiperboloide elíptico 


J>0, paraboloide elíptico 
J<0, paraboloide hiperbólico 
Signatura = 3, cono imaginario 
Signatura =1, cono real 

1J3>0 

Cilindro elíptico y 
planos imaginarios 

J0 


Cilindros no parabólicos 
y planos secantes 


J< 0 
Cilindro hiperbólico 


y planos reales 
KÆ0 
J=0, 130 
Cilindro parabólico y J0 
planos paralelos 3 Planos distintos 
K=0 


J-=0 


Planos coincidentes: 


K+0 sigK=sigl: cilindro imaginario 
Cilindros sigK=+sigl: cilindro real 
K=0 par de planos imaginarios 


Par de planos. conjugados y secantes 


K=+0: cilindro hiperbólico 
K=0: par de planos reales y secante: 


C.lindro parabólico 


) Ï >0: planos imaginarios paralelos 


Í<0; planos reales paralelos 


planos coincidentes 


un plano único 
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SEGUNDA PARTE 


ANALISIS INFINITESIMAL 


CAPITULO QUINTO 


TOPOLOGIA DEL CUERPO DE LOS NUMEROS 
REALES. FUNCIONES CONTINUAS 


$ 1. EL NUMERO REAL 


1. Topología en el cuerpo de los números racionales.—Se ha visto 
(Cap. IT, $ 1, 3, 20, 21) que en el problema de la medida de segmentos se 
podía tomar como medida de algunos segmentos un número racional, pero 
que podía suceder que no existiese ningún número racional correspondiente 
a la medida de un segmento, En este caso se podía obtener un conjunto in- 
finito de números racionales tal como: 


(1) 4, Was ees Ups e 

de modo que todos ellos fuesen una aproximación de la medida del segmento 
con la unidad elegida, pudiéndose conseguir que la diferencia | ttp — uw | se 
haga cada vez más pequeña cuando n y n crecen suficientemente. El proble- 
ma que deseamos resolver ahora es el de ampliar convenientemente el cuerpo 
de los números racionales con objeto de que 2 todo segmento le corresponda 
como medida un número. Lo primero que se ocurre es llamar número a con- 
juntos de números racionales, tales como el (1), que resultan de medir con 
aproximación cada vez mayor un segmento dado. Pero esto no resuelve tam- 
poco el problema, ya que al medir un segmento dado a con una unidad u se 
pueden obtener infinitos conjuntos de medidas aproximadas, tales como el (1), 
distintos entre si. Ahora bien, si 

(2) Vir Das 003 Up e 
es otro conjunto de infinitas medidas aproximadas del segmento a con la uni- 
dad u, y se verifica que los dos conjuntos se eligen de modo que el error de 
cada una de las medidas aproximadas sea cada vez menor al crecer n y que 
se legue a hacer tan pequeño como se desee, se observa que al crecer n la 
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diferencia | un — “n | se puede hacer arbitrariamente pequeña. Aparece, por 
tanto, un carácter común a todos los conjuntos de infinitas medidas aproxi- 
madas de un segmento a con una unidad u: el de proximidad de las medidas. 
Esto conduce a la necesidad de definir de un modo preciso la idea de proximi- 
dad en el cuerpo de los números racionales. Para ello conviene comenzar por 
estudiar una aplicación del cuerpo de los números racionales en sí mismo 
llamada valor absoluto. 


VALOR ABSOLUTO DE UN NÚMERO RACIONAL.—Se ha visto (Cap. I, $ 5, 2, 
Def. 4, 3) que el conjunto de los números racionales es un conjunto total- 
mente ordenado. Como consecuencia, todo conjunto C = (a,, ..., a,) de un 


número finito de números racionales posee un máximo y un mínimo (Cap. I, 
$ 2, 5, Def. 31). 


Dertvicróx 1.—Se llama valor absoluto a una aplicación del conjunto Q 
de los números racionales en si mismo: 


(3) Q — Q 


en la que a cada número racional r le corresponde otro número racional | .r | 
definido del siguiente modo: 


(4) ¡7 = máx{z,— r}. 


1. a) |x| es un número racional no negativo. 

b) im(|i) = Q*, representando por Q* el conjunto de los números ra- 
cionales no negativos. 

Cc) |x+y]|<|¡x|+]|y], para todo par x,y de números racionales. 


d) |Jxyi=]|x!!y!l, para todo par x,y de números racionales. 


DEMOSTRACIÓN. a) Sir =0, máx (0, —0) = 0. Si r +0, uno de los 
dos números Y, — r es positivo y el otro es negativo y todo número positi- 
vo es mayor que todo número negativo. 

b) De a) se deduce que im (| |) © Qt. Si r € Qt se verifica que — 4 < +, 
luego | + | = x, que implica que Qt C im (| |). 

c) De (4) se deduce: 


6 s&il y<lyl=> r+3<l|ri+ly1 
) 


PAS IA L IS 1 Y] = — 43 siz] +y 
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las últimas relaciones implican que | +] + | y | es una cota superior del con- 
junto {x + y, — (Y + y)) y como | 14 y| es el máximo de este conjunto, 
será: 


(6) lr+yl<iri+1y1 


d) Es consecuencia de que uno de los números +, —.r es no negativo y 
lo mismo acontece con uno de los números v, — y v de ser el valor absolu- 
to de un número no negativo él mismo. 


DEFINICIÓN 2.—Se llama entorno simétrico, o simplemente entorno, de un 
número racional a, de radio e, siendo e un número racional positivo, al con- 
junto de todos los números racionales v tales que 


(7) |r—a]|<e. 


La relación (7) es equivalente a las siguientes : 
(5) —=e<1—8< e, 


(9) a—e <r <ate 


Nortación.—Al entorno de radio e del número a lo representamos por 


E, (a). 


DerrIvIcióN 3.—Se lama sucesión de números racionales a una aplicación 
u del conjunto N de los números naturales en el conjunto de los números 
racionales : 


(10) NQ. 


Al número correspondiente al número uno se le llama primer término de 
la sucesión, al correspondiente al dos, segundo, etc.; al correspondiente al 
n, término n-ésimo o término general de la sucesión. 


EJERCICIOS : 


656. Escribir los tres primeros términos de las siguientes sucesiones: 
l 1 1 1 
= — = — N d = =>. 
YANES HP A A a 
e) e(m=n. £) f(n) SE g) 2(m= (1+-) 
3241 n 


h) h(1)=1+ TH k) k = VnF 
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657. Escribir los términos generales de las siguientes sucesiones: 


a) 3,5,7,9,... b) 2,4, 6,8,... - 
c) 7,14, 21, 28, ... d) 2,4,8,16, ... e) 1,4,9, 16, 25, ... 
) H 1 1 
£) 10,100, 1000, 10000, ... E go E 
l 2 3 4 5 
IN IIS 


Dos sucesiones a y b se llaman iguales, y se escribe a = b cuando, para 
todo n € N, se verifica que a (n) = b (n). 


DerINIcIów 4.—Dadas las sucesiones a y b se llama suma, y se representa 
por a + ba la sucesión definida del siguiente modo: 


(11) (a + b) (7) = a (1) + b (n). 
EJERCICIOS : 


658, Sumar las sucesiones a) y b) del ejercicio 657. Idem las a) y c), Idem las d) y e). 


659. Con las sucesiones del ejercicio 656, escribir los términos generales de las siguientes 
sucesiones: a) a + b, b)c+d,c)b+e,de+f. 


2. El conjunto A de todas las sucesiones de números racionales es, res- 
pecto de la adición, un grupo abeliano, cuyo elemento meutro es la sucesión: 


(12) 0(n) =0 
y el elemento opuesto, —a, a la sucesión a es: 
(13) —a (n) = — [a (11. 


DemostracióN.—De la definición resulta que la suma de dos sucesiones 
es otra sucesión. 


Asociatividad. 
la + (6 + 0)] (1) = a (1) + [(6 +0) (0] = a (1) + [o (1) + c (m1 
= [a (n) + b (m1 + e (1) = [(a + b) (M1 + c(n) = [(a + b) + c] (2), 


de donde 
a+ (b+0c=(a+b+<. 


Conmutatividad. Es inmediata, 


Elemento neutro.—Si a es una sucesión arbitraria y 0 es la sucesión (12), 
se verifica que l 


(a + 0) (n) = a(2) +0 (2) =a(1) +0 =a(n), 
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de donde 
a+0=a. 
Elemento opuesto. Si —a es la sucesión (13), se verifica que 
la + (— 9] (4) = a (n) + (~ a) (1) = a (n) + [~ a (n)] =0 = 0 (n), 
de donde 


a+ (— a) =0. 


A la suma de la sucesión a con la opuesta a la sucesión b se le llama dife- 
rencia entre a y b y se escribe: 


a—b =a + (— b). 
DEFINICIÓN 5.—Se llama producto de la sucesión a por la sucesión b, y se 
representa por a b, a la sucesión: 


a b (n) = [a (12)] [b (2)]. 
LIERCICIOS: 


660. Multiplicar las siguientes sucesiones del ejercicio 657: a) 'La sucesión a) por la b). 
b) La sucesión a) por la e). c) La sucesión e) por la g). 


661. Escribir los términos generales del producto de las siguientes sucesiones del ejer- 
cicio 656: a) ae; b)be; c) ce; d) df; e) ck. 


3. El conjunto A de todas las sucesiones de números racionales es, res- 


pecto de la adición y de la multiplicación, un anillo conmutativo y con ele- 
mento unidad. 


DemostracióN.—En virtud de 2 queda por probar la asociatividad y con- 
mutatividad de la multiplicación, que se demuestra de modo análogo al em- 
pleado en la adición. La existencia de la sucesión unidad: 1 (n), definida del 
siguiente modo: 


(14) 1a) =1, Y». 


Vamos a probar que (14) es el elemento unidad de la multiplicación. Sea a 
una sucesión arbitraria. Será: 


(a . 1) (n) = [a (n)] [1 (2)] = a (n). 1 = a (n), 


de donde a 1 = a y, por la conmutatividad, la = a. 
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Propiedad distributiva.—Sean a, b, c tres sucesiones arbitrarias, se veri- 
fica que 
[a (b + c)] (1) = [a (1)] [(b + e) (n)] = [a (1)] [b (1) + e (n)] 
= [a (1)] [o (131 + [o (n)] Ec (8)] = a b (n) + ac (n) = (a b + a c) (n), 
de donde 
c(b+c)=ab+ac. 


Para las sucesiones es costumbre emplear una notación especial. En lugar 
de la notación usual para todas las aplicaciones, en el caso de las sucesiones 
se escribe la variable independiente como subíndice, del siguiente modo: 


(5) a (n) = G 


Der1nicióN 6.—Una sucesión a, se llama convergente, cuando para todo 
entorno E, (0) del número cero existe un número natural n tal que, para todo 
par de números naturales n’, n” tales que 1 > n, n” >n, se verifique que 
Ay, — Ay», € E. (0). 


Esta definición se puede escribir simbólicamente del siguiente modo: 


(16) a, es convergente <2> Y E, (0) => 3n EN | Vr >n, n” >n=> a, — ar € E, (0). 


Teniendo en cuenta la definición de entorno, se puede enunciar la defini- 
ción anterior del siguiente modo: 


(17) a, es convergente <> Y£>0 => nEN| Yn >n, n>n => |8,—06,, |< e. 
EJERCICIOS : 


' od 
662. Demostrar que la sucesión — es convergente. 
n 


663. Demostrar que 


2% es convergente 
n+1 : 
664. Demostrar que e es convergente, 

n 


665. Demostrar que d es convergente, si r >i. 
r 


4. Toda sucesión convergente está acotada. 


DemMosTRACIÓN.—Sea a, una sucesión convergente y «e un número positivo 
arbitrario. Existe un número n tal que Y 1 > 1 se verifica que 


lg A 1 
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Sea M = máx {| 8, | s | anl, | On + el | On —e]). Se verifica que 
—M<a <M, Vr. 


5. El conjunto A de todas las sucesiones convergentes de números racio- 
nales es un subanillo del anillo A de todas las sucesiones de números raciona- 
les, con el mismo elemento unidad. 


Demostración. —En virtud de (Cap. I, $ 4, 1, 1) hay que probar que: 


a) Sia, y ba son dos sucesiones convergentes, 4, — b, es también con- 
vergente. 


b) Sia, y b, son convergentes es d, ba convergente. 


c) La sucesión unidad 1, es convergente. 


Demostración de a). Sea ¿>0 un número positivo arbitrario. Por ser 


r g : 2 
an y ba convergentes, dado el número 3.» existen los números n, y n, tales 


que | a, |< $, Yn >n y |0,| <> Va > mn, Sea n = máx {n Mm}. 
Se verificará, Yn > n: 
|an — bani Slad +]b,1<e 
Demostración de b). En virtud de 4 se verifica que |an] < M, 


¡b, |< Mz, Vn. Sea e un número positivo arbitrario. Por ser a, y ba con- 
vergentes, existen los números n, y n, tales que V n.n” > m, se verifica 


E £ 
que | an — Gao | < am Y Vr,n” >n, es | bw — br j| < ZM, Por con- 
siguiente : 
Y 1,91" Dn = máx (a, ng) => | Gn Bn — Gan Opr l=] aw Or — Car bar + Gar bar 


E 


2M, 


— ayr bar | Slaw!) bar — bar |F | bare | | ape — ape l < I e 1 
€ 


bd. E AS 
tiwi ai, zy + 


Demostración de c). De ly —1,. =1—1=0<e, Ve >0, se deduce 
que 1, es convergente. 


DerivicióxN 7.—Se dice que el número racional u es el límite de la suce- 
sión u, de números racionales, y se escribe: 


u = lim da, 
n> o 
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cuando, para todo entorno E, (4), del número u, existe un número natural, 
n (e), tal que, para todo 1” >n (e) se verifique que u, € E, (u). 
Esta definición se puede expresar simbólicamente del siguiente modo: 


(18) "n= tim na <> VE, (4) => a "(8 ¡Vo >n (0) => tp E E, (u). 


n >% 


En virtud de la definición de entorno, la definición anterior se puede enun- 
ciar del siguiente modo: 


Se dice que u es el límite de la sucesión u, cuando, para todo « positivo, 
existe un número natural, n (e), tal que, para todo n’ œ> n (e) se verifique 
que | 4 — ur | <e. 


Esta definición se puede escribir simbólicamente así: 


(19) u= lim la <5>Ye>0=>39(0) Vw >n (e) => [4=4,,| lo. 


ne 


EJERCICIOS: 


6668. Demostrar: 


, (rt! o 1 
a lim —=0. b) lim ————=0. c) lim —=0. 
n>n n n> 0 n noo N" 
dy lim -—_=0, r>1 Y oli 2! 2 
im —— =Ü, r ` e m —— n 
) n> r” n> (11) («4 +2) 


667. Probar que 


6. Si u, = u, para todo n, se verifica que lim n =u. 


> 
7. Si una sucesión posee límite es convergente. 


DemosTracióN.—Sea lim u, = u. Sea e un número positivo arbitrario. 


”— 0 


De lim u, =u se deduce que existe un n (e) tal que, para todo n’ y 1” >n (e) 


se verifica que 


a 2 
| 16 — th, [< > | — a <A 


luego, para todo n’ y n” > n (e) será 


3 3 
lr — Hero | =| uyt E e 
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DEFINICIÓN 8.—Se llama sucesión nulo toda sucesión cuyo limite es cero. 


EJERCICIO: 


668. Demostrar que las siguientes sucesiones son nulas: 


a) O= 0. b} 1,2,...,1000.000,0...0,... e) —L. a4 


1 1 
e) pwr >hl. f) "IE 


8. LemMa.—u, es una sucesión convergente y no nula ==> Existen un 
número positivo e y un número natural n, tales que, para todo w œn se 
verifica que | ux | > e. 


DEMOSTRACIÓN. —Demostración por reducción al absurdo. (Recuérdense las 
relaciones I y II de la pág. 48.) 


Hipótesis: H <=> 4, es una sucesión convergente y ño nula. 
Tesis: T <=> y £ > 0, y 7 tales que V w > n se verifica que | uw | > e. 


Negación de la tesis: | T <=>Ve>0, Yn, se verifica que 3 n>n 
tal que | uw | < e. 


Vamos a probar que H A "1 T = absurdo. 


Sea e>>0 arbitrario. H ==> 3 n tal que V n’ n” >n es | tp — Uno 
3 1 


<>. 
AT => gq w >n tal que | uw | < 5 Por consiguiente, V n” >> n se ve- 


rifica : 


E 
| tyr! = | Br Br t Mar S Por — gr E I al <A 


Ti. 


€ 
2 
luego la sucesión u„ es nula. Contradicción con H. 


9. TreorEMA.—El conjunto pa de todas las sucesiones mulas del anillo A 
de todas las sucesiones convergentes es un ideal primo de A 


DemosTRrACIÓN.—En virtud de (Def, 5, 2, $ 4, Cap. I) hay que probar que 
a) Un Un son sucesiones nulas ==> 4, — U, es sucesión nula. b) u, es suce- 
sión nula y v, es sucesión convergente —> 4, Y, es sucesión nula. 


a) Sea e un número positivo arbitrario. Existen números n, y n, tales 


que VR Dh, | 4] < y Yn >n, es | vw | <$ luego Yw >n 
= máx (n,, n,) es 


| — Var l S | tpr | F 2 | < e. 


26 
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b) v, es convergente implica, en virtud de 4, que | v, | < M, para todo 
n. Sea s un número positivo arbitrario. 4, nula ==> existe n tal que, para 


todo n > n, es | Uy | < TE Por tanto, Yw >n es: 


|nr Up | = 18] 1 Pwi Sl MKE 


Para probar que p, es primo hay que demostrar (1, 3, $ 4. Cap. I): c) 
u, Y Ua SOn sucesiones convergentes, %, Un es sucesión nula, v, no es suce- 
sión nula ==> «+, es sucesión nula. 


c) v, es convergente y no nula implica, en virtud de 8, que y m>0 y 
3 ?,, tales que Y w > n es | vw | > m. Sea e un número positivo arbitrario. 
Por ser upv, nula se verifica que existe un n, tal que V n’ > n, se verifica 
que | tw Ta, | <me. Sea n = máx (n, n,). Para todo n >n se verificará: 


| Dy | me 
“y| = —— = 
F ” G 


Da | m 
En virtud de 4, 2, § 4, Cap. I, se verifica que: 


10. El conjunto A/p, es un anillo. 


EJERCICIOS: 


669. Si una sucesión es convergente y posee infinitos ceros, es una sucesión nula. 
60. Una sucesión convergente y no nula posee un número finito de términos nulos. 
671. ¿Es convergente la sucesión: 


2 2 


+ 7 0, 0, ...? 
672. Hallar un representante de la clase 
3 » 3 4 n+1 
(2.0,2,0.3,0,..,98,0, 32 30003 OEF 


cuyos términos sean todos distintos de cero. 


673. Si +, es una sucesión nula, probar que 
1 
Ma t Po = 7 + po 


11. Siu, + p, es una clase de A/p, se puede elegir un representante de 
la clase que no tenga ningún término nulo. 
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En efecto, si 4, es una sucesión nula se puede tomar como representante 
la sucesión nula Z.. Si 4, no es nula, al ser convergente poseerá un número 


finito de términos nulos y la sucesión que se obtiene al prescindir de todos 
los términos que preceden al primer término no nulo que sigue a todos los 


términos nulos pertenece a la misma clase y se puede tomar como represen- 
tante de ella. 


12. La clase u, + Po, siendo u, una sucesión nula, es igual a la clase p, 


2. El cuerpo de los números reales. 


1. El anillo A/p, es un cuerpo, llamado cuerpo de los números reales, 
A las clases de A/p, se les lama números reales. 


DemosTRACIÓN.—Recordando las definiciones de adición y de multiplica- 
ción de clases, será: 


(1) (4, + Po t Ont Po = (4, EU + po 


(2) (A, + Po) A + Po) = a Va + Po 


a) Uniformidad de la adición. 
u, t Po =w, + Po Ya + po = Va t Po => 4, — 6, € Po Y, —YV, € Po => 
Hn + — ES Po =D 1, tnt Po = 4 +7, t Po: 
b) Uniformidad de la multiplicación. 


Ha H Po = Hn tpo tn TA TE Hn = Wa tioba Epo Ua = Va t Sw Sn E Po 


de donde 


UaU SW Ya En Sn Pnn E taS) 
y como la sucesión del paréntesis pertenece a p,, resulta que 


4,0, + Da = Wa a + Po: 


c) Las propiedades asociativas y conmutativas de la adición y de la mul- 
tiplicación son inmediatas. 
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d) El elemento neutro, llamado número real cero, es Pp, = Un + po, sien- 
do u, una sucesión nula. 


e) El elemento opuesto del elemento a, + Po, que se representa por 
— (an + Po), €S — Gn + Po, esto es: 


— (4. + pp) = —0, + Po: 


f) El elemento neutro de la multiplicación, llamado número real uno, es 
1, + Po siendo 1, = 1 para todo n. 


g) La propiedad distributiva es inmediata. 


h) Dada la clase un + pa F Po existe otra clase,. representada por 
1 


a o por (un + P), llamada inversa de la anterior, tal que: 
A y 


1 
O 


(Un + Po) 


n 


En efecto, en virtud de 11, 1, se puede suponer que el representante 4, no 


; Ela 1 7 ; 
posee ningún término nulo. Por tanto, 7 es una sucesión de números ra- 


n 


: -zn 1 
cionales. La sucesión — es convergente. En efecto, por ser Un + Po E Po 


Un 

la sucesión 4, no es sucesión nula, luego existen (6) los números n, y m ta- 
les que V n’ > mn, se verifique que | uw | œ> m. Por ser 4, convergente, exis- 
te un número n, tal que V 1”, n” > n, se verifique que | Up — Uw | < e mè. 
Sea n = máx (n,, 1,). Para todo w, n” >n, será: 


1 iz 1 í 
Por ser — una sucesión convergente, = t Po es un número real y se veri- 


Un n 
fica que 
(tp) (5 + po) = 1a + po 
luego 
©) oz = e + Po: 


2. EL CUERPO DE LOS NÚMEROS REALES 405 
EJERCICIOS: 
674. Probar que 


1 1 
1 oR e — 
(++ +3 +5) + po 


es un número real. 


675. Probar que el número real del ejercicio anterior es igual al número real 
1 |” 
1 + sE + Po: 


A! número real definido en estos dos ejercicios se le llama número e. 


676. Probar que toda sucesión de la forma: 
a, =b, b b.. b, 


n 11.2 n 


en donde b es un número entero y b,,..., 5, son n cifras decimales arbitrarias, define el 
número real 


a, + Po: 
677. Demostrar que 
1 \r i +1 
(++) +p.=(1+-) + Po 
678. Probar que 
1 1 y» 
FAs 


679. Si a es un número entero positivo, calcular e°. 


A 1 1 1 y : 
2. Las sucesiones fi +li+s3p+.+ =) y (a + =) son convergen- 
tes y se verifica que 
1 1 1 y. 
(4) (+14 3p+ +5) + po = (14) +p =e 


Al mismo número real definido por (4) se le lama número e. 


3. Sea 
(5) a =b,b ..b 
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un número decimal con la parte entera b y las cifras decimales b,, ..., Da. Cua- 
lesquiera que sean estas cifras se verifica que 


da + Po =b, b>» .., bn + Po 
es un número real. 


DemosTRAciÓN. —Basta probar que la sucesión a, es convergente. Sea e 
un número positivo arbitrario y sea n < n < n”. Se verifica: 


apr apr = 0,0, O bpr 200 Dor = 107 XO, b bpn < 10- 


PATOS 


<e = n (e) = LL (9) + 1. 


DerinicióN 1.—Una expresión decimal con infinitas cifras decimales tal 
como la siguiente: 


(6) By G, Be y eo 


es una notación para representar la sucesión cuyo término general es 


(1) a, a, ...a 


La expresión (6) se llama expresión decimal del número real : 
(8) 9, G, «8, + Po: 

Ejercicios; 

680. Probar que 


(rn ( 
0,9.-.9+p,=10...01+p, 


681. Probar que todo número entero positivo posee raiz cuadrada exacta en el cuerpo de 
los números reales. 


NotacióN.—Al cuerpo de los números reales lo representaremos por R: 


R = A/p,: 


4. Existe un homomorfismo inyectivo del cuerpo de los números racio- 
nales en el cuerpo de los números reales. 
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DEMOSTRACIÓN. —Definiremos : 
O) OL) R: O=r+tpj ”=Vna. 


La sucesión r, = r es una sucesión convergente, luego r, + Po es, efectiva- 
mente, un número real único. Sean r y s dos números racionales, s +0. 

a) j(r —s)=(r — s) + Po = fn — Sn + Po = (ra + Po) — (Sn + Po) 
= j (r) —j (s). 

b) jlr. s) = (rs) + Po = fn. Sn + Po = (ran + Po) (Sa + Po) = (fa 
+ Po) (Sa + BJ)? = j C) 17 (517. l 


c) j es inyectivo. Sea j (r) = j (s). Se verifica que ra, + Po = Sn + Po 
<=> Fn — Sn E p == Y e > 0, 3 y tal que 


Yr >n, |y spl =|r—s|<e=>r=s. 


En virtud del teorema anterior, se pueden identificar los números racio- 
nales con los números de un subcuerpo, Q’, del cuerpo de los números rea- 
les. En lo que sigue se hará siempre esta identificación, que equivale a poner: 


Ie ="r, YrEQ 


Mediante esta identificación se puede decir que el cuerpo de los números ra- 
cionales es un subcuerpo del cuerpo de los números reales. 


3. Topología del cuerpo de los números reales. 


ORDENACIÓN EN EL CUERPO DE LOS NÚMEROS REALES. 


DerInicióN 1.—Un número real n = 4; + p, se llama positivo cuando exis- 
ten un número racional positivo r y un número natural n tales que, para todo 
n > n, se verifique que tw >r. Al número real p, se le llama número real 
cero, y lo representaremos por el mismo simbolo 0, que en el caso de los 
números racionales. Un número real se llama negativo cuando su opuesto es 
positivo. 


La definición anterior de número real positivo se puede expresar simbóli- 
camente del siguiente modo: 


(1) u, +p, es positivo > 3 rn, rEQ, r>0,nEN|Y r >n=>u,>r. 
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1. SiR* es el conjunto de los números reales positivos, R” el conjunto 


de los números reales negativos y {0} el conjunto formado por el número real 
cero, se verifica que 


(2) R = Rt U4{0}U R- 
es una clasificación del conjunto R de los números reales. 


DEMOSTRACIÓN.—a) Se verifica la relación (2). Sea a, + P, un número 
real arbitrario. Si an + p, no es ni positivo ni cero, la sucesión a, será con- 
vergente, pero no nula; luego por 1, 6 se verifica que existen un número 
racional positivo e y un número nátural n, tales que V n > n, es | ww | >s. 
Como «u, es convergente, existe un número natural n, tal que V n’, n” >n, 


=> | Uy — Uno | < 5 , luego si ni= máx (n,, n,) se verifica que | tnn | 


>. y | uw — Un | < => Von > mn, esto es 


aj — y o My F Vr>2, 


€ 
> 


y en el intervalo (a SE an + +) no está el cero por ser |] un | > e, 


luego V n’ > n todos los términos 4. tienen el mismo signo, y como este 
signo no puede ser '4+ por no ser „i+ p, positivo, será uw <0, Yn >n, 
luego — uw > 0, V n > 0, luego 


A ADA Yw >n, 


luego — 4, + Po es positivo, y, por tanto, 4, + Pa es negativo. 

b) De la definición de número positivo se deduce que ningún número po- 
sitivo puede ser cero. Como el opuesto del cero es él mismo, tampoco ningún 
número negativo puede ser cero. Un número positivo no puede ser negativo, 
porque existiría un número racional positivo, r, tal que r < Un, + < — Up. 

2. La suma de dos números reales positivos es otro número real positivo 
y el producto de dos números reales positivos es otro número real positivo. 


DEMOSTRACIÓN.—Sean ap + Po y bn + pp dos números reales positivos; se 
verificará que existen r,, nı Y fa Mg rı >0, r, > 0, tales que Vw > «a, es 
la >1r, y Yn >n, es ba >r, Si n = máx (n, 1,) se verificará que 
Vr >mnes 

Car + by > rtr > 0, luego (a, +p,) + (b, + Po) es positivo. 


Bar bar > T r> 0, luego (2, + pp) (ba + Po) es positivo. 
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EJERCICIO: 


682. Averiguar si son positivos, negativos o cero los siguientes números reales: 


100 z — 1000 

n+1 + Po: 
2241 
b (17 ZTL + po 


7l 


a) — 90 + 


3. La proposición 2 se puede enunciar también del sigmente modo: La 
clasificación (2) es compatible con la estructura de cuerpo. 


DerinicióN 2.—En el cuerpo de los números reales se define una relación, 
<, del siguiente modo: 


(8) a<b &> b—agERtU{0} 
4. La relación < es una relación de orden total. 


DEMOSTRACIÓN.—a) V v € R se verifica que x — 1 € R+ U (0) <> r <w. 

bD r&y, y ír <=> y —v ERU {0}, —(y — r) ERFU (0) => y 
— vz = —(y— x)= 0. 

co) EY y<e <=> y— r ER+U {0}, e —yEeR+tU(O) = 2 —£% 
E Rt U (0) <= r <z. 

d) or gy = y— r ẸRU {0} <=> yr ER <=> r—ye€Rt 
=> y sr. 


5. Sia, b,c,d son números reales cualesquiera, m y n números natura- 
les cualesquiera, se verifica: 


ll. a> b, c> d —>0e+€>b + d. 
2. a > b, c>0=>oc>bc. 

3. a> b>0l, c> d>0 => ac> bd. 
4. a> 1, b > 1 = abil. 

5. a > 1 => a Rl. 

6. l>a>0, 1> b>0=>i>ab>0,a>ab>0, bzab>0. 
T. 1>0>0 => 1i >a" y ampa. 
8 1<a m< n => ar <a”. 

9. a> b >l = aA o b. 

10. <a <il, m <n ==> a” >. 

1. a> b, c <0 ==> bc>ac. 
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12. Sic es un número real positivo, existe un número racional, r, tal que 
0O<r<e. 


13. Sia y b son dos números reales distintos, existe entre ellos un núme- 
ro racional. 


«DEMOSTRACIÓN. —1) a—b>0, c—d> 0 => a+ c—(b + d)>0. 
2) a—b>0,c>0 => (a—b)c>0<=> ac—dóc>0, 3) En virtud 
de 2) es: ac>bcy bc> bd. Los restantes casos 4 — 10 son consecuen- 
cia de 8). En cuanto a 11): a—b>0, c<0 => a—b>0, —c>0 
=> (ab (T20>0<=> — [la — b) c] > 0 < bc—ac>0, 12) 
Sea e = la + Po siendo e, una sucesión convergente de números racio- 
nales. Por ser e positivo, existe un número racional r tal que 0 < r< es, 
V n > 1. Por consiguiente, el número real s — r = (e, — r) + p, es tal que 
en — r >0, Vn > 7”. Si existe un número racional Y tal que e, —r >r >0, 
V n œn”, serían (€, — r) + Pp, > 0, y en caso contrario, sería (€, — r) + Po 
= 0, luego e —r > 0, En el primer caso sería e > r y si e —r = 0, toman- 
do r œr, >Q, sería e > r, >0. 

13. En virtud de 12 existe un número racional r tal que 0 <r<b-—a, 
siendo b >a. De donde a <a + r< b. Ahora bien, existe un w tal que, 
Vn >", es a—a, <r, de donde a<a, + r<a+r<b y a, + r es ra- 
cional. 


DEFINICIÓN 3.—Se llama valor absoluto a una aplicación del conjunto R' 
de los números reales en sí mismo: 


R — R, 


tal que, a cada número real, +, le corresponde el número real | v |, definido 
del siguiente modo: 


(4) |r| = máx. (1, —1) 
Como en 1, 1 se prueba el siguiente teorema: 


5. a) |x] es un número real no negativo. 
b) im(| |) =R* + (0). 
co) A 
E ARA 


3. TOPOLOGÍA DEL CUERPO DE LOS NÚMEROS REALES 411 


DerinicióN 4.—Se llama entorno simétrico, o simplemente entorno de ra- 
dio e, de un número real a, y lo representaremos por E, (a), al conjunto de 
todos los números reales v, tales que | a — x | < e, e > 0. R es también en- 
torno de cualquiera de sus números. 


6. La unión de cualquier número de entornos de un número real a es un 


entorno de a. La intersección de un número finito de entornos de a es un en- 
torno de a. 


DemMosTRAcióÓN.—El conjunto de todos los radios de los entornos conside- 
rados de a puede estar acotado o no. En el primer caso, siendo la ordenación 
total, posee un extremo superior, «. El entorno de radio s es la unión de to- 
dos los entornos dados. En el segundo caso, la unión de todos los entor- 
nos es R. Si e es el menor de los radios de todos los entornos, el entorno de 
radio s es la intersección de todos los entornos considerados de a, 


DerinicióN 5.—Se llama conjunto abierto, A, o simplemente abierto, de 
R, a la unión de cualquier número, finito o infinito de entornos y al conjunto 
vacio. 


7. El conjunto M formado por todos los abiertos de P. posee las siguien- 
tes propiedades: 


1. La unión de cualquier número. de abiertos es un abierto, 
2. La intersección de un número finito de abiertos es un abierto. 
3. El conjunto vacio y R son abiertos. 


DEMOSTRACIÓN. 


1. Us =U U Es) = 


de: ¿sl visda 


| 
E 
ï 


2. Ns=N U E.) =U (Eaa N --- NE, )- 


i=l Jd; 


y basta observar que la intersección de dos entornos es el conjunto vacío, o 
bien otro entorno, luego por inducción resulta que la intersección de un nú- 
mero finito de entornos es un entorno o el conjunto vacio. 
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3. Es trivial. 


EJERCICIOS : 
300 o 

683: a) Calcular el radio del entorno N E, (a). ¿Es N E, (a) un entorno de a? 
n=] n m=1 += 


684. Demostrar que E, (a) N E, (b) es un abierto. 


685. a) ¿Es el conjunto de todos los números reales, excluidos los números enteros, 
ur abierto? b) ¿Es el conjunto de todos los números reales y positivos un abierto? c) ¿Es 
un abierto el conjunto de todos los números reales no negativos? d) ¿Es el conjunto de 


todos los números reales del intervalo (0, 1), excluidos los términos de la sucesión —, un 
n 


conjutto abierto? e) ¿Es el conjunto formadə por ùn número finito de números reales un 
conjunto abierto? f) ¿Es el conjunto de todos los números irracionales (e. e. reales y no 


racionales) del segmento [0,1] un abierto? g) ¿Es el conjunto de todos los números racio- 
nales del intervalo (0,1) un abierto? 


686. a) ¿Es el conjunto de todos los números reales, excluido un segmento, un abierto? 
b) ¿Es el conjunto de todos los números reales, excluido un punto, un abierto? c) ¿Es un 
intervalo menos un punto un abierto? 


DerinicióN 6.—Un número real a se llama número adherente al conjunto 


C de números reales cuando en todo entorno, E: (a), de a existe un nú- 
mero de C. 


Simbólicamente puede expresarse esta definición del siguiente modo: 


(5) a adherente a C <> VE, (a) => 3 1€C, € E, (a). 


También se puede definir el número adherente del siguiente modo: 


(6) a adherente a C <=> E¿(4)NC+0, Ye >0. 


EJERCICIO: 


687, a) ¿Es 5 adherente al intervalo (1, 6)? b) ¿Es 3 adherente al conjunto C = {1, 2, 3, 4)? 
c) ¿Es 3 adherente al intervalo (1,8)? d) ¿Es 0 adherente al conjunto 


1 1 1 


C=y1, 


8. Todo elemento de un conjunto es elemento adherente al conjunto. 
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DerixicióN 7.—Se llama conjunto adherente, adherencia, o cierre del con- 
junto C, y se representa por C, al conjunto formado por todos los puntos 
adherentes a C. Un conjunto se llama cerrado cuando es igual a su adheren- 
«cia, Esto es, 


(T) C es cerrado <> C =C 


EJERCICIOS : 


688, Hallar los conjuntos adherentes a los siguientes conjuntos: a) A = (m, n), intervalo 
«de extremos m y n. b) B = | Los + ..., Z, ... te e) C = conjunto de todos los números 


racionales del segmento [0,1]. d) D = conjunto de todos los números irracionales del seg- 


6. ( 
«mento (0, 1]. e) E = {0, 11; 0, 101, ...; 0,10...01; ...; 9,011; 0,0101; ...; 0, 010 a 01; ...; 
( ( í m 
00.0; 0,0... 0101; ...;0,0...010...01;...;...). f) F=(0,3; — 0,8; 0,38; — 0,38; ...). 
689. ¿Qué conjuntos son cerrados de los siguientes conjuntos?: a) A ={1,5, e}. b) 
B=4{0,9; — 0, 99; 0, 999; — 0, 9999; ...}. c) C = [0, 1]. d) [0, 1). e) R — (0, 1). f) R — {0, 1]. 


g G = [0; 0,1] U [0,11;0,1113U... U [0,1..1; 0,1 EN U.. h) H = [0,2] N (1,31. 


9. PROPIEDADES DE LA OPERACIÓN ADHERENCIA: C C, 


4. Si C es una parte arbitraria de R, se verifica que C c C y Ē = Č. 


DEMOSTRACIÓN. —1. x€A <=> V e se verifica que E: (1) NA + p => 
E: (r) N B F< rE B. 

2 reAUB <—> Ve se verifica que E.: (r) N (AUB) $9 <=> 
¿Es (1) N A) U (E: (1) N B) + g => 

V e se verifica que E¿ (r) N A F ø <=> z € Å. 

as, tal que E, (1) NA = ø ==> ¥ e se verifica que (Es (4) N Es 

(1)) NA = ø =>Ve se verifica que (Ee (4) N En (1)NB+0 

=> V e se verifica que E: (x) N B + ø <> rE B 

==> AUBCEAUB,. 
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rEA—>rE€AUB 
Si z € A U B => 40 => z € AU B < ÁUB 
x€ Ë =—> rE AUB 
c AUB. 
3. ref] G <=> Ve se verifica que Es (23 () Cs <=> 
vel ay 


N ERANI = E (NC Hg Vi <=> EC, Vi>," 


tel 
e NE. 

itl 

4. La primera relación es consecuencia de ser todo punto de un conjun- 
to punto adherente al conjunto. Por consiguiente, C < Č. Sea v € Č —> V & 
se verifica que E. (7) N C + ø. Sea y €C e y€ E; (1). Sea Es (y) C E: (4). 
De y € Č se deduce que Es (y) N C + p, luego E, (1) N C + g, luego + € Č. 


EJERCICIOS +: 
\ 1 1 i i ¡ 1 1 1 
O A A A E E E A S 
A a A 
Comprobar que ANB+ANB 
n n41 
$91. Sea A, =40,1;0,11; 0,18; ...)..., A, = 10,00... 01; 0,00... 011; ...}... Compro- 


E] © 


bar que U A+ U As, 


10. El conjunto © de todos los conjuntos cerrados de R posee las si- 
guientes propiedades : 


1. La intersección de cualquier número de cerrados es un cerrado. 


2. .La unión de un número finito de cerrados es un cerrado. 
3. El conjunto vacio y todo el conjunto R son cerrados. 


DEMOSTRACIÓN. —1. Teniendo en cuenta 9, resulta: 
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11. El conjunto complementario de un subconjunto abierto de R es un 
conjunto cerrado y el complementario de un conjunto cerrado es un abierto. 


DEMOsSTRACIÓN.—Sea C un conjunto cerrado de R. Sea xE e C y sea Iel 
máximo intervalo que contiene a y y cuya intersección con C es el conjunto 
vacío (se admite que pueda ser I = .r) Si a y b son los extremos de I (que 
en principio pueden coincidir ambos con +), se verifica que a y b € C, ya que 
en cualquier entorno de a existen puntos de C, por ser I el mayor intervalo 
que contiene a x y no contiene puntos de C, luego a es punto adherente a C 
y, por ser C cerrado, pertenece a C, luego a + x. Análogamente, b + <. Si 
cC = I el teorema está demostrado, en caso contrario se repite el razona- 
miento y se obtiene que c C está formado por la unión de un número finito 
o infinito de intervalos. 


Sea C un conjunto abierto de R. Será C = U I;, siendo I, intervalos. Si 
Je] 

x es un punto adherente a e C y x € l, tomando un entorno E. (r) conteni- 

de en I,, en dicho entorno no existiría ningún punto de e C, en contradic- 


ción con la hipótesis, luego si x € c C se verifica que x € C, luego r€cC 
y cC es cerrado. 


DerinicióN 8.—Un sistema (A¡);,, de partes de R se llama un recubri- 
miento del conjunto C CR, cuando se verifica que para todo número x € C 
existe un conjunto A, del sistema tal que + € A,. Si todos los conjuntos A; 
son abiertos el recubrimiento se llama de abiertos. Si el número de elemen- 
tos de I es finito el recubrimiento se llama finito. El recubrimiento {B;};s; de 
C se llama subrecubrimiento del recubrimiento (A,);., cuando todos los con- 
juntos B; son conjuntos A;,. Un conjunto C de R se llama compacto cuando 


de todo recubrimiento de abiertos de C se puede extraer un subrecubrimiento 
finito. 


12. TEOREMA DE BorEL-LEBESGUE. Todo segmento de R cs un conjunto 
compacto. 


DexmMosTRACIÓN.—Sea el segmento [a, b] y sea R = (A;),., un recubri- 
miento de abiertos de [a, b]. No es restricción suponer que todos los abier- 
tos A, son intervalos, por lo que admitiremos que así sucede. Si existe un sub- 
recubrimiento finito de R que sea recubrimiento de [a, b] el teorema está 
demostrado. En caso contrario, sea A, un intervalo de R que contiene a a y 
A, un intervalo de R que contiene a b. Sean xr, e y, números racionales ta- 


les que a < xv, b< y, 1,€A, y, € A,. Si el número racional > (a, + y.) 
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es tal que el segmento [a, + (xi + y,)] se puede recubrir con un número 


finito de abiertos de R pondremos +, = $ (a, + Y), Yo = Yı; en caso con- 


trario pondremos Y, = Y,, Ya = + (4, + y,). Análogamente se procede con 


+ (4, + Ya) y asi sucesivamente. Se obtienen de este modo dos sucesiones 


de números racionales: 


A, LF Lo SES 
3, >, > > Ya È e 


(8) 


tales que: a) Todos los segmentos (a, +,] se pueden recubrir con un número 
finito de abiertos de R. b) Ningún segmento [a, y, ] se puede recubrir con un 


, . . 1 ce 
número finito de abiertos de R. c) y, — £n = ST (y, — 1,) es un sucesión 


nula. d) Sin < w se verifica que sn < £w < Yn, de donde pr — Ya < Yn — Fns 
lo que prueba que la sucesión v„ es convergente. e) Como consecuencia la 
sucesión y, también es convergente y los números reales +, + Po € Yn + Po 
son iguales. Sea 2 = Ya + Po = Ya + Po. Sea An un intervalo de R que con- 
tenga a s. Si am es el extremo inferior del intervalo Am y r un número racional 
menor que £ — am, existe un n tal que (1, + Po) — La <r, luego 1, € Am. 
Por la construcción de las v, existe un recubrimiento finito: (A,,..., Ar} 
de fa, x,], luego (A,, ..., Az, An) es un recubrimiento. finito de la, y,], sien- 
do y, un término de la sucesión y, contenido en Am: Contradicción. 


13. Todo subconjunto de un conjunto compacto o acotado de R posee 
extremo superior y extremo «inferior. 


DEMOSTRACIÓN. —Sea C un conjunto compacto y A un subconjunto de C. 
Por ser C compacto admite un recubrimiento finito R = ([A,, ..., Ar) de in- 
tervalos. Si 


A, =(0,b)i=1 ..,2, 


a = min. {a,,b,} y b= máx. {a,b} 
se verifica que A C [a, b]. Por consiguiente, A es acotado, esto es: 
Todo conjunto compacto de R está acotado. 


Al punto + (a + b) se le llama x, cuando en el segmento [+ (a'+ b), J 


existe algún número de A e y, en caso contrario. En aquel caso al punto b 
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se le denomina y, y en éste al punto a se le designa por +,. Por consiguiente, 


en el segmento [x,, y,] existe siempre un punto de A. Análogamente, al 


1 : 7 
punto —— (1, + y,) se le designa por x, o por y,, según que en el segmento 


[+ (4, + 41), s] exista algún punto de A o no exista ninguno. De este 


modo se obtienen las sucesiones (8), que, como alli, se puede suponer que 
son de números racionales, sin más que tomar los números a y b racionales. 
Del mismo modo que se ha visto en el teorema de Borel-Lebesgue, se verifi- 
ca que £ = £a + Po = Ya + Po es un número real, Si e es un número positivo 
arbitrario, se verifica que no existe ningún número de A mayor que 2 + e y 
existe un número de A mayor que g — e. Por consiguiente, z es el extremo 
superior de A, ya que Vr € A es r <s, y no existe ninguna cota superior 
inferior a z. Análogamente se prueba la existencia del extremo inferior. 


CORCTARIO.—Todo conjunto acotado de números reales posee un extremo 
superior y un extremo inferior. 


DerinicióN 9.—Si C es un conjunto de números reales, se dice que y es 
un número de acumulación de C cuando en todo entorno de v existe un punto 
de C distinto de v. 

Simbólicamente esta definición se puede escribir del siguiente modo: 


(9 x número de acumulación de C <2> Y e >0 se verifica que (E. (3) (10) — {x} +0. 


EJERCICIOS : 


692. Demostrar que todo punto de acumulación es punto adherente. 


693. a) ¿Es 5 punto de acumulación del intervalo (1, 6)? b) ¿Es 6 punto de acumulación 
del intervalo (1.6)? c) ¿Es 4 número de acumulación del conjunto de los números naturales ? 
d) ¿Es 4 número de acumulación del conjunto de los números racionales? e) ¿Cuál es el 


extremo superior del conjunto (0,9; 0,99; 0,999; ...P, f) ¿Qué número es el extremo 
superior del conjunto 40,9; 0,99; 0,999; ...; 1,1}? 


superior . 
14, a) El extremo ) toos de un conjunto C de números reales es el 


mamo de sus puntos adherentes. b) Todo conjunto cerrado y acotado po- 
minimo 


see máximo y mínimo. c) ext. sup. (C) = máx. (C), ext. inf. (C) = mín. (0)... 


DemMOosTRACIÓN.—a) Si m = ext. sup. C se verifica que en todo entorno 


de im existe un número de C, pues en otro caso existiría una cota superior de 
C menor que m. Por consiguiente, m es punto adherente de C. Si m >m 


27 
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fuese otro punto adherente de C, considerando un entorno E, (m) tal que 
m € E, (m), se verificaria que existiria un número y de C perteneciente a 
E: (m) y, por tanto, mayor que m, luego m no sería cota superior. Análo- 
gamente se razona para el mínimo. 


b) En virtud de 13 se verifica que todo conjunto acotado posee extremo 
superior y extremo inferior. En virtud de a) el extremo superior de C es el 
máximo de sus puntos adherentes, luego es el máximo de Č = C; análoga- 
mente para el extremo inferior. 

c) Es consecuencia de a) y b). 


15. Sea a(C) el conjunto formado por todos los puntos de acumulación 
del conjunto de números reales C. Si a (C) es acotado se verifica que 


(10) ext. sup. a(C) = máx. a (0), ext. inf. a (C) = mín. a (C). 


DemMosTRACIÓN.—En virtud de 13 existen el ext. sup. = m y el ext. infe- 
rior = m. En virtud de 14 a) se verifica que m y m son puntos adherentes 
de a (C), luego m y w pertenece a a(C), y como a (C) c C, resulta que 
m y m' pertenecen a = C, luego m y m son puntos adherentes de C. Si 
no fuesen puntos de acumulación de C en un entorno de ellos no existiria más 
punto de C que m o m', respetivamente, pero como en todo entorno de m 
(de mm) existe un punto de acumulación de C, existiría algún punto de C dis- 
tinto de ın o m, contradicción. 


DerixicióN 10.—Se llama límite superior de un conjunto de números rea- 
les al máximo de sus puntos de acumulación. Se llama límite inferior de un 
conjunto de números reales al mínimo de sus puntos de acumulación. Al lími- 
te superior del conjunto C lo representaremos por úm. sup. (C) y al límite 
inferior por lím. inf. (C). 


16. TEOREMA DE BoLzANO-WEIERSTRASS.—Todo conjunto acotado. de in- 
finitos números reales posee un punto de acumulación. 


DemMOsTRAciÓN.—Sea el conjunto C de infinitos números reales. Sean a y 
b un cota inferior y una cota superior, respectivamente, que supondremos son 
racionales. En el segmento [a, b] hay infinitos números de C (todos). Si en 
el segmento [2,5 (a+ b) | existen infinitos números de C, pondremos 


a = h, + (a + b) = b,; en caso contrario pondremos &'= + (a + b), 
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. 1 . a , 
b, = b. Si en [a,, 7 (6, + 5) existen infinitos números de C pondremos 
1 . 
a: =4,, b¿= -y (8, + b,); en caso contrario pondremos 4, = (a, + b) 


y bz = b,. Así siguiendo, se obtienen las sucesiones de números racionales : 


(11) 


que son convergentes y definen el mismo número real s = aa + Po = bn + Po- 
En todo entorno E; (2) existe un a, y un b,, luego [a,, bn] < Es (2) y como 
en [a,, b,] existen infinitos números de C, existe uno distinto de x=, luego a 
es punto de acumulación de C. 


17. Todo conjunto acotado de infinitos números reales posee límite su- 
perior y límite inferior. 


Demostración. —En virtud del teorema de Bolzano-Weierstrass, el con- 
junto a (C) de todos los puntos de acumulación de C no es vacío y en virtud 


de 15 existe máx. a (C) y min. a (C), que son los límites superior e infe- 
rior de C. 


18. Todo conjunto compacto, C, de números reales es cerrado en R. 


DemostracióN.—En virtud del teorema 11, bastará probar que el comple- 
mentario de C, e (C), es abierto y para probar esto basta ver que e (C) es 
unión del conjunto formado por un entorno de cada uno de sus puntos. Sea 
p un punto arbitrario de e (C). Para todo y € C, se verifica que p + v, luego 
existe un entorno E, (p) y un entorno E, (v), tales que E, (p) N E, (r) = Ø. 
Al recorrer x todos los puntos de C, i recorre un conjunto de índices I. 
JE, (r)};a es un recubrimiento de C y, por ser C compacto, se puede ex- 
traer de él un subrecubrimiento finito (E, (+)),., en donde J es un subconjunto 


finito de I. N E, ($) es un entorno de $ yN E G) NA (N E, (2) = ø, luego 
sol 


ieJ ie) 
N EHNC=4%, y N E, (p) € e (C), luego e (C) contiene un entorno 
iaJ ieJ 


de p, cualquiera que sea p € e (C). 
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SUCESIONES DE NÚMEROS REALES. 


DEFINICIÓN 11.—Se llama sucesión de números reales a toda aplicación 
del conjunto de los números naturales en el conjunto de los números reales. 
También se denomina de igual modo a la imagen de la aplicación. La notación 
de las sucesiones de números reales es la misma que la de las sucesiones de 
números racionales. 

Las definiciones de igualdad, de adición (Def. 4, 1) y de multiplicación 
(Def. 5, 1) de sucesiones de números reales son las mismas que para núme- 
ros racionales y como allí se prueba: 


19. El conjunto A de todas las sucesiones de números reales es un 
anillo. 


DerinicióN 12.—Una sucesión a, de números reales se llama convergente 
cuando para todo entorno, E: (0), del número cero, existe un número natu- 
ral n tal que, para todo par de números naturales n’, n”, tales que w >n, 
n” >n, se verifique que ay — Anrr € Es (0). 

Las mismas demostraciones de 5, 1, sirven para el siguiente teorema : 


20. El conjunto A de todas las sucesiones convergentes de números rea- 
les es un anillo con elemento unidad, que es subanillo de A. 


DEFINICIÓN 13.—Se dice que el número real a es el límite de la sucesión 
a, de números reales, y se escribe 


a= lim ez, 
n>o 


cuando, para todo entorno Es; (a), existe un número natural n (e) tal que, 
para todo n’ > n, se verifica que aw € E. (a). Una sucesión cuyo límite es 
cero se llama sucesión nula. 

El lema 6, 1, con su demostración es válido también para sucesiones de 
números reales. Lo mismo sucede con el siguiente teorema, que es el corres- 
pondiente al 7, 1: 


21. El conjunto Pa de todas las sucesiones nulas de números reales es un 
ideal primo del anillo A de todas las sucesiones convergentes de números 
reales. 

Como consecuencia del teorema 21, el anillo cociente A/p, es un anillo 
entero. La naturaleza de este anillo viene dada por el siguiente teorema: 
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22. COMPLECCIÓN DEL CUERPO DE LOS NÚMEROS REALES.—El anillo A/p 
es isomorfo al cuerpo de los números reales: 


a2) A/p, = A/p, = R- 


DEMOSTRACIÓN. —En virtud del teorema 4, 1, que es válido, con la misma 
demostración, para sucesiones de números reales, se verifica que toda suce- 
sión convergente de números reales está acotada. Por consiguiente, en virtud 
de 17, toda sucesión convergente de números reales posee limite superior y 
limite inferior, Sea a, una sucesión convergente de números reales y sean: 


L = lim. sup. a,, l = lim. inf, a, 


Sea e un número positivo arbitrario. Por ser a, convergente, existe un nú- 
mero n tal que para todo n’ y n” mayores que n se verifica que 


Por ser L el limite superior de a, en todo entorno de L existe un término 
de la sucesión, ax, siendo n’ > n, pues en otro caso no sería L punto de acu- 
mulación de a,. Análogamente, existe un término d,. con n” > n que perte- 
nece a todo entorno de l. Sea, por tanto, 


DA a 


3 
resultará : 
¡L—I]=]L—0, + ap — Gar t Bar — El S |L— ap] H] ap apr) tj apella 
y como e es un número positivo arbitrario, | L — L| = 0, de donde L = L 


Si E. (L) es un entorno arbitrario de L, fuera de él existe únicamente un 
número finito de términos de la sucesión, pues, en otro caso, por ser a, aco- 
tada, existiría otro punto de acumulación y L es al mismo tiempo el máximo 
y el mínimo de los puntos de acumulación. Por tanto: 


lim a =L= 
a —> 


Sea j la correspondencia : 


a3) Mp. A/py 
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definida del siguiente modo: 


(14) J(6,+p)=2% as lim 4. 


n>n 


a) jes una aplicación. En efecto, si an + Po = ba + Py será a, = bn + Un, 
tn € P,, de donde: 


J(+ pa) = lim an= lim (b, +%,)= lim bn +lim 1, = lim b, = j (bp + pa) 


n> o n> o n>0 n>o n> o 


b) Definiendo en A/p, la adición y la multiplicación como en A/P, se 
verifica que j es un homomorfismo. En efecto, 


jia, + po) + On +p) = yla to, tpl = lim (0,+05,)= lim a+ lim bu 
= (0, + Po) +0, + po) 


UG, +p)J(, + pJI=3(0,b, + p) = lim (0,5, = lim an lim ó, 


nn 00 n>n # -> %0 


= j (an $ Po) E 7 O, as Po) 


c) j es epimorfismo. En efecto, si a € A/p,, la sucesión a, 4, ..., A, ... €S 
convergente y lim (a, ..., 4,...) = a, luego: 


n —> o0 


ye [(a, ...,2, ...) + Pal = lim (@, ..., G, ...) = 4. 


n>n 


d) j es isomorfismo. Sea j (a, + p,) = 0. De aquí se deduce que 


0=j (a, +p) = lim 4, luego a Ep, Y 4.+P,= Po 


n> o 


En virtud del isomorfismo (12) se pueden identificar los dos cuerpos. Por 
tanto, convendremos desde ahora en poner: 


(15) A/p, = A/p, =R. 


El isomorfismo (12) se expresa diciendo que el cuerpo de los números reales 
es completo. 
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CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE COMPLECCIÓN.—I. Toda sucesión conver- 
gente de números reales posee límite. 


II. Sia, es una sucesión convergente de números reales, se verifica que 


lim a, = 8, + py 
”r>o 


III. Todo número real es el límite de una sucesión de números racionales. 


IV. Sia, y b, son sucesiones convergentes de números reales y si k es 
un número real, se verifica: 


1) lim (as +6, = lim 244 lim bx; 2) lim 4a,=4 lim an; 


n— 00 n> 0 ”— o n> 00 n > 00 
(16) lim Za 
3) lim (ara) =( lim a lim Buy: 4) Si lim 540, lim ~=- 
) a E de n>0 e) at ») ) n> o E n>n ön lim Bn 
# ->00 


V. Sian Da y C, son tres sucesiones de números reales y se verifica que: 


lim aa = lim Ca, a, Lb, Li YB, 
n> o ”n> o 


se verifica que lim bp = lim Cp. 


n —> œ n> æa 
En efecto, la primera igualdad establece que 


Ga +p eg +p 


y las desigualdades que: 
Sa F Pa < ba + Po < Ea t Po 


VI. Si ba es una subsucesión de la sucesión de números reales a, (esto 
es, todos los términos de b, lo son también de aa), y si a, es convergente, se 
verifica que 


lim ġa = lim ap. 
n>o n>x 


Basta observar que a, — b, es una sucesión nula de números reales. 
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4. La función exponencial real. 


1. POTENCIACIÓN DE EXPONENTE NATURAL. 


DerINIcióN 1.-—Se llama potencia de exponente natural n del número real 
a, y se representa por a”, al siguiente producto: 


(1; d =a.. 2, 


Se conviene en poner a! = a, 


De esta definición se deducen inmediatamente las siguientes leyes de ex- 
ponentes: 


i. ar . am = anim, 


a” 


lL. n>m, 


= qu", 


ar 
2) LL. (arm = a'm, 


1V. a,b” = (a b}. 


EJERCICIOS: 


694. Calcular [(0,1;0,11;0, 111; ..)+ p} 
695. Demostrar las propiedades (2). 


II. POTENCIACIÓN DE EXPONENTE ENTERO. 
DEFINICIÓN 2.-—Se define: 
(3) a? = 1, para todo número real o + 0 
Si — n es un entero negativo, se define: 


(4) a” = 1 , para todo número real a +0. 
ar 


1. La potenciación de exponente entero verifica las mismas leyes (2) de 
la potenciación de exponente natural, con la única diferencia de que en la 
segunda ley desaparece la restricción n > m. 
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EJERCICIOS: 


n —? 
69. Calcular la + Po) 


697. Calcular e-”, r natural. 
69%. Demostrar las leyes de exponentes para exponentes enteros. 


699. Sim y n son dos números enteros y a un número real mayor que uno, se verifica 
que m < n =D a” < ar. 


100. Sim es un entero positivo y 0< a < b dos números reales, se verifica que am < pm, 
lil. POTENCIACIÓN DE EXPONENTE RACIONAL. 


2. Para todo número real positivo a y todo número natural, n, la ecuación 


(5) s" =a 
posee una solución única en R. 


DeMOSTRACIÓN.—1) a es un número entero positivo, m. Como la suce- 
sión 1%, 2", 3”, ..., 1”, ... es divergente, para todo número natural r, existe un 
número natural b, tal que: 


(6) b” <m. 107 < (b, + D*. 


Sea r > 7. De (6) y de 


but << mi < (bp + 19 


se deduce: 
by +1 _ m10%r B , 
i F > 1007 y b, 10-7 — byr 107 >— 10”, 
b, +1) mr! 
AA AMO p 10 bp 105 < 1007", 
b” m 107r 
de donde: 
— wW e Mb, 10 — bp 10 < 10", 
o bien, 
(0 pb, 10-7—b,, 10-71 <10-", Yr<r. 


(T) prueba que la sucesión b, 10” es convergente, luego 


c=b,10-"+p 
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es un número real y 


(8) e” = br 10-"" py 


Ahora bien, de (6) se deduce que 


b,” 10" < m < [(b, + 1) 10-73", 


luego: 


m— bn 10" < [(0, + 19 —b,] 10-"" 
(9) <r (b, + 11 10-007 10-7 < n (b, + b, 10-017 10-7 
< (1 221 e) 10-7, 


y como el número del paréntesis no depende de r, se puede hacer el último 
miembro tan pequeño como se desee sin más que tomar r suficientemente 
grande. La relación (9) prueba que 


Cam. 


£, p y q enteros positivos. 


2) a es un número racional positivo: a = 
En virtud de 1) existen los números b y c tales que : 


b" =p, =q, 


de donde, teniendo presente que n es natural : 


3) Sea a un número real positivo arbitrario y sea a, un representante de a 
cuyos términos son todos positivos. Por ser los números racionales a, positi- 


vos, en virtud de 2) existe la raíz n-ésima de a,, esto es, existen los números 
reales c, tales que 


(10) er=a, r=1,.. 


La sucesión c, es cofivergente. En efecto, por ser a positivo se puede 
elegir el representante a, de modo que a, œ> m>}, para todo r, de donde 


c+ > Y m>0. De c > Y m para todo r, resulta que, dado un número po- 
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sitivo arbitrario s, se puede hallar un número $ tal que para todo r y > p sea 
C __la l 
|a, — 8, | <neli m ) 


luego 


» __Anm—1 
ja, —2,|= | c” — cu” = | Cy Eye || el + c," Epto t epa ne ya) y 


de donde 


Lalo ayay 


r an 
erol p e? epe toe t ep! 


< 


m 


Ahora bien, en virtud del teorema de la complección, se verifica que existe un 
número real c tal que 


tp EG 
de donde 
=p =a, + p = a, p =a. 
La unicidad de la solución se deduce de la construcción efectuada. 


DEFINICIÓN 3.—A la solución única, en R, de la ecuación (5) se le llama 
raíz n-ésima de a y se representa mediante las notaciones siguientes : 


11 Va=a". 


Sir=2% es un número racional arbitrario, siempre se puede suponer que 
” 


n > 0 y así lo haremos en lo que sigue. Se define la potenciación de expo- 
nente racional de un número real positivo, a, del siguiente modo: 


"m (y 1 
(12) ar=a" (ar) = (q) ” . 
EJERCICIOS: 
701, Probar la última igualdad de (12). 


m 
” 


m m - 
702. Probar que FH= AA =a". 
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3. La potenciación de exponente racional verifica las mismas propiedades 
que la potenciación de exponente entero, esto es: 


(13) I) arat=arts. 1) Lars. I) (ar) = ars. 


IV) arr =(ab. V) F= (5) 


EJERCICIO: 


703. Demostrar la proposición 3. 


4. Sia yb son números reales positivos, n un número entero positivo y 
r y s números racionales, se verifican las siguientes relaciones : 


1 

1) a>1—>a” >l. 

1 1 
2) a > b> 0 = a" >b" 
3) a>b>0r>0=> e >b. 
4 a>b>0,r<0 = "<h. 
5) a>1,r>s => d >o. 
6 1>a>0 r>s => gd <a. 


1 1 qa 
DemMosTRACIÓN.—1) a” <1 => a = (.>) < 1. 
1 1 


a n” 
2) >>> =$) >1= Å 


1 1 m 


3) a>b>0 = a" >5">0 = aa" >5">0. 


Too ue 
4) a>b>0, r=", m> 0, => 4" >b" > 0 => E < => 


a” è” 


ar 
5) AAA A LA 


a? 
6) 1>a>0, E a e a >v. 
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Lema 1.—$1 a es un número real positivo se verifica que 
(13) lim a” =1. 


DEMOSTRACIÓN. —Supongamos, en primer lugar, que a >1. De 4, 1) se 
1 1 


deduce que a" > 1, luego a” =1 + day un > 0; de donde a = (1 + wY 
> 14 mty U< E 


, luego lim ün = 0. Por consiguiente, teniendo en 


n> r 


cuenta las consecuencias del teorema de complección, 


lim a? = 1+ lim “=l. 


n —> 2 n —> n 


Si a = 1 la proposición es trivial. 


Lema 2.—St a es un número real positivo y r, una sucesión nula de núme- 
ros racionales, se verifica que lim a” = 1. 


n-> w 


DemosTRacióN.—1%) Todos los términos de la sucesión r, son no nega- 


tivos. Supongamos, en primer lugar, que a > 1. Si ra +0, está univocamente 
determinado el número entero positivo my, por la condición 


m< L <m +1. 
Ya 


De la propiedad 5) de 4 se deduce, en el caso de ser r, + 0, que 


, . . m ti 
Si rn =0 se verifica que a = 1, luego si r, = 0 pondremos a "* 
1 


=a "r — 1. 


Si el número de términos distintos de cero en r, es finito el lema es tri- 
vial, Supongamos, por tanto, que existen infinitos términos no nulos. En 
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este caso la sucesión mm, correspondiente a los r, + 0 es divergente, luego la 
sucesión 


0? | , 
es una subsucesión de la sucesión yee verifica que 


Mn 


1 1 


+1 
1= lm a” < lim a*< lim a” =1. 
>» 0 rn -> 00 "n — 0 


. , . 1 1 ya 
Si a < 1, bastará considerar la sucesión .= (+) . 
a” a 
2.°) Todos los términos de r, son no positivos. Se reduce al caso anterior 
1 pa! 
. r4 r 
sin más que observar que a* = =(+) . 
a 


a 


3.9 Si el número de términos de un signo es finito se reduce a uno de 
los casos anteriores. 


4.) Existen infinitos términos de cada signo. Observando que] r, | — ra 
= 0 cuando r, es positivo e igual a 2 | 7, | cuando r, es negativo, resulta que 


las dos sucesiones a "* y al'sl””» tienen sus exponentes no negativos y som 
sucesiones nulas, luego por 1.°): 


Val lim al'«| 
: r, » >o 1 
lim a” = lim —= —=- —=1, 
> n >o airl 7 lim alal r 1 
”n> 0 


LEMA 3.—S$ 3 r, es una sucesión convergente de números racionales y a es 
un número real positivo, se verifica que la sucesión a” está acotada. 


DemosTrRAciÓN.—Por ser r, convergente está acotada, sea | r,| <m. Si 
a>1, de —m <r, <m se deduce, en virtud de 4, 5), que 


a” <a” < am, 


Análogamente si a< 1. 


Lema 4.— Si a es un número real positivo y b, una sucesión convergente 
z . -pe b - 
de números racionales, se verifica que a” es una sucesión convergente. 


DemosTRACIÓN.—1.%) a> 1. Sea e un número positivo arbitrario. En vir- 
. .. b . 
tud del lema anterior, es a” una sucesión acotada. Sea a» < m. En virtud 


1 


de (13) existe un número natural p tal que Y q > p se verifique: al<l+ — 
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Por ser b, convergente, se verifica que existe un número natural n tal que, 


Vn, n” > mn, se verifique que | bw — bar | < si , de donde 


an 


1 
leat AN 
m 


Luego al llo. 
m 


Por consiguiente, para todo n y n” > n, se verifica que: 


bp T n 


bn" i 
a —1 [a 


¿et 


la <m- ome ba D byre 
m 


k S i "# 
2.) 0<a<i1. Basta considerar las sucesiones (+) y observar que 
a 
1y> 
b 
a” +) = l; 
a 
IV. POTENCIACIÓN DE EXPONENTE REAL, 


DEFINICIÓN 4.—Si a y b = b, + po son dos números reales, siendo el pri- 
mero positivo, se llama potencia de base a y exponente b, y se representa 
por a?, al siguiente número (véase el teorema de complección): 


ad = a” + Pe 


La definición anterior es consistente en virtud del lema 4 y del teorema de 
complección. 


PROPIEDADES.—I. La potenciación de exponente real es uniforme. 


DEMOSTRACIÓN. —Sea b = ba + Po = 0, + Po de donde b, — b’, € po. 


5 mbr b- a 
y, por el lema 2, lim a” ” = 1, luego a” ” + p=1+ Po, y, por 
n>n 
j 


b — z 
tanto, a” + Pp =0" + Po. 


II. La potenciación de exponente real verifica las cinco leyes de expo- 
nentes.: 


è qe 
1) arat =at, D L =at, 3) (aby = abt, 4) ab =(ab). 5) g ={ i y. 


ac be 
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DEMOSTRACIÓN.—1) 
b — c — é E — — 
atat = ia" + pla” tp) =a a+ pa" "+p ate 
2) Análoga a 1). 3) 


(aby = (at MAY = a” +p, = ar” a Po Fate. 
4) 
ache = a" b" + py = lab)” + p, = (ab, 
Análogamente 5). 


II 1) Si aœb>0 y c>0 son tres números reales, se verifica que 
at > b. 


2) Sia>b>0yc<o0 son tres números reales, se verifica que a? < b°. 
3) Sia >1 y b>c son tres números reales, se verifica que a? > a". 
4) Sil>a>0yb>>cson tres números reales, se verifica que a? <a, 


Demostración. —1) De c>0 se deduce que puede elegirse un represen- 
tante Cn, de c, cuyos términos sean todos números racionales positivos, luego 
de 3) 4 se deduce que 


€ € e c a n € 
at>0” y E 


como c > 0, se puede suponer que todos los c, son mayores que un número 


racional positivo y y como + > 1, resulta que (=) Y > 1, luego 


(+) —1> (2) —1>0. Si b > 1 será b” > b, y si b<1 será 
b” >b", siendo m una cota superior de Ca, luego en cualquier caso es 
ar— b" > p> 0, luego a* > b. 


. . , 1 Ye 
2) Se reduce al caso anterior sin más que observar que a” = (+) . 


3) FG = a y de a> i = æl. 


4) Se reduce al caso 3). 


5. TEOREMA.-—Si a es un número real positivo, distinto de la unidad, la 


ex, . . . 
correspondencia x Has es un isomorfismo ordenado (antiordenado) del gru- 
po aditivo MU de los números reales sobre el grupo multiplicativo W de los 
números reales positivos, cuando a >1 (cuando a < 1). 
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DeEmosTRACIÓN.—La correspondencia erp. es una aplicación por la unifor- 
midad de la potenciación de exponente real. 


La aplicación exp. es un homomorfismo. En efecto, en virtud de 1) II, se 
verifica que 


exp. (4 + y) = a+? = ař a” = exp. (4) . exp. (y). 


La aplicación exp. es un epimorfismo. Sea y un número real positivo ar- 
bitrario. Si a > 1 la sucesión a`”, siendo » natural, es una sucesión nula y la 
sucesión a” es una sucesión divergente hacia + 00. Si a < 1, la sucesión a” 
es nula y la sucesión a” es divergente hacia + 00. Por consiguiente, dado 


un entorno arbitrario E: (y) de y, tal que 0 < y —e, existen siempre dos 
números racionales r y s tales que 


a Lye LI ESA 


r+s 
De peT Engs (o bien r > na > s), se deduce que "<a ? <a. 
r+s r+s j 
E r+s z 
Sia € E: (y) pondremos r, = 7, $= a cuando y+.£=<G 
ES 
o bien 7, = =Ez, s$, = 5, cuando a < y —e. De este modo se verificará 
siempre que 
KIL yte Ka! in =s l= -lrs 


Asi siguiendo, se obtienen las sucesiones de números racionales fa, Sa, ta- 
les que: 


5 1 
at S<y—e<y+e<a”, A r E 


E- LA . Ea S 
luego la sucesión , — $„ es una sucesión nula y, por tanto, lim a” * = 1, 
n> o 
1 `n Tn dl Sn En 1) de h e 1 
uego a” —a”=a "la — 1) puede hacerse menor que 7, lo que prue- 


ba que existirá un v para el cual a" EE (y). 


š < : p 1 
Sea (E, (y)) un filtro de entornos de y cuyos radios son iguales a =a 
n número natural. Según se acaba de probar, existe un número racional rẹ, 


tal que a "EE, (1, Yn. Por consiguiente, 


(13) lim a*=y. 


n> o 


28 
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o lo que es lo mismo: 
ar+p=- 


La sucesión X, es convergente. En efecto, sea e un número positivo arbi- 
trario. Siempre se puede suponer que a > 1, pues en caso contrario bastaria 


tomar L y + en todo el razonamiento que vamos a hacer, Siendo a > 1, 
es a œ> 1, a° <1 y 1— a > o0, luego existe un número real 5 tal que 


a* 


1— 
<< Ly, 8<y 
Ba 


de donde 


(Q — a-*) y > (8 — a) è, (o*—1)y<(a-*—3)5, 6*(y—8<y—383, 


eci, 
y—i 
de donde 
> 1 sap 2 
1 23 y— 
y— à 


Ahora bien, de (13) se deduce que existe un n tal que para todo n’ y n” >n 
se' verifique que 


y 


AS 


Xp! 7 a y+0 1 o - 8” <1 2 $ 1 25 
a =-~ = -= 1+4 + 2 a ? 
' s+?” y—5 y—5 


luego para todo w y n” œ> n será: 


> 25 2,20) 25 . 
E AS <a, 
y—3i vw—i 


de donde, en virtud de 111 3), resulta que 


— € Er Ep < $. 


Por consiguiente, x = Y, + p, es un número real y será: 


a = y. 
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La aplicación exp. es un isomorfismo. Sea exp. (r) =1 <=> a =1. 
Teniendo en cuenta III, se verifica que a >1 y *>0=>0er>1 y 
a>1 x <0 ==> a <1. Análogamente, a<1 y  >0 => a" <ly 
a <il, x <0 ==> a > 1, luego como a + 1, será r = 0. 

Si a > 1.el isomorfismo es ordenado. Es consecuencia de II, 3). 

Si a < 1 el isomorfismo es antiordenado. Es consecuencia de 111, 4). 


DerinicióN 5.—La aplicación exp. se lama función exponencial real. El 
número a se llama base de la función exponencial. 


DerinicióN 6.—Por ser la función exp. un isomorfismo, su aplicación in- 
versa es también un isomorfismo, llamado función logarítmica de base a, y se 
representa por loga. 


CONSECUENCIAS.—1. y = expa (x) <=> x = loga (y) <=> y = až. 
2. log, (x y) = loga (X) + log, (y). 
3. log. = log, x — log, y. 


4. log,x” = y log,x. En efecto, sea z = loga x <=> W =a", Sea 
t = logi x <=> x= al, de donde a = x = (a)? = a y por ser exp. un 
isomorfismo, z = ty = y log, X. 


5. logyx = log, a .log,x. En efecto, y= log, x <=> x = a, resulta 
log, x = y . loga = loga X . loga. 


La figura 86 representa las gráficas de las funciones exponencial y loga- 
ritmica. 


Fig. 86. Fig. 87. 


La gráfica de la función logaritmica, tomando el eje de la variable y el de 
la función en la forma usual, es de la figura 87. 
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EJERCICIOS: 


704. Representar gráficamente las funciones y = exp, (4), y = exp, (1), y =exp (7), 
1 
3 
y =exp, (7). 
EN 
705. Empleando una tabla de logaritmos, construir una regla con graduación logarítmica. 


706. Observando que para valores de + alejados del 1, la curva logarítmica se aproxima 
mucho a una recta, calcular logio 131,6, sabiendo que logo 181 = 2, 1172712, log, 132 = 2, 
1205739. 


107. Sabiendo que in 2,05 = 0,71783 97931 y ln 2,06 = 0,72270 59828, calcular ln 2,054. 


708. Sabiendo que ln 1,001 = 0,00099 95003, In 1,13 = 0,12221 76327 242492, In 10 = 2,30258 
50929 940457, calcular ln 1131, 718. 


709. Sabiendo que exp, (0,867) = 2, 37976 08513 29496 863, calcular con el mismo número 
de cifras decimales exactas exp, (0,86732102). 


$ 2. SUCESIONES Y SERIES DE NUMEROS REALES 


1. Sucesiones de números reales.—5Se ha visto (Def. 12, 3, $ 1) que 
una sucesión de números reales podía ser convergente, en cuyo caso (teorema 
de complección) poseía limite. Una sucesión de números reales se dice que 
diverge hacia + 00, y se escribe 

lim 4d, S= + 


n—> D 


cuando, para todo número M, existe un n tal que, para todo n’ > n se veri- 
fique que aw > M. Simbólicamente, esta definición puede expresarse del si- 
guiente modo: 


a) lim 4, = +o >YM=>38|V* Dn, p >M 


a — 0 
Análogamente, se dice que la sucesión a, diverge hacia — 00, y se escribe- 


lim 4, =—00» 
n — 00 


cuando, para todo número real mm, existe un número natural n, tal que, para 
todo w >n, se verifique que ay < m. Simbólicamente: 


(2) lim 4, = =y D yY mE n VE Dn, €, mM, 


”—. 2 
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Las sucesiones que no son convergentes ni divergentes se llaman osci- 
lantes. 


1. La sucesión a» es oscilante <=> La sucesión a, posee más de un nú- 
mero de acumulación, o bien posee un número de acumulación y no está aco- 
tada, o bien no está acotada ni inferiormente ni superiormente. 


2. Una sucesión es convergente <=> está acotada y posee un único pun- 
to de acumulación. 


3. Una sucesión es divergente <—> no posee ningún número de acumu- 
lación y está acotada bien inferiormente, bien superiormente 


Estos teoremas son consecuencias inmediatas de las definiciones y de las 
propiedades de las sucesiones convergentes. 


La sucesión b, se llama subsucesión de la sucesión a, cuando todo término 
de b, es término de aa. 


4. Sib, es una subsucesión de una sucesión convergente an, se verifica 
que Da es convergente y posee el mismo límite que an. Si a es subsucesión 
de una sucesión divergente an, b, es también divergente. 


DEMOSTRACIÓN. —Sea 4 = lim 0,. Sea s un número positivo arbitrario, 


”n—o 
Existe un número n tal que, para todo n’ œ n se verifica que | d/y—a|<s 
Sea n, un número natural tal que todos los términos a,, i < n, que figuran 
en la subsucesión b, tengan en ésta un índice 7: a, = b;, tal que y < n. En- 


tonces, para todo n” œn, se verificará que bws = do, n>n, luego 


| a — br | <e Yn” <n. La segunda parte se demuestra de un modo aná- 


logo. 


5. Si oa es una sucesión nula de números reales y a œ> 0, se verifica que 


(3) lim a” =t. 


n— e 


DEMOSTRACIÓN.—Sea e un número positivo arbitrario. Supondremos que 
1 
; . 1 = . 
a>l:si0<a<1 bastará considerar Pu Por ser lim a” = 1, existe un 


n> D 


1 
número natural m tal que a” — 1 <e., Ahora bien, por ser œ, una sucesión 
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nula, existe un número natural n tal que, para todo w > n, se verifique que 


4 , 
ar |< > Por ser a < 1, se verifica que: 


1 1 1 1 


1 1 w A 7 “m 
(4) -— <u LK D a mca" <a” >a m ica —1<a”—1. 
Hi 


Por otra parte, 


1 1 
+ -> -4 la "o _1t-a ” 
a>1 =>” >l Da *<1=> la ”>0=> I T 
a” 
1 
4 a "1 
=> a *-l> A 
+ 
pero 
- 1 1 
-7 1 1 
"i 1 = = - == 
2 — ale =1-a”=-(0” —1), luego —(a* —l<a ”—I, 
a ™ a " 


y teniendo en cuenta la última acotación (4), resulta : 


1 1 1 


ica" <a HoLa alLa" iLe ja Le, Vrn 


6. Si on es una sucesión convergente de números reales y a >0 un nú- 
mero real, se verifica que 


lim w, 
5) lim aa 0 
n— os 
DEMOSTRACIÓN. —Sea w = lim n La sucesión w— w, es una sucesión 
n —. N 
nula, luego: 
— , a” a” 
1= lim a” Un = lim = 
n—>0w ”n— 0 a” lim ae” 
n — 0 


7. Six, es una sucesión convergente de números reales positivos y a >(Ú 
un núnero real positivo, se verifica que 


(6) lim loga xn = loga lim xp. 


n— x n— om 
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DEMOSTRACIÓN. —Supondremos que +, no es nula, aunque el teorema es 


E ai P 
también cierto en este caso. Sea Y, = loga Yn <=> £, = a ”, de donde, en 
en virtud de (5), 


lim xy=a <> lim y= logs lim xy. 
n — O n — D nn 


8. Six, es una sucesión convergente y no nula de números reales positi- 
VOS, € Yn una sucesión convergente de números reales, se verifica que 


lim yy 


a) lim (27) = ( lim my T 


n — 0 n= g 


DemosTRacIÓN—Sea a > 1 un número real arbitrario. En virtud de (6) se 
verifica que 


lim [rosa (>) | = 10a [ lim (=), 


noo ”— wm 
pero 
; Pn) l , i 
lim loga (xn *)= lim [Yu 10ga Lu] =( lim Jn) lim loga 2n) 
”n— 0 n -> 0 n—> o n 0 
lim yy 
: A n—0 
=( lim Y) (1084 lim 2) = 108 |( lim že) |. 
n> om n— 0 n— 0 
luego: 


lim yy 
103a| lim Cen") = iosa |( lim tay aii l , 


n> 0 n— A 


y, por la uniformidad de la función logarítmica, resulta (7). 


9. Six, e y, son dos sucesiones convergentes y no nulas de números rea- 
les positivos, se verifica que 


n— o 


(8) lim [ tor, 1] =108 lim Ia): 


: nar 
lm x, 


n> O 


DEMOSTRACIÓN.—Sea £n = log, Yn De aquí se deduce: y, = “4% y, por 
el teorema 8, 
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de donde 


log lim z ( lim 1) = lim 74. 


n — o n= 0 n>x 


DerixicióN 1.—Una sucesión se llama monótona creciente, decreciente, no 
creciente, no decreciente, según que, para todo n, se verifique: 


Wari > Har Bayi < ket wagi < Wys unsi > ar 


respectivamente. 


De la definición anterior se deduce que: Las sucesiones monótonas cre- 
cientes y no decrecientes están acotadas inferiormente y las sucesiones monó- 
tonas decrecientes y no crecientes están acotadas superiormente. Por consi- 
guiente, para que una sucesión monótona creciente o no decreciente (decre- 


ciente o no creciente) esté acotada es suficiente con que lo esté superiormente 
(inferiormente). 


10. Toda sucesión monótona y acotada es convergente y sino es acotada 
es divergente. 


DEMOSTRACIÓN. —Supondremos que se trata de una sucesión monótona cre- 
ciente o no decreciente, dp, análogamente se trata el caso de las sucesiones 
decrecientes o no crecientes. Por ser a, una sucesión acotada posee limite su- 
perior y limite inferior. Sea a el límite superior y a” el límite inferior. Si fuese 
a + a, en el entorno Es (a), tal que œ < a — e, existiría un número, @w, de 
la sucesión ; luego, por ser todos los restantes términos de la sucesión mayo- 


res o iguales a aw, Seria dar > a—e, Yn” > e, luego a no sería punto de 
acumulación. Contradicción. 


e 1 y» 0 , - 
La sucesión fı +=) es un sucesión monótona creciente y acotada supe- 


riormente, luego es convergente; al número real definido por ella se le llama, 
como se ha dicho anteriormente, número €: 


1 ” 
o es(i)" + po 
11. Si lim n = œ, siendo n números naturales, se verifica que: 


i— t 


1 n. 
(10; lim (+ t=e. 
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Demostración.—De (9) se deduce que, dado un número positivo arbitra- 
rio, e, existe un número natural n tal que Y 1, >n sea 


ZE. 


a 


al 


Por ser m, divergente, existe un número j tal que Vi >} sea n; >n. 


12. Sia, y b; son sucesiones de números reales tales que todos los térmi- 
nos de ambas sucesiones pertenecen a la sucesión c y todo término de esta 
sucesión pertenece a una, + sólo una, de las sucesiones a; y b; y si 

limta =l lim b,, 
i— æo i — œ 


se verifica que 


lim c¿= lim aj- 
i— œ i— œ 
DEMOSTRACIÓN. —Sea 4 = lim m = lim b; Sea e un número positivo ar- 
îi D > ® 


bitrario, existen los números naturales n, y n, tales que 


Vi>n, jaa |<e y Vi>n,|1a—-b,|<e. 


Sea m, un número natural tal que todos los términos 4,, ..., Aa, tengan un 


subíndice inferior a m,, en la sucesión c,, y sea Mm, un número natural tal que 
todos los términos b,,..., b, , tengan un índice inferior a m, en la sucesión 
2 


c€. Por consiguiente, si m = máx. (m,, Ma), se verifica que Vi>m será 
la=c]<e. 


13. Si on es una sucesión nula cuyos términos son todos positivos (*) 
(negativos), se verifica que 


1 


ai; lim @+ wa) We = £, 
n— o 
DremostTRAaCIÓN.—Sea n; el número natural determinado por las condiciones: 
1 1 ) 1 1 —1 —1 
LA ; Z —— < ni Y — ¡E <=) 
nS 7 Car ml mFS” ni ni FT 


(*) Se sobreentiende que puede haber un número finito de términos negativos. En este 
caso puede prescindirse de todos ellos. 
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de donde se deduce que: 


1 


ri n, n: 1 
) <(1+0) SAH) <(1 +0) Usli+ 


2.+1 
i 


1 
ni+1 


a2) hı + 


ni 


, LAO tao Da a 1 "< hi- y” 
(12) (1- ) S (1 +o) <U +0) 1 S (14 0) < | m FU i 


Ahora bien, por ser œ; una sucesión nula es lim m; = 00, luego, en virtud 


de 11, se verifica que: 
1 1 nti 
+ 
` 1 ME , Fr) . 1 nti 
as A (1+ Fr) = A, 1- 1 =, E (+ A; 
ni+1 
o Ca POTENS Y D 
= im | (14 (1+ x)= 


De (12) v (13) resulta el teorema. 


[ege pi i 


de donde 


se obtiene, en virtud de (17), que lim (1:+ w)® = e, cuando todos los tér- 


minos œ; son negativos. ] 
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14. Si o, es una sucesión nula de números reales, se verifica que 


1 


(14) lim (1p on) ” =e. 


n -> o 


DemosTRACIÓN.—Si œ, es una sucesión nula de términos positivos (con un 
número finito de términos negativos) o una sucesión nula de términos negativos 
(con un número finito de términos positivos) el teorema coincide con el 13. 
Sea, por tanto, w, una sucesión nula con infinitos términos positivos e infini- 
tos términos negativos. Si w, es la subsucesión de w, formada por los térmi- 


nos positivos y w”, la formada por los términos negativos, aplicando los teo- 
remas 12 y 13 resulta el teorema 14. 


15. Si o, es una sucesión nula de números reales, se verifica que 


1 


| 

(15) lim (L - 0) * =— 

n — o e 

DEMOSTRACIÓN. 
1 
T ERRA 1 B 1 1 
A AER ES 
A A lim (1 —w) 
nn o 0 


16. Sio, es una sucesión nula de números reales y h, una sucesión diver- 
gente hacia + 00, tales que lim onsha = x, siendo x un número real. se veri- 


n— E 
fica que 
. A hn 
(16) lim (1 — wa) =e. 
n => 0 
DEMOSTRACIÓN. 
lim 04%, 
L Par’n LTT” 
i h . We . Dee 
lim (1+ ws) "= lim | (i+ wn) = lim (1 -+ wn) = e. 


n—> o n— œ n — 0 
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EJERCICIOS: 


1 422 
710. Calcular lim (a + +) . 


n — 00 


n — 0 n 


, SN 
711. Calcular lim (1+ è 


3 m2 2 
712. Calcular lim (<=) . 
3nt—1 


” O 


2. Series de números reales. Definiciones. 


DerinicióN 1.-—Se llama serie de números reales a una expresión de la 
siguiente forma: 


(1) a, + 4, +. + ap Fos 


en donde a,, n = 1,..., son números reales, llamados términos de la serie. 
A partir de la serie (1) se obtiene la siguiente sucesión : 


(2) SEa 5,=4, Hap eo S= He tapy es 


llamada sucesión de las sumas parciales de la serie dada. La serie dada se 
llama: convergente, divergente, u oscilante, según que la sucesión de sus 
sumas parciales sea, respectivamente, convergente, divergente, u oscilante. 
Si la serie (1) es convergente, al limite de la sucesión de sus sumas parciales 
se llama suma de la serie. A la suma de la serie (1) la representaremos por: 


(3) S(a 48,4 +4, +...) 

luego 

(4) S (a, ta, +t- to to) lim (4+-..+ p) 
n-— 0 


A las series se las representa por la siguiente notación: 
o 

(5) A+ 2 +A o. = > O: 
n= t 


De la definición anterior y de las definiciones de convergencia y de límite 
de sucesiones se deducen, inmediatamente, los siguientes criterios generales: 
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1. CRITERIO GENERAL DE CONVERGENCIA DE CAUCHY.—La serie (1) es con- 
vergente <=> Para todo número positivo « existe un número natural n tal 
que para todo par de números naturales n y n” mayores que n se verifique que: 


48) | Carga Eo F By |< e. 


Simbólicamente, se puede escribir este criterio del siguiente modo: 


o 


] E 
47) La serie > a, €s convergente <E> 
n=1 


Ve>0=> y n|yn,n >n, es ES + Ay | <E 
El criterio de Cauchy, aplicado al caso n” = w + 1, proporciona: 


2. Sila serie (1) es convergente, la sucesión an de sus términos es una 
sucesión nula. 


Como veremos más adelante, la proposición recíproca de ésta no es cierta. 


3. S es la suma de la serie (1) <=> Para todo número positivo e se ve- 
rifica que existe un número natural, n, tal que, para todo n’ > n, se verifique 
que 


8 [IS (0, + + a) |< E 


Simbólicamente, se puede expresar esta proposición del siguiente modo: 
(9) S es la suma de (1) <=> Ve >0 se verifica que yniyo >n 


es [S= (a, + Hap |< e 


EJERCICIOS: 


713. Averiguar si es convergente la siguiente serie: 


1 1 1 
A ES 


714. Calcular la suma de la serie anterior, 


Del número 1 se deduce que: 
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4. La serie (1) es divergente hacia + 00 <==> Para todo número M 
existe un n tal que, para todo n > n, se verifica que: 


(10) a t. +y >M. E 
Análogo criterio vale para las series divergentes hacia — oo. 


EJERCICIOS : 


715. Demostrar que la serie armónica; 
1 1 tas 
1+5 t3 +... er +... 


es divergente hacia + ọọ. 
716. Demostrar que la serie 


es divergente cuando v < 1. 
De 1, 1 y de la Def. 1 se deduce: 


5. La serie (1) es oscilante <==> La sucesión S, de las sumas parciales 
posee más de un punto de acumulación, o bien, posee un único punto de acu- 
mulación y no está acotada superior o inferiormente, o bien, no está acotada 
superior ni inferiormente. 


EJERCICIOS : 
717. Demostrar que la serie 
1-1+1-1+1-1+.. 


es oscilante. 
718, Demostrar que la serie 


8 — 2,7 + 32,7 — 32,37 + 332,87 — 332,337 + 3332,387 — ... 


es oscilante. 


719. Demostrar que la serie Siguiente es oscilante: 


1— 2438-44 5-6+7-—8+... 


720. Demostrar que la serie siguiente es oscilante: 


0.3 — 0.6 + 0,63 — 0,66 + 0,663 — 0,666 + ... 
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DerinicióN 2.—Si s (n) es una aplicación de N en N y si 
r(m=s(bD+...+s(2—0, 


dada la serie (1), se puede obtener a partir de ella otra serie: 


(11) bitb, t o t byt os 
en donde 
(12) bn S tapar E TO, aro” 


La serie (11) se dice que se ha obtenido aplicando la ley asociativa s (n) a la 
serie (1). 


EJERCICIOS : 


T21. Aplicar la ley asociativa s(n) = 2 a las series de los ejercicios 717 y 718, 


722. Aplicar la ley asociativa s(n) = 3 a la serie del ejercicio 719. Idem la ley asociativa 
s (nm) = 2, Idem la ley asociativa $ (1) = 1, s (x) = 2, n >1. Idem la ley asociativa s (n) = 4. 
Idem la ley asociativa s (2 k +1) = 2, s(2k) =4. 


Dos series que son ambas convergentes, ambas divergentes o ambas osci- 
lantes, se dice que tienen el mismo carácter. 


6. Al aplicar una ley asociativa a una serie convergente o divergente se 
obtiene otra del mismo carácter que la dada, y si la dada es convergente la 
serie que se obtiene al aplicar una ley asociativa posee la misma suma. 


DemMosTRACIÓN.—En virtud de la proposición 4 de 1 se verifica que si la 
serie (1) es convergente y si s= lim (a, +... + 45), al ser la sucesión 


n —» 00 


b, +... + bna de las sumas parciales de la sucesión (11) obtenida de (1) me- 
diante una ley asociativa, una subsucesión de la sucesión a, + ... + 4, es tam- 
bién lim (b, +... + ba) = s. La misma proposición 4 de 1 prueba que si 


n—» 00 


la serie (1) es divergente también lo es la (11). 


El ejercicio 722 muestra que aplicando una ley asociativa a una serie osci- 
lante se puede cambiar el carácter de la serie. 


Se dice que se pasa de la serie (11) a la serie (1) mediante una ley diso- 
ciabiva. 
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7. Aplicando una ley disociativa se puede alterar el carácter de las series. 


DerinicióN 3.—Sea c (n) una biyección de N sobre N y sea 


(13) di +d, + +d, +. 


la serie obtenida a partir de la serie (1) mediante la ley: 


(14) da = 2. (n) <> La = d- (n) 


La serie (13) se dice que se ha obtenido aplicando a la serie (1) la ley con- 
mutativa c (n). 


EJERCICIOS : 
723. Aplicar a la serie 
1-14 1-14 1-1+1-1+.. 
la ley conmutativa: 


c(4k)=3k,c(4k+1)=6k +1, c(4k+2)=6k +3, c(1R+3)=6k +5. 


T24. Aplicar la misma ley conmutativa del ejercicio anterior a la serie 


1 1 1 | 1 
l-g ty o gtr t 


725. Demostrar que la serie del ejercicio 723 es oscilante, mientras que la serie obtenida 
aplicando la ley conmutativa de dicho ejercicio es divergente. 
726. Comprobar que la serie 


(200 


(20 
(,9 — 0,9 + 0,9 — 0,9 + 0,09 — 0,09 + ... 0,09 —- 0,09 + 0,009 — 0,009 + 


+ 0, 009 — 0,009 + ... 


es convergente. Hallar una ley conmutativa que la transforma en una serie divergente. 
Los ejercicios anteriores prueban que aplicando determinadas leyes con- 
mutativas a algunas series se puede cambiar su carácter. 


o e 
DEFINICIÓN 4.—5Se llama suma de dos series, > Cn y > bns y se re- 


„=i „=i 


00 W 
presenta por > la + > bn, a la serie que se obtiene sumando los núme- 
n=1 #=1 


ros que ocupan el mismo lugar en ambas series : 


o 


(5) Ya + y b, = y (a, + bp) 


n=l ”n=1 n=l 
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EJERCICIO: 
727. Sumar las siguientes series: 


a) (+2 4+3+ 02.494. .)+(0244464+..4+22 +...) 
b) 14 248+ 0484000) + (0—1—2—... —(a 13) —...) 
c) (1+1,11 41,11 +...) + (0,1 + 0,01 + 0,001 +...) 


8. La serie suma de dos series convergentes es otra serie convergente y 
su suma es la suma de las sumas de las series sumandos. 


DEMOSTRACIÓN, 
lim (0, +0)+..+(0,+0,)] lim [(6,+..+0,) +(5, +... +0,)] 
”n— 0 ”n— o 


= lim (a +.. +a) + lim (6, +... +0,). 


n— 00 ”— 0 


La adición de series es asociativa y conmutativa, El elemento neutro de 
la adición de series es la serie cuyos términos son todos cero. La serie opues- 
ta de una serie dada es la serie cuyos términos son los opuestos a los términos 
de la serie dada. 


9. El conjunto de todas las series convergentes es, respecto de la adición, 
un grupo abeliano. 


EJERCICIOS: 


rn n— 
=1 i 


o 
729. Sumar la serie > ano . 


n! 
n=1 
e 4 2 3 
. - a an + an an 
730. Sumar la serie > o F 1 z 3 
n! 
n=l 


DEFINICIÓN 5.—Se llama producto de la serie > a, por la serie > bas 


n=1 n=1 
00 co 
y se representa por > Qn » > bn, a la serie: 
mid 2=1 
o o 
(16) DIES Di =a b +(a b, +a b, +a b)+ (a b, +a, b, tab, 


”=1 n=l 


+a b, +a b) +a bta b, ta b ta b ta b, ta b ta bto 


29 
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10. El producto de dos series convergentes es otra serie convergente. La 
suma de la serie producto es igual al producto de las sumas de las series fac- 
tores. 


DEMOSTRACIÓN.—Sea 


n=1 n=1 m=1 
Basta observar que 
n ” ” 
Ya Ya Dh 
s=1 ¿=1 i=l 


EJERCICIOS: 


o o 
731. Multiplicar las series > ny > 2-1. 


rn=1 ”=1 
< 1 1 ] 1 
- e : n— 
T82. Calcular la suma de la serie lr (ar + c.+ am + PE |- 


3. Series de términos positivos.—Son aquéllas cuyos términos son to- 
dos positivos. Son las más sencillas e importantes, por constituir la base para 
el estudio de las series generales. 


Las series de términos positivos poseen un conjunto de propiedades espe- 
ciales que simplifican su estudio. 


1. La sucesión de las sumas parciales de una serie de términos positivos 
es monótona creciente. 


2. Las series de términos positivos son convergentes o divergentes, pero 
no oscilantes. 


3. Las series de términos positivos admiten cualquier ley asociativa. 


4. Las series de términos positivos admiten cualquier ley disociativa siem- 
Pre que la serie disociada sea también de términos positivos. 


5. Las series de términos positivos admiten cualquier ley conmutativa. 
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DeEMOSTRACIÓN.—Sea c (nm) una biyección de N sobre N y sea da 


” 
= Gem. Sea $'a una suma parcial arbitraria de la serie 
i=l 


= máx. {07> (i)),.,,.....- Se verifica que 


a. Sea n, 


(17) y a, < 5 d, 


i=l i=l 


Sea n, = máx. {c (1));-1 ... n, siendo n, > n,, Será n, >n y 


(18) Nas Sa 


=1 ¡=2 


Si la serie a es convergente y si s es su suma, se verifica que, dado un número 
positivo arbitrario e, existe un número n’ tal que, para todo n > e”, es 


pa 


Si n, es el número determinado en (17) se verifica que 


a 


i=1 r=1 


Si n, es cualquier número mayor que n,, se verificará, en virtud de (18), 


oss Nes Ness Dass Nes. 


i=l ¿=1 f=1 í=1 
luego 
n 
lim 2 di =s. 
ana aT 
De (17) se deduce que si la serie a es divergente también lo es la serie d. 


Si Ea, y E b, son dos series de términos positivos, la serie suma 


Za, +30, = X (a, + b,) 
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es también una serie de términos positivos, luego admite la ley disociativa 
que consiste en suprimir los paréntesis. Por consiguiente: 


. 


6. Sila, y Eb, son dos series de términos positivos se verifica que 


(19) 22, +23b,=2,+b,+9,+Db,+..4+23, tb, t- 


EJERCICIOS: 


733. Calcular el término general y la suma de la serie: 

3 5 9 17 

F titate 
734. Calcular el término general y la suma de la serie: 


15 , 55 , 2% $79 
ECO ECTS 


135. Sumar la serie de término general 4”, 


4. Criterios de convergencia para las series de términos positivos.— 
Dadas dos series de términos positivos : 


(1) a+ a, + ta toes 
y 
(2) b tb, +o tb, to 


se dice que la serie (2) es mayorante de la serie (1) cuando, para todo n, se 


verifica que a, < b,. En tal caso se dice también que la serie (1) es minorante 
de la serie (2). 


1. CRITERIO DE LA MAYORANTE.—Una condición suficiente para que la 
serie (1) de términos positivos sea convergente es que posea una mayorante 
convergente. Una condición suficiente para que la serie (1) de términos po- 
sitivos sea divergente es que posea una minorante divergente. 


Basta obsrvar que, en el primer caso, la serie (1) está acotada y como la 
sucesión «de las sumas parciales es monótona, es convergente. En el segundo 
caso la serie no está acotada. 


El criterio de la mavorante permite obtener varios criterios particulares, 
eligiendo diversas series de carácter conocido como mayorantes o minorantes, 
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Eligiendo como serie mayorante o minorante una serie geométrica se ob- 


tienen los criterios más importantes, por ser los más sencillos, debidos a 
d'Alembert y Cauchy. 


Dada la serie geométrica: 


(3) O E t+.’ O A 


las sumas parciales son: 


1—7” 
s, =1+"r és pe 
A Prti E 
de donde resulta que, si6<r<l, es 
1—7” 1 
lim ———— = , 
a=owo lr lr 


y la serie es convergente, y si r > 1 la serie es divergente. 


Supongamos que la serie geométrica a 1 sea mayorante de la serie (1), 
es decir, a,,,> ar”. Esto puede conseguirse de los siguientes modos: 


I. CRITERIO DE D'ALEmMBERT.—Para todo n se verifica na < r, de don- 


n 


de an, < Y an; dando a 2 valores sucesivos decrecientes hasta 1 y multiplican- 


» . . . e>? a 
do miembro a miembro se obtiene amı < a, 7”. La condición -1 «r para 


na 


todo n puede sustituirse por lim Pu < r, ya que ésta implica aquélla salvo 


n — o 


para un número finito de términos, lo que no influye en las cuestiones de 
convergencia. Podemos enunciar, por tanto, el siguiente criterio de d'Alem- 
bert: Una condición suficiente para que la serie (1) de términos positivos sea 


Ss *n+1 coa an+ . 
convergente es que. lim Td =r < l. Si lim F r> 1, la serie es 


n — œ n n—> n 


divergente. 


1I. CRITERIO DE CaucHnY.—Si Ya, < r, para todo n resulta a, < 7". Se 


obtiene, por tanto: si lim Van= r< 1, la serie (1) es convergente. Si 


n — œ% 


lim Van = > 1, la serie es divergente. 


n= o 


Si lim T >1y lim Ta < 1, el criterio de d’ Alembert no resuelve 


n- 0 a> o j 


e? problema de determinar el carácter de la serie. Lo mismo sucede cuando 
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lim Y >1y lim Ya, <1. Cuando se verifican las dos primeras rela- 


n — 0 n— o 


ciones se dice que se presenta el caso dudoso del criterio de d'Alembert, y 


cuando se verifican las dos últimas, que se presenta el caso dudoso del cri- 
terio de Cauchy. 


EjempLo.—La serie 
1 1 
(4) E e o a S 


que es, evidentemente, divergente, presenta el caso dudoso tanto con'el cri- 
terio de d'Alembert como con el de Cauchy, ya que 


a _ 1 lakti Oo 
=—, =2. 
Loki 2 laz 
luego 
— a 1 
lim —_=2 y l ZH = —Á 
n=x0 An no lpn 2 
El criterio de Cauchy proporciona 
” 3k+1 „s 2A 
üm Ví, = lim Yi” =1, lim Va, = lim Vz =: 
” — 00 n— ea # — W n — V 2 


RELACIONES ENTRE LOS CRITERIOS DE D'ALEMBERT Y CAaucuY.—1, Si eris- 
z . . 1 . Ap “po 
ten los límites lim “2 =] y lim Ya. = À, se verifica que l = 1. Ya que 
n— o an n> o 


s: se considera la serie 


(5) 7 a taat. ta n 

en virtud del criterio de d'Alembert, esta serie será convergente siempre que 
a< +, y según ej criterio de Cauchy, lo será siempre que a < +, luego 
J= de donde | = 4. 


Para el caso dudoso del criterio de Cauchy se emplean otras series mayo- 
rantes. Una de éstas es la serie 


(6) > n=. 
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TEOREMA.—Si y > 1, la serie (6) es convergente, y si y < 1, es diver- 
gente. 


DemosTRACIÓN.—Por ser (6) una serie de términos positivos, se le pue- 
de aplicar la siguiente ley asociativa: 


A A 


en donde se asocian un término, dos términos, cuatro términos, ..., 2 tér- 
minos, ... Ahora bien, 


1 1 1 se 2i 1 

ep Ep t t emy S e O 
luego 

< 1 2 1 

E ao He tgo To 


: f 2 1 z š 
que es una serie geométrica de razón Pon? luego si v > 1, la serie es con- 


vergente. Si y = 1, la serie es la armónica, que ya hemos visto que es diver- 


gente, y si y< 1, la serie armónica será una minorante de (6), luego (6) será 
divergente. 


CRITERIO 111 (de Cauchy).—Si 


1 
log — log 
A Un A n 
lim —— =} y lim —_—_—=L, 
aro loga “no logra: 


se verifica que sil > 1 la serie E a, es convergente y si L< 1 la serie es di- 
vergente. 


DemMOsTRACIÓN.—Si | œ> 1 y e es un número positivo tal que 1 < v = l— e, 
se verifica que existe un número natural m tal que, para todo n > m, se veri- 
fique que 
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de donde: 


log n” < log L, w < 1 > ap LNY, v>tł, Va>m, 
n n 


a 


luego la serie dada es convergente. 


Si L < 1, existe un e positivo tal que L + s= v <1 y existe un número 
natural m tal que, V n > m, sea 


1 
log 
Un 
log z <» 
de donde: 
1 1 
log a < log n”, a <n, >n, yI, Va >m, 

n n 


luego la serie dada es divergente. 


La serie tipica (6) es un caso particular de la siguiente familia de series 
que pueden tomarse también como tipos: 


E 


1 
0) > “n. logn .log? n... login. (log a)» * 


”=1 


en donde log? n = log (log n), ..., log” n = log (log'™ n). Las series (T) son 
convergentes para v > 1 y divergentes para v < 1. De (7) se obtiene el si- 
guiente: 


CRITERIO LOGARÍTMICO IV.—Si 


1 


. n > Un « logia... logt n 
lim P T Peni 
4-0 log n 


la serie > Un es convergente cuando 1 œ> 1; divergente cuando l < 1, y se 


n=1 
presenta el caso dudoso cuando 1= 1. La demostración es totalmente aná- 
loga a la del criterio III. 


EJERCICIOS: 


736. Averiguar el carácter de la serie 


e) 


n— 1 . 
2 n(n +1) (n + 2) 
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7137. Averiguar el carácter de la serie: 


E 


1 
> ata ntan 


n=l 


738. Demostrar que la serie 


5 agt án... Harn 
e bot bnt e. bsn 


es convergente cuando s >r + 1, divergente cuando r +1 >s. 
739. Averiguar el carácter de la serie 


o 


Las series típicas (6) y (T) permiten obtener otra familia de criterios me- 


diante el siguiente proceso: Sea m =r siendo An > 0 para todo 
Un Un 
valor de n, Si desde un cierto valor, N, en adelante se verifica que Et 
* 


<5 siendo v > 1, la serie (6) será mayorante de la serie E 4, y por 


ser y > 1 aquélla será convergente, luego también lo será ésta. Desarrollan- 
do esta idea se obtiene el siguiente: 


CRITERIO V (de Raabe).—Si lim na, = l, la serie Eu, es convergente 


cuando 1> 1; divergente cuando i < 1, y se presenta el caso dudoso cuan- 
do l= 1. 


Empleando la serie siguiente a la (6) en la familia (7) y procediendo de 
modo análogo se obtiene el: 


CRITERIO VI.—Si a partir de un cierto N en adelante se verifica que 


Unga 1 


siendo para n > N todas las 8a œ> Q, y si lim Balog n= 1 (el log es logarit- 


n> o 
mo neperiano), la serie E u, es convergente cuando 1| œ> 1; divergente cuan- 
do1<1, y se presenta el caso dudoso cuando | = 1. 


Empleando la serie general de la familia (T) se llega al siguiente: 
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Criterio VIl.—Si a partir de un cierto N en adelante se verifica que 


Uni 1 
Un T 1 1 1 + 0% 
n n log n Feet nlogrn... log"! n 


siendo óa > 0 para todo n>N, y si lim a logn = l, la serie Bu, es con- 
vergente cuando 1 > 1; divergente cuando 1< 1, y se presenta el caso du- 
doso cuando l = 1. 


En algunos casos son útiles los siguientes criterios : 


n —> 0 n n—0 n 


Crrterto VIII.—Si lim "5 = 1 ysi limn pa — 1] = —1—c, 


siendo c >Q, la serie E un es convergente, 


“ni A 
lin =1 + n 
de n y B está acotado cuando n > œ, se verifica que si A, < — 1 la serie 


E u, es convergente. 


CRITERIO 1X,—Si +B-Ż> en donde A, no depende 


EJERCICIO: 


T40. Averiguar el carácter de las siguientes series: 


5 


1.3...(22-1) 4n+3 y 
2) >| 2.4... 2n noy) 


n=l 
1 1 o, 1 1 
b : cc. A< 
Y oro p ee <ac 
co) appP+He+Hp +. O0<Ka<p<1) 
d Bn? 4n-+i1 
) DAL 2n 


e) s ra S 


. , -y 
"=L (logey? )... (loger Va ) 
5. Series de términos reales cualesquiera.—Sea la serie 


a) A Ta m a SS 


de términos reales arbitrarios. A partir de ella se obtiene la siguiente serie 
de términos positivos : 


(2) 4, o 7S E a A |+.. 
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1. Sila serie (2) es convergente también lo es la serie (1), 


. DemosTRAcIiÓN.—Por ser (2) convergente, se verifica que dado un número 
positivo arbitrario, s, existe un número natural n, tal que, para todo w’ y 
n” > mn, se verifica que 


A AA EAS 


DerinicióN 1.—Cuando la serie (2) es convergente la serie (1) se llama 
absolutamente convergente. 


Una serie puede ser convergente sin ser absolutamente convergente. 


-EJERCICIO : 


741, Demostrar que la serie 


es convergente, pero no absolutamente convergente. 


2. Las series absolutamente convergentes admiten las leyes asociativa y 
conmutativa. 


DemostraciónN.—La ley asociativa la poseen todas las series convergen- 
tes. Sea la serie absolutamente convergente (1). Sea c (1) una ley conmutativa 
Y sea Vn = Usin: 


(3) Y, HO E e 


9 [o [+ o, +. +10. 1 +. 


Por ser (2) convergente y por ser (4) el resultado de aplicar a (2) la ley con- 
mutativa c (n), se verifica que (4) es convergente y, por tanto, (3) es absolu- 
tamente convergente. Sean s y s' las sumas de (1) y de (3), respectivamente. 
Vamos a probar que s = s’. Sea s un número positivo arbitrario. Por ser (2) 
convergente, existe un número natural 1, tal que, para todo par n, n” > ne 
se verifica que 


(5) Mar lo ETES 5 
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Existen los numeros naturales n, y n, tales que: 


(6) Ls — (h, + a A) <> Vne 


m Ls 4 HU) LGA VI>2,. 


Por ser c (n) una biyección de N, existe el número n, tal que 


(8) 4, eer Ungt JOEL?» eu Va b Va > hy 


sea qg’ = máx. (n, 1,) + 1, y sea n, un número tal que 


(9) [Up o O E sh > 


Sea p = máx. (m, n, Ma) + 1. De (5), (6), (7), (8) y (9) resulta: 


s= s | Es — (4, +. +) | + 1 — (8, be o + Mp) | 


(10) LEHIS O, Ho EUDE Ma lE H la <E EH e, 


siendo 


eo Ma, = {tp eo Bp f {0p eth 


En virtud de (8) se verifica que e, > My, ..., ay > np luego en virtud de (5) 
es | na, | +... +], | <-> De (10) se deduce que s = s’. 


3. TEOREMA DE RIEMANN.—$1 una serie es convergente, pero no lo es 
absolutamente, cambiando el orden de los términos se puede obtener una se- 
rie convergente cuyo límite sea cualquier número real o una serie divergente 
o una serie oscilante cuyos limites superior e inferior sean dados. En efecto, 
si la serie (1) es convergente, y si S es su suma, pero no es absolutamente 
convergente, la serie (2) de sus valores absolutos será divergente. Como con- 
secuencia, lo serán también las dos subseries formadas por los términos po- 


sitivos y los negativos, 1espectivamente. Sea A un número real cualquiera y 
e un número positivo arbitrario. 


Todo se reduce a probar que aplicando una cierta ley conmutativa se pue- 
de obtener una serie tal que dado un entorno arbitrario de A están conteni- 
das en él todas sus sumas parciales a partir de una de ellas. Para ello con- 
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sideremos un filtro de entornos, esto es un conjunto de entornos de A, 
F = (6, (A) ) cuyos radios e, formen una sucesión nula de números positi- 
vos monótona decreciente. A cada 6, (A) le podemos hacer corresponder 


otro 6, (0) de radio > en- Fuera del entorno 6, (0) hay un número finito 


de términos de la serie. Sea mı, +... + ua,.su suma. Si este número es in- 
ferior a A, sumando términos positivos, de los infinitos que hay en 6, (0) 
se puede alcanzar un número lla, Hee F las p tagy Hie + a, contenido en 
Ĝ, (A). En €, (0) — 6, (0) hay un número finito de términos de la serie: 
Ug ++“ Mga, Si up, es positivo y a, +--+ ua, <A, se verifica que 
Ua, Fea, ug E Ĝ (A). Si a, + +: + ta, > A, podemos sumar cier- 
tos términos negativos za, , +-+- + ta, de modo que ta, +--+- +a, < A, con 
lo que na t- + us, + ug, € E, (A). Análogamente se procedería si up, fue- 
se negativo. Procediendo de este modo con todos los términos 1g,>-.-» Uga, 
se obtendría la suma ua, +++ + Uas TH tas, Hie + ttan tal que todas las su- 
mas parciales a partir de ua, +--- + ua, están contenidas en 6, (A). Los 
términos de la serie dada que no figuran en na, +++ + us, están todos con- 
tenidos en 6, (0). Procediendo con todos los términos de 6, (0) — 6, (0) 
que no figuren ya en ua, + ... + “aw, del mismo modo que se ha 
hecho con xp, ..., ug, se Obtendría una suma de la forma Wa, +... 
+ a, +++ + Hay E +++ Ma, tal que las sumas parciales a partir de n> s 
pertenecerían a 6, (A) y las sumas parciales a partir de n > w pertenecerían 
a 6, (A). Así siguiendo, se obtiene una serie ía, + +: + ua, +... tal que 
dado un número natural arbitrario, N, a partir de un cierto wẹ todas las su- 
mas parciales estén contenidas en G, (A). Como esta sucesión de entornos 
es un filtro de A, dado un entorno 6, arbitrario, de A se puede hallar un 
entorno de este filtro, contenido en él y, por consiguiente, un número oy 
tal que para todo m > e, se verifique que ta, + +++ + ta € 6, lo que prue- 
ba que A es la suma de la serie m, +... + Ma, t- y esta serie se ha ob- 
tenido aplicando una ley conmutativa a la serie dada. Análogamente, se pro- 
cede para demostrar los casos de series, divergentes u oscilantes. 


Q. E. D. 


4. TEOREMA DE DIRICHLET.—La condición necesaria y suficiente para que 
una serie convergente posea la propiedad conmutativa es que sea absoluta- 
mente convergente. En efecto, en virtud del teorema 2 la condición es sufi- 
ciente. Si la serie es convergente, pero no lo es absolutamente, en virtud de 3 
no posee la propiedad conmutativa. 
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5. Si (1) es una serie absolutamente convergente y si 


(1) hitte tp, to 
y 
(12) n + ny TE toes 


son las series formadas por los términos positivos y por los valores absolutos 
de los términos negativos de (1), respectivamente, se verifica que las series 
(11) v (12) son convergentes y entre sus sumas se verifica la relación : 


(EE-E) 


y reciprocamente. En efecto, las series (11) y (12) son subseries de (2), luego: 
la sucesión de las sumas parciales de ésta es mayorante de las sucesiones de 
las sumas parciales de aquéllas, y como todas son de términos positivos, se- 
rán convergentes. Por ser (1) absolutamente convergente tiene la misma suma 
que la serie (p, — n,) + (pa — My) + ..., obtenida de (1) aplicando una ley 
conmutativa seguida de una ley asociativa. Ahora bien, esta última serie es 
la diferencia de (11) y (12). Reciprocamente, si (11) y (12) son convergentes 
su diferencia (f, —M,) + (pa — M7) '+ ... también lo es. Además, esta serie 
y la serie p, — n, + P¿— n, + ... son absolutamente convergentes, pues dado 
un número positivo arbitrario, «, siempre se puede hallar n tal que para todo 


n! y n” >n se verifique simultáneamente que Py + + Par < + Y Mura 


+.. + nar <-> luego 


| w+ — Ma +11 + ... + | An" — Mar Sifr + s. +n) + (Anta + c+ Mp) Le. 


Por ser p, — n, + fa — n, + ... absolutamente convergente se le puede apli- 
car la ley conmutativa mediante la que se pasa a (1), y la ley asociativa. 


mediante la que se pasa a (p, — m) + (fa — na +.. 


6. Si una de las series (11) y (12) es convergente y la otra divergente, 
la serie de los valores absolutos es divergente y la serie dada posee la pro- 
piedad conmutativa, En efecto, si, p. e., es (11) convergente y (12) diver- 
gente, dado un número positivo arbitrario, M, se puede hallar un número m 
tal que para todo p > m se verifique |n, | +... .+]p]=8M,+... +n >M. 
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Si n es un número natural tal que en (1) el ordinal de todo los números 
nis ..., Mp sea inferior a n, se verificará que, para todo q >m será 
¡a [H ot |ua | >, + ...:+ Mp > M. Si (3) es una serie que se obtie- 
ne de (1) aplicando una ley conmutativa, si M es un número positivo arbi- 


trario y si > tı: = P, se puede hallar un número m tal que para todo p > m 
1 


sea 1/4 i+ 1p > M + P. Si n es un número tal que todos los términos 
Ma» +», hm ocupen un lugar de ordinal inferior a n en (L) se verificará, para 
todo q > n, que 


u, +. +u < — (M +P) +A, 


siendo A la suma de todəs los términos positivos del primer miembro y, por 
tanto, A < P, de donde — P + A < 0, luego — P + A—M < — M. 


7. Si las dos series (11) y (12) son divergentes, la serie dada no posee 
la propiedad conmutativa. Esto es consecuencia inmediata de la demostra- 
ción de 3. 


LEMA DE ÁABEL.—S$ u, es una sucesión monótona no creciente de términos 
positivos y si La, es una serie acotada, siendo A una cota de ella, se verifica 
que, para todo n, es 
n 


> a; ti 


i=i 


a: P 


DEMOSTRACIÓN. —Sea $ i= 0, +... + 44, Por hipótesis es 


(13) Is [<A 1=12,.., 


por consiguiente : 


DIET = | 5,4, + (S3 — $4) 4 +. + Sn — Sup) Ha | 


= | $y (14, — Hg) F Sy (tg — Ut) H +. F Sy (ny — Un) F Sn ten | 
< | sy | (0, — ta) + | 59] (s — ud E 0. | Sn | (ty — Hn) $ | Sm | 
<A (ty — tig + tg — tig +- -o o F nng — Hn -F Un) = A tj. 


CONSECUENCIAS. I. CRITERIO DE DIRICHLET.—Si u, es una sucesión nula, 
monótona no creciente, de términos positivos y sí L an es una serie acotada, 
la serie > a 4 es convergente. En efecto, sea e un número positivo arbi- 

f=1 


trario. Por ser u, una sucesión nula se puede hallar un n tal que para todo 


464 $ 2. SUCESIONES Y SERIES DE NÚMEROS REALES [Capítulo V] 


n œn se verifique uy < siendo A una cota de la serie E an. Si n, 


2A 
n” > mn será: 


5 ajs Èa Yu =2A, 


i=5n' +1 


luego, por el lema de Abel 


rr 


Ai U| LZA Una Ze, qed 
i=n +1 


II. CRITERIO DE ABEL.—Si E a, es convergente y si un es una sucesión 
monótona y acotada, la serie È a, u, es convergente. En efecto, 4, posee un 
límite u. La sucesión | u — Un | = v, es nula, monótona no creciente y de 
términos positivos, luego, por el criterio de Dirichlet, la serie E a, v, es con- 
vergente, Si, por ejemplo, es u, no decreciente, será Up = 4 — Un Y E Gn Un 
= E 0/4 — YE 0, Un, de donde E a, 4, = E 0, U, —U4 E a, y como las dos 
series del segundo miembro son convergentes, también lo es la del primero. 


III. Toda serie de términos alternativamente positivos y negativos, cuyo 
término general tienda a cero cuando nœ, verificándose que | ul 
> |U |, es convergente. Es consecuencia inmediata del criterio de Di- 
richlet. 


6. Sumación de series.—El problema de la sumación de series es un 
problema de cálculo de límites. Vamos a ver algunos procedimientos ele- 
mentales que permiten hallar la suma de algunas series sencillas. 


00 
T. SERIE GEOMÉTRICA.—La serie > a, 7” tiene como suma, según hemos 
1 


visto, q. cuando o <r <i, y es divergente cuando r> 1. Si —1 


<r <0, la serie es convergente en virtud del criterio 111 del número ante- 
o : , 

4257» Como se comprueba sin más que efectuar 

directamente la división. Si r < — 1, la serie es divergente hacia œo, puesto 


que lim || = œ. 


n— 0 


rior y su suma es también 
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II. DESCOMPOSICIÓN DE UNA SERIE EN SUMA DE OTRAS DOS.—Si la serie 
F 


4 Ri 
dada > 4, es absolutamente convergente y se puede descomponer en suma 
1 


: d2 otras dos convergentes, 4, = da + bn, se verifica que 
s{ 0) =s( an) +s ( 0). 
> 2 2 


EJEMPLO.—Sea la serie 


Evidentemente, 
luego 
A e 
1 


ILII. SERIES ALTERNADAS CUYO TÉRMINO GENERAL TIENDE CONSTANTEMENTE 


o 
A CERO.—Sea la serie DR w, en donde usr, > 0, ua < 0. 
1 


En virtud del criterio III del número anterior la serie es convergente. Si 


S es su suma y sis; = 4 +... + u; es la sucesión de sumas parciales, se 
verificará : 


si >s, uS Sota A Sa > So D Sako D > Sy 


por consiguiente, el error cometido al tomar como valor de S la suma s, es 
menor que |, |, pero todavía se puede obtener una acotación mejor ya 
que dicho error, cuando n:= 2 k es inferior a 


| Kalkth)+l P tagan T F agy je 
para cualquier h, y si n= 2k —1, el error es inferior a 
ar) Eo alo 


para cualquier h. 


30 
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Una serie alternada y convergente muy importante es 


1 1 1 1 1 
EGO Aa 


cuya suma, según veremos más adelante, es log 2, en donde el logaritmo: es 
neperiano. 


EJERCICIOS: 


t 
LE—=D2% 
743. Calcular con un error inferior a una millonésima la suma de la serie 


742. Sumar la serie > 


1 1 1 1 
i- atp o ate tO aat 


744. Calcular con un error inferior a una millonésima la suma de la serie 


A O A EE A 


IV. SERIES RECURRENTES.—Una serie de la forma: 
(14) apta tta B+. ta +. 
se llama recurrente cuando entre las a, se verifica uma relación del siguiente 
tipo: 
(15) lop td, Gp Eo F In Gp =O p=Pp+L.. 


Si una serie recurrente es convergente, su suma es fácil de hallar. En 
efecto, (15) se puede escribir en la siguiente forma: 


+ ap # + A Thh en +. $ Afin 104 — 0, 
análogamnte, para p + 1, p + 2, ..., se obtiene 
+ : 
(17) + apa, 1 A apt d... e fe apynys 1 


Sumando (16) con las infinitas expresiones (17) se obtiene: 


» 0 


0D 
ELA t fı Ad Yu 0, 
at a D attt mz Y a¿1i=0, 


P p+ri pen 
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que se puede escribir del siguiente modo: 


o 
El E qu e 
(5+ GA +... + 7n |È ar- 
2 


4 $ In TO 
¿24 apt o —Á ¿hen (att F apn 0, 
De donde 
Y PE e E L ( $ pha—1 
o GA apt i yta apt + a.. F appn t ) 
(18) > ai ti = 
$ do y 91 +... MECA 
1 ¿en ¿Ln 
$1 


Sumando a los dos miembros “de (18) > a; ii, se obtiene la suma de la 
u 


serie (14). 


EJERCICIOS: 


L 


745. Sumar la serie > 1 
7 ntr+D(+92...(14+r) 


746. Demostrar que al efectuar la división de una función racional se obtiene una serie 
recurrente. 


$ 3. EL NUMERO COMPLEJO 


1. El cuerpo de los números complejos. —En el cuerpo de Jos núme- 
ros reales no es posible extraer la raiz cuadrada de un número negativo, o 
io que es lo mismo, el polinomio 


a) z? +a, a>0, 


no posee ninguna raiz en el cuerpo de los números reales. Para conseguir 
que exista una raiz de estos polinomios es necesario, por tanto, ampliar el 
cuerpo de los números reales. Ahora bien, la existencia de una raiz de (1) se 
reduce a la existencia de una raíz de 


(2) z? +l, 


ya que, si ¿ es una raíz de (2), se verifica que ¿ y a es raíz de (1). Si i ha de 
considerarse como número, será preciso que i... i = 1” sea también un nú- 
mero y que bi, siendo b un número real, sea también un número, en donde 
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con bi” se representa una operación, llamada multiplicación de un número 
real por el nuevo número i. Como también se desea que se pueda definir la 
adición de estos nuevos números, resulta que las expresiones de la forma 
GH A+... + anin, en donde las a, son números reales, han de ser tam- 
bién nuevos números, Es necesario, por tanto, definir las operaciones de adi- 
ción y de multiplicación con los nuevos números. Para ello consideraremos 
el anillo de todos los polinomios con coeficientes reales y una indeterminada, 
que representaremos por R [+]. 

Sea p = R [+] (+? + 1) el conjunto formado por todos los múltiplos del 
polinomio 4? + 1: 


(8) p= RAED = eD MERE} 

1. El conjunto p es un ideal primo del anillo R [x]. 
DEMOSTRACIÓN.—1) p es un ideal. En efecto, si f (x), g (4) € p, será 
I =h) (I, gi) = k (r) (r + 1), 

de donde 
FE E) = kelke eE 
Si fa) Ep y g(r) ER [r], será f(x) = h (4) (+? + 1), de donde: 
F) g(r) = Aae eee p 
2) p es un ideal primo. En efecto, sea f(x) g (1) €p, f (1) € p. Sea 
[0 =¿0(R?+D+a+b, g)=9?>(0(2+D+c4de. 


De f (+) € p se deduce que el vector (a, b) es distinto del vector (0, 0). Aho- 
ra bien, 


1020 =l 070) (++) (+2d04+9(0H) (a+ 0141) 
+tac+(aod4+bc)r 4 bdrn€p, 


luego, siendo p un ideal, se verifica que 
ac+(lad+beo)r+bdi?Ep. 
Ahora bien, 
ac+(ad+bc)s+ bd? =bd(124+1)+(0d+ bco)r+(ac—b d), 


luego 
(ad+bco0)r+(ac—bd)=0, 
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de donde 
u ac—bd=0, 
) beorad= 
Ahora bien, 
a —b| 
|< a+ 0240, 
b a | 


por ser el vector (a, b) + (0, 0) y a y b números reales, luego la única solu- 
ción del sistema (4) es (c, d) = (0, 0) y, por tanto, 


¿ (7) =9?(1)(?+D€ p. 
Se ha visto (3, 2, $ 4, Cap. I) que todo ideal p de un anillo define en él 
una relación de igualdad, R, del siguiente modo: 
(5 FER s) <> F0)—2£(0) € p. 
2. La relación de igualdad R es permutable con las operaciones del an- 
llo, esto es, se verifica que 


FAR gl) 
h (a) R k (2) 


6 | G(T) +A) R (g (7) + (2), 


Í (E) h (2) R g (7) k (2). 
l DEMOSTRACIÓN. 


MRE) 
h (x) R k (x) 


IEEE POOU AEDE <> U) Eh (O) R (E (2) + k (a) 


hR Ep | 1030 mA 7 EASE +M(9) 
hr) = kw) tn (2), n wEp Mi)=gn+tkmtmnEep 


v 


F) A (2) R g (7) k (2). 


Sea C = R[x]/p el conjunto cociente respecto de la relación de igual- 
dad R definida por p. 


DerrnicióN 1.—5Se llama suma de la clase f (x) + p y la clase g (1) + p, 
y se representa por (f (+) + p)i+ (g (x) + p), a la siguiente clase: 


o CO+prED+P=10+2(0+p: 
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Se llama producto de la clase f (1):+ p por la clase g (+) + p, y se repre- 
senta por (f (4) + p) (g (4) + p), a la clase: 


(8) (+ pPED+p=1M26)+p. 
Por ser la relación de igualdad definida por p permutable con las opera- 


ciones de adición y multiplicación de R [+], el conjunto cociente C, respecto 
de las operaciones (7) y (8), es un anillo. 


EJERCICIOS: 


747. ¿Cuál es la clase cero de Ç? ¿Cuál es la clase opuesta a la clase f(x) + p? ¿Cuál 
es la clase unidad de C? 


748. Comprobar la igualdad de las dos clases siguientes: 348 —2124+x—1+p 
== —21r+1+ p- 
749. Comprobar que 


(+ br+p)rleo+ d+ p)=(84+ 0) +(b+d)7+p, (64+bx+p) (c+ dz +y) 


=4c—bd+(ad+bc)x + p. 


3. Se puede elegir como representante de toda clase de C un polinomio 
de grado inferior a dos. 


DemMosTRACIÓN.—Sea la clase f(x) + p. Dividiendo f (+) por s? + 1 se 
obtiene : 


j) =(?2+D90(0)+a+bx, grad.(a+bx)<2, 


16)+p=(4+Da(0+a+ btp 


= (P+D) +p+0+br4p)=0+b34p. 
4. El conjunto C, respecto de las operaciones (7) y (8), es un cuerpo. 


DemosTRACIÓN.—Queda únicamente por probar que todo elemento, 
f(x) + p, de C, distinto del elemento cero, posee inverso. Sea f (1) + p + p, 
esto es, f (x) € p. Eligiendo un representante de -grado inferior a dos, sea 


(9) HO+p=a+bx+p (a,b)>+(0,0). 
Sea c+ dí + p otra clase tal que: 


(a+br+p(e+dr+p=1+p 
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de donde: 
ac—bd+(ad+bc)14+p=1+p. 


acr—=bd—1+(ad+bc)rEp 


pero, como todos los polinomios de p son múltiplos de +? + 1, será 


ac—=bd—1+(ad+bcjx =0, 
de donde: 


(10) 


ac—bd=1, 
beorad=0,. 


Por ser (a, b) + (0,:0) se verifica que 


G -~ b 


=a +b), 
b + 7 


luego el sistema (10) tiene la única solución : 


a 


T a aL p’ 


luego la inversa de la clase (9) es la clase: 


z$ 
Gtbrtpi e tp 


DerinicióN 2.—El cuerpo C se llama cuerpo de los números complejos 
“y a sus clases se les denomina números complejos. Cada clase se representa, 
«mediante el polinomio de menor grado posible y es costumbre emplear la no- 
tación a + bi para representar a la clase a + bx + p. La expresión a + bit 
-se denomina expresión binómica del número complejo. 


Empleando la notación binómica de los números complejos resulta el si- 
«¡guiente teorema: 


5. a+bi=c+di<=>a=C,b=d. 


DEMOSTRACIÓN. 


a+bi=co+di<E> ad br p=oc+da4p <> ac 
+(01—dQdei Ep <=> a—c=0,b—=d=0. 
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EjERCICIOS : 


750. Comprobar que, con la notación binómica, las operaciones con números comple- 
jos son: 


a) (a+ by +(e+di)=a+c+(b4d)1 
b) (a+ b:)— (c + di) =a—ce+ (b—d)i. 
c) (a+ od (e+di)=ac—bd+(ad+bc)i. 


d) (roo: (c+ do = (a+b (erat (abd EE 


_ack+bdi(bc—ad)i 
=— “TL gi 


751. Resolver en Ç la ecuación 12 + a = 0, a >00. 


s ` oy : 1-21 
752, Calcular (2 — i) (1 + i) — = 


753. Calcular ( -1+ V3i y 
E 


— i 


&. La correspondencia j (a) = a + p, siendo a un número real, es un 
homomorfismo inyectivo de R en C. 


DEMOSTRACIÓN. —Evidentemente es j una aplicación. 


¡la+b)=e+b4+p=(0+p)+ epin, 7(0b) =0b+p 


= (84 p)(0+p) =7(0).5(b). 10) =p =>a+p =p <> 2Ep=>4=0, 


Como consecuencia del teorema anterior, R es isomorío a un subcuerpo, 
R del cuerpo de los números complejos. En lo que sigue identificaremos es- 


tos dos cuerpos, esto es, pondremos R:= R, lo que equivale a poner 


a= a+ p, para todo número real a, o bien, empleando la notación binó- 
mica, pondremos a = a + iQ. 


7. Sea V, el plano vectorial real: V, = {(x, y)), x, y, números reales. 
La correspondencia: 


v 


ai) C — V,: p(z +1y) = (r, y) 


es un isomorfismo del grupo aditivo de C sobre el grupo aditivo de Y.,. 


DemostTración.—En virtud de 5 la correspondencia y es una aplicación. 
pie tiy t tyl pla ++ iy yS F, y + 9) = (7,9) 
(9) S= gpl tiy ter tiy) p +4) = (0,0) => 
(2, y) = 0, => z =0,y = 0 =>24+1y=02+30, 
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La multiplicación de números complejos da lugar, en virtud de la identi- 


ficación de R y R, a la siguiente multiplicación de un número real por un 
número complejo: 


(2) a(r+iy=ax 


En virtud de (12), el conjunto de los números complejos es, respecto de 
la adición y de la multiplicación por números reales, un espacio vectorial real. 
Se verifica el siguiente teorema: 


8. La correspondencia y definida en (11) es un isomorfismo del espacio 
vectorial real de los números complejos sobre el plano vectorial real V,. 


DemostracióN.—En virtud de 7 basta probar que 
glai +i] = agl +29, 
En efecto, 


p [a(r ++y)] = plas + iay] = (az, ay) = a(t, yy = agl iy). 


En virtud de 8, los números complejos pueden representarse mediante 
vectores del plano vectorial real V,: a + i b <— (a, b). La expresión (a, b} 
se llama expresión vectorial del número complejo a + ib. 


OBSERVACIÓN. —Téngase mucho cuidado en no identificar los números com- 
plejos con los vectores del plano vectorial re?l, ya que el conjunto C posee, 
además de las operaciones de adición y multiplicación por números reales, res- 
pecto de las cuales es un espacio vectorial real de dimensión dos, otra opera- 
ción: la multiplicación de números complejos, que no la poseen los vectores.. 


DerIinicióN 3.—Se llama módulo de un número complejo z = x+ iy, y 


se representa por |z| = | ++ ¿y |, al módulo del vector correspondiente 
al número complejo en el isomorfismo q de 8. 


Por consiguiente: 
(13) [r tiy] = y aty. 
Al cuadrado del módulo de un número complejo se le llama norma del nú- 


mero complejo, y se representa por |v + iy ll. 
Por consiguiente: 


(14) [xr + iy =r +3. 
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El módulo (la norma) es una aplicación de C en el conjunto de los núme- 
ros reales no negativos, que posee las siguientes propiedades : 


9. L lr+1y]=0 < r+1y=0 (| r+1iy[=0 <=> £ 


To¡friyrrr+iN]<s]r+iy]+[4+iY]( (+1 
+ (a+ iy) Slr iyi iy 1. 


ML Ja(e+iN|=la]]rx+iyl(Qa(r+1y)l=* lr + iy. 
“Demostración. —L. | ++ ¿y|=0<=> y rty = 0 <> 14 y? 
= 0 <=> z = 0, y'= 0. 


o IL Sea x= (7, y), x = (1, y). Si x y x no son proporcionales, se 
“verifica que x + Ax +0 para todo 4, luego (x + Ax)? +0 para todo à, 
pero 


(A+AX) =x242(xx)24+x242, 


de donde 
(15) Ax9—x2.x2Z0, [xx <lxllxl 
luego 
Ix+x ll =(x4+ 1 PS 242x224 2] xx | +x? 
<ixP42 1x1] + 1x2 =(x1+1x 3 
de donde 
ix+x < |x]+]x]1. 
Si x"= 1 x, se verifica que |x+x"=|x+4x|=/1+4]|x|. 511+4>0, 
es |l+1|]=1+4y]1+4]||]x]=(01+]x]=|x/|+2|x]<]|x! 
+|ìAx|=|x|+|x |. Si 1+4<0, se verifica que |14+4]=—1—A, 
luego |1+2]|x] =(-1-3|x]|=—|x 1 + (3) |x |= — |x] 
+A ][x|=—[x/+/]24x]<]x]+/1x]=]x]+ ]x l. 
ML. Jatr+ivn]=]Jar+iayl=y Pray Yaya y 
= |a]|x). 


Fijado un punto O en el plano euclideo existe una biyección y entre el 


espacio vectorial V, de dimensión dos y el conjunto de los puntos del plano 
euclideo E,: 


E _——> 
ao) VSE: +a) =X [0X] =x 
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Por consiguiente, el producto y y establece una biyección de C sobre E,. 
Al punto X correspondiente al número complejo x+ ¿y en la biyección y p 
se le llama afijo del número complejo + + iy. 


EJERCICIO: 


754. Representar gráficamente los afijos de los siguientes números complejos: 1 + 2i, 
+2 2-4, i—i, —1— 2i —2 +i, (14+2)-—(—-2+0, 


Empleando un sistema de coordenadas polares en el plano, cuyo polo sea 
el punto O y cuyo eje polar sea la semirrecta real po- 
sitiva, cada afijo de un número complejo x+ iy 
(fig. 88) se puede representar por sus coordenadas 
polares (o, + + 2k 7), k variable entera, ọ es el mó- 
dulo del número complejo ++ iy: ọp=|#+iy] y 
?p+2kvx se llaman sus argumentos. Al argumento 
p tal que 0<r<2x se le llama argumento princi- 
pal. A (p,9 +2 kx) se le llama expresión módwlo- Fig. 88. 
argumental de un número complejo. 


EJERCICIOS : 

755. Hallar las expresiones módulo-argumentales de los siguientes números complejos: 
13+1m—y“3+i— y Bi y 3—i 

756. Hallar la expresión binómica de los siguientes números complejos: 


(+ +22). (4 3r +24x), (4 5x +2x), (4, 


T 


7 
4 


+241) 


El número complejo (p, y + 2k x) se puede expresar en forma binómica 
del siguiente modo: 


(7) wWwp+t2kr)=pcosp+psengpí = p (coso + sen pt). 


A la expresión p (cos p + 1 sen p) de un número complejo se le llama expre- 
sión trigonométrica del número complejo. 
La expresión módulo-argumental de un número complejo es la más có- 


moda para la multiplicación de números complejos. En efecto, sean los nú- 
meros complejos 


(opr2kr y (Psg +2 n), 
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se verifica: 

[p (cos p + tsen p)] [p (cos g + ¿sen g’) = (p cos y + 1 p sen p) (p cosg + ip seng) 
as) = p p’ COS p COS g + ipp cos oseng + ipp sen gcos y +i? pp sen pp sen 

= p p [(cos p cos g — sen psen p) + : (cos p sen g + sen p cos q) | 


= p p [cos (p + q) + 1sen (p + q). 


de donde: 


10. El módulo del producto de dos números complejos es igual al pro- 
ducto de los módulos de los factores y su argumento es igual a la suma de 
los argumentos : 


(9) (ptk) g +2k)=(ppP,p+ O +2km), 


o bien, empleando la notación (13) para los módulos: 
(20) |(@ +ib) +id)|=ļa+ib]||e+id]. 
EjercicIos: 


757. Dados los números complejos 2 = (55 +2k =) ť = (2 3 +2k n) , calem 


d 3 
lar 2z, 283, —, +. 


z z 

758, Estudiar la correspondencia entre los afijos de los números complejos 2 y 7 corres- 
pendiente a la aplicación g =2-+ a, siendo a un número complejo fijo. 

759. Estudiar la correspondencia entre los afijos de los números complejos 5 y 2”, corres- 
pondientes en la aplicación de C sobre C definida por z’ = az, siendo e un número real. 

760. Estudiar la correspondencia entre los afijos de los números complejos z y z homó- 
logos en la aplicación de Ç sobre € definida por 2 = a zg, siendo a = (1, p + 2k r) un número 
complejo fijo de módulo unidad. 

761. Estudiar la correspondencia entre los afijos de los números complejos z y z’ definida 
por la aplicación 2” = a 2, siendo a un número complejo de módulo distinto de la unidad. 

762. Estudiar la correspondencia entre el afijo de z y el de z’ definida por la aplicación 


22 =l. 


763. Hallar la expresión de todos los números complejos cuyos afijos están en la recta 
determinada por O y el afijo de a. 


764. Hallar todos los números complejos cuyos afijos están en la recta determinada por 
l.e afijos de los números complejos b y c. 


765. Hallar todos los números complejos cuyos afijos estén en la circunferencia determi 
nada por los afijos de los números complejos a, b y c. 
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2. Potenciación de los números complejos. —I. POTENCIACIÓN DE EX- 


PONENTE NATURAL. Se define la potencia de exponente natural, n, de un nú- 
mero complejo, por 


m) 
(21 e =2,2..2. 


De esta definición y de las propiedades de la multiplicación de números com- 
plejos, se deduce que la potenciación de exponente natural de un número com- 


plejo posee las cinco leyes de exponentes de la potenciación de los números 
reales. 


Sea el número complejo z = (p, p + 2 kx). La fórmula (18) proporciona : 
(22) 2? = [p (cos p + isen p)1? = p? [cos (2 p) + isen (2 qp)]. 
Supongamos demostrada la fórmula: 
pul = pr-1 [cos (n — 1) p + i sen (» — 1) q. 
Se verifica que: 
(2) 2" = gl g = p" [cos n p + ¿senn e]. 


La fórmula (23) se conoce con el nombre de fórmula de Moivre. 


11. POTENCIACIÓN DE EXPONENTE ENTERO.—Si n es un entero positivo se. 
define z* por (21). Si —n es un entero negativo, se define: 


(A s=}. Si n = 0, se define 2°=1, YzEC. 


De esta definición resulta que la potenciación de exponente entero posee las 
cinco leyes de exponentes de la potenciación de números reales. 


De (24), (23) y las propiedades de la división, resulta : 


5 "= pi [cos a F isenng] p7" [cos (—» g) + tsen (— 1 ẹ)] 
= p7" [cos (1 p) — i sen (a p)). 


III. RADICACIÓN DE NÚMEROS COMPLEJOS.—Se llama raiz n-ésima, siendo 
n un número natural, del número complejo 


g = p (cos (p + 2k r) + ¿sen (p + 2k m)), 


a todo número complejo, w, tal que &” = 2. 
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Sea w = r (cos (o + 2h 7):+ isen (w + 2h =)) una raiz n-ésima de z. De 
la definición y de la fórmula de Moivre se deduce: 


w” =r” (cos (no + 2/17) + 15en (Ru + 2h 7)) = p (cos (p + 2k 7) + ¿sen (p + 2k m)),. 


de donde: 
ri =p, Ro=p+2kz, 
luego: 


r=ŅVp. v = yt2kr 


n 


Como k es una variable entera, resulta que w puede tomar los siguientes va- 
lores distintos : 


E p+2r 
MEA T A pa 


yq+2(1—1r 


1. Todo número complejo posee n raíces n-ésimas distintas. Todas. ellas: 
tienen el mismo módulo : la raíz n-ésima del módulo del número complejo dado, 


3 A ep, 27 : 
y sus argumentos forman una progresión aritmética de razón -z > “yo pri- 


término es la n-ésima parte del argumento del número complejo dado. 


COROLARIO.— Los afijos de las raices n-ésimas de un número complejo son 
los vértices de un polígono regular de n lados, inscrito en una circunferencia 
cuyo radio es la raíz n-ésima del módulo del número complejo. 


766. Calcular las raíces de los siguientes números complejos y representar gráficamente: 


go o A di 3 a 
sus afijos: a) yi. b) y- e) yT. d) yi e) /- SE 3 i. 
T67. Si Ll, = l i. 2 =) ¡=0,....4 son las cinco raices quintas de la unidad, com-- 
5 
probar que forman un grupo multiplicativo que no posee más subgrupo propio que (Y, j. 
168. Si [, = (1, e ) i=0,....11 son las raices duodécimas de la unidad: a) Ver- 


que forman un grupo multiplicativo. b) Hallar todos los elementos que engendran al grupo. 


c) Hallar los subgrupos. 


2. El conjunto de todas las raices n-ésimas de la unidad forman un grupo 
multiplicativo G isomorfo al grupo aditivo Z/(m, siendo Z el grupo aditivo de 
los números enteros, Si q es un divisor de n, el subconjunto de G formado 
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2 


for todas las raices de G` cuyos argumentos son múltiplos de forman 


un subgrupo de G de orden p = T è 


DEMOSTRACIÓN. —Sea 


2ir 
n 


La (i j= 0 na 


La correspondencia %, —> + (n) es un isomorfismo de G sobre Z/(»). La se- 
gunda parte es consecuencia inmediata de la primera. ` 

Si G es el grupo multiplicativo de las raíces n-ésimas de la unidad, a las 
raices n-ésimas de la unidad que son generadores de G se les llama raices 
primitivas n-ésimas de la unidad. 


EJERCICIOS ; 


769. Hallar las raíces primitivas cuartas de la unidad. 

770. Hallar las raices primitivas vigésimas de la unidad. 

T71. Hallar un polinomio cuyas raices sean las raíces primitivas cuartas de la unidad, 
TI2. Hallar un polinomio cuyas raices sean las raíces primitivas cúbicas de la unidad. 


773. Hallar un polinomio cuyas raíces sean las raices primitivas p-ésimas de la unidad, 
siendo p un número primo. 


1V. POTENCIACIÓN DE EXPONENTE RACIONAL DE UN NÚMERO. COMPLEJO.—Se 


m . 
define la potenciación de exponente racional 7 » siendo. m. entero y n entero 


positivo, del siguiente modo: 
(24) z" = (V.)”. 


De esta definición resulta que la potenciación de exponente racional no es. 
uniforme. De (26) y de la proposición 1 se deduce que, si 2'= (p, p + 2k z} 
y Ba >0 A 


” 
n 


da (e EEN 


(27) z 
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— m . PC r 
, siendo m y. n enteros positivos, será: 


m 


m n _ mitir) 
=r 1 1 Po 7 
7 =z = m m 7 3 m 
e (p7 2722) p" 
n 
= Z — 247 
=(¢ y PE ) 0,4240), 
luego la fórmula : 
(28) gl = (p”, r(p +2k m), r= — , 
es válida para cualquier exponente racional r. 
, ; . m m' ops 
3. a) Si r es un número racional y r = —=-— , $e verifica que 
n n 
B m 
z” =z " .b)Sir ys son números racionales se verifica que 27. z = 2%, 
zE d z Z r 
c) == "Y, ZP =z. e) Zw =zw). f- -=| — 
) E ) (2) ) ES 


m 


DEMOSTRACIÓN. —a) 2” = (p 


m 
n 


m . , 
A (p:+ 2 k 7)). Ahora bien, de mn 
= Mn se deduce que mw k = m nk, siendo k una variable entera, de 


donde ” k= 
n 


— k, siendo k una variable entera, luego el conjunto 
n 


m . , 
— tọ + 2kx)!, cuando k recorre el conjunto de los números enteros, es 
n 


igual al conjunto - (p + 2k 7)), cuando k recorre el conjunto de los nú- 
A 


meros enteros. 


b) 2 z =(P, r (p+2 k 1)) (p, s (pt2 k 7)) =(9, (+s) (9 +2 k 7)) 


= gs 


y Z EEUN (pt (r— s) (p + 2 Rm) = t, 


d) (2) = (g, rl(o + 2kz)) = (9, rs (e + 2k wm) = 2”. 


e) g w = (p, r (p'+ 2 km) (7, r (8 +2 hm) =y r(o+ e 
+ 21x)) = (z wY. 
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Análogamente f). 
(Obsérvese que, al no ser la potenciación de exponente racional uniforme, 
las igualdades anteriores tienen el significado de que el conjunto de números 
del primer miembro es igual al conjunto de números del segundo miembro.) 


EJERCICIOS : 

2.4 
T74. Calcular zê? y zë., 
TT. 


Demostrar que la correspondencia v + iy—>+—iy es un automorfismo de C, 
llamado automorfismo de conjugación. 


3. Topología en el cuerpo de los números complejos.—El módulo 
de un número complejo es una aplicación de C en R+, que permite definir 
una topología en C, a partir de los entornos, de un modo totalmente análogo 
al seguido en el cuerpo de los números reales. 


DerinicióN 1.—Se llama entorno de radio e, siendo e un número real po- 
sitivo, de un número complejo a, y se representa por E. (a), al conjunto de 
todos los números complejos z tales que | —a | <e. 

Los afijos de los números del entorno de un nú- 
mero complejo forman (fig. 19) un círculo sin la 
circunferencia. 

Un abierto es la unión de un número finito o in- 
finito de entornos. 

Los abiertos de números complejos poseen las 
mismas propiedades de los abiertos de números 
reales. Fig. 89. 


Las definiciones de número adherente, número 
de acumulación. adherencia de un conjunto, conjunto cerrado, conjunto com- 
pacto, etc., son las mismas que en el caso de los números reales. 


DerinicióN 2,—Se llama sucesión de números complejos a toda aplicación 
2, del conjunto de los números naturales en el cuerpo de los números com- 
plejos. Una sucesión de números complejos es convergente cuando dado un 
número positivo arbitrario, e, existe un número natural, n, tal que para todo 
w yn” >n, sea | 3w —2Zp» | <e. Una sucesión de números complejos es 
divergente cuando dado un número positivo arbitrario, m, existe un número 
natural, n, tal que, para todo # > n, sea | gy | >m. Las sucesiones que no 
son convergentes ni divergentes se llaman oscilantes. Se dice que a es el limi- 
te de la sucesión Zp, y se escribe: a = lim 2,, cuando, dado un número posi- 


n — 00 


tivo arbitrario, s, existe un n, tal que, para todo n’ œn se verifica 


| a — 3p | <e.* 


31 
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Dada la sucesión 2, = v, + 1 y, de números complejos, se obtienen a 
partir de ella tres sucesiones de números reales: £p, Yas | 2, |. 


1. Si Z, es convergente lo son también Xp, Yn Y | Zaj. 


DEMOSTRACIÓN. —De 


|z rm yn) S y (Ea — Y „2 + (Yar — Ya? > Ny (Ar — Agro)? = |a — Fyrr b 


se deduce que la convergencia de 2, implica la de +,, y, análogamente, la de 
Ya Ahora bien, de |a + b| <la] +|]0]|, poniendo a + b = c¢, se deduce 
que ja—c|>|c|—]a]; luego, 


BEAS 1135011 < | 2 po — Fyr | 
expresa que la convergencia de s, implica la convergencia de | 2, |. 
2. Six, € Yn SON CONVEFZCNÍES, Zn es convergente. 


DEMOSTRACIÓN.—Si ¿ es un número positivo arbitrario, existe un » tal que, 


para todo n’ y n” mayores que n se verifique que | ty — fav | < 


yr 
| Yu — Yr | < ~- 57 , de donde: |w — sr | = V (En — A? + (Yw — Yn)? 
2 
<4- Toga > 
3. lim Zn = lim X, +i lim ya. Toda sucesión convergente de núme- 
n > o n — œ n= o 


ros complejos posee límite, esto es, el cuerpo de los números complejos 
es completo. 


DEMOSTRACIÓN. —La primera igualdad es consecuencia de 


Ja +ib— (s, +19,)] = pax, +i(b—y,)|= y (a — 1,2 + (b — y,)?. 


La segunda proposición es consecuencia de la primera y de la complección 
del cuerpo de los números reales. 


DerIxicióN 3,—Se llama serie de números complejos a toda expresión de 


la forma: 
(1) 2, + Z, naate n A T 
en donde s;, ¿ = 1, ..., son números complejos. A partir de la expresión (1) 


se obtiene la sucesión: 


(2) Sa =% +... +8), 


3. TOPOLOGÍA EN EL CUERPO DE LOS NÚMEROS COMPLEJOS 483 
Si s, es convergente, divergente, oscilante, se dice que (1) es, respecti- 


vamente, convergente, divergente, oscilante. Si (1) es convergente, al límite 
de (2) se le llama suma de (1): 


(8) suma (3 =) = lim (tt 8) 


í=1 n= o 
4. Sis y s' son las sumas de las series: 
(4) E E JEI t o tI teo 


respectivamente, se verifica que 


00 
suma (3 =) zsir. 


l=1 
A partir de (1) se obtiene la siguiente serie le términos positivos: 


(5) EM SENE 


5. La convergencia de (5) implica la convergencia de (1), pero no rech- 
procamente. 


Si la serie (5) es convergente la serie (1) se llama absolutamente conver 
gente. 


EJERCICIOS: 


776. Calcular la suma de la serie 
. a pee "ar 5r 
1 — f} = ... — j —— ... 
tetina) +t) 
777. Demostrar que la serie: 


1e apio + LO, p eti +. a 


es convergente. 


Al número suma de la serie”: 


(6) 1+ tiy) + Etin +.. PAE 
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se le representa por 


(T) erti”, 


esto es, se define: 


n—o n! 


ezti” = lim [arerin GER. 


Por ser (6) absolutamente convergente, la definición de producto de series 
es equivalente a la siguiente: 
(8) (4, + ++ ...) (o, E +0 +.)=40 + (a, v, + u, v.) +. 


+ (4, 0, + 4,8 ho +4 U)+. 


2 nl 
Como consecuencia, se verifica que 


gy? 
14 (4 iy) + EOL 


+.. 


x” . 1] n 
sàrtrte t Z to) fis + a) 
n:i ni 


de donde, teniendo en cuenta (7): 


(9) er+iY =eret), 


$ 4. TOPOLOGIA DEL ESPACIO EUCLIDEO 


1. El espacio euclídeo. 


DerivicióN 1.—Si se admite el siguiente postulado, se dice que la recta 
es una recta real: 


POSTULADO DE CONTINUIDAD DE LA RECTA. —Si R = (O; u} es un sistema 
de referencia en la recta, existe una biyección entre los puntos de la recta y 
el cuerpo de los números reales, en la que a cada punto le corresponde su 
abscisa respecto de R. 


En lo sucesivo supondremos que se verifica este postulado, por lo que 


podremos usar como términos equivalentes los de punto de una recta y nú- 
mero real. 
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DEFINICIÓN 2.—Sea V, = R x .. x R, el espacio vectorial real n-dimen- 
sional. El conjunto V, se llama espacio enclídeo real n-dimensional, y se re- 
presenta por E,, cuando se define la dependencia lineal del siguiente modo: 


A +... +A xXx 
a) XxX. ...x, son } d. <> | r3 n En 
i č Hay tus A, =0 


no siendo cero todas las 4;. Cuando se toma como definición de dependencia 
lineal (1) en lugar de la definición de dependencia lineal de vectores, a los 
elementos x de V, se les llama puntos del espacio euclideo real n-dimensio- 
nal, y los representaremos por letras mayúsculas. 

Se llama distancia entre los puntos X = (xa e v) e Y = (Y, o Vab y 
se representa por dist. (X. Y), al siguiente número: 


a dist. (X. Y) = Y G — ++. + (0, —7 2 


La distancia posee las siguientes propiedades: 
1. a) dist. (X, Y) =0 <=> X = Y. 


b) dist. (X, Y) = dist. (Y, X\. 
c) dist. (X. Y) — dist. (Y, D > dist. (X, ZD. 


El vector (+,, ..., £a) formado por las coordenadas del punto X se llama 
vector de posición del punto X. Se llama módulo del vector x = (%,, ..., Ca), 
y se representa por |x | al número: 


IX] = yr etet + EEN 


Si O = (0, ..., 0) es el punto origen del espacio, resulta que si x es el vector 
de posición del punto X e y el vector de posición del punto Y. se verifica que 


Ix|=dist.(0,X). y'= dist. (0. Y). | y—x!= dist. (X. Y) 


y las relaciones 1 dan lugar a las siguientes: 
1 a) |xl=0<=>x=0. 
b ly—x|=|x—y!. 
e) [x+y]<|x|+]yl. 


DerinicióN 3.—Se lama entorno-intervalo de radio e, o simplemente en- 
torno de radio e, de un punto A del espacio euclideo E,, y se representa por 
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Ee (A), al conjunto de todos los puntos X tales que: dist. (A, X) < e. 
Esto es: 


8) E, (A) = {X | dist. (A, X) < €}. 


DEFINICIÓN 4.—5e llama entorno-intervalo de radio e, o simplemente en- 
torno de radio e, de un punto A del espacio euclideo E,, y se representa por 
E: (A), al conjunto de todos los puntos X del espacio tales que | r; — a | 


<e, 1=1,..., 7, siendo (a,, ..., an) las coordenadas deA y (x,,..., Xa) las 
coordenadas de X. 


Fig. 90 a). Fig. 90 b. Fig. 91 a). 


En el caso del del plano euclideo, el entorno 
de radio e del punto A es el círculo de centro A 
y radio s, sin la circunferencia (fig. 90 a)), cuan- 
do se emplea la definición 3 y el cuadrado de 
centro A y lado 2: cuando se emplea la defini 
ción 4 (fig. 90 b)). En el caso del espacio euclí- 
deo de dimensión tres, el entorno de radio e de 
A es una esfera de centro A y radio e, sin la su- 
perficie esférica, cuando se emplea la definición 3 
(fig. 91 a)) y el cubo de centro A y arista 2e, sin 
Fig. 91 b). las caras, cuando se emplea la definición 4 (fi- 
gura 91h). 


DEFINICIÓN 5.—Se llama abierto de E, a la unión de un número finito o 
infinito de entornos. Se llama entorno de un punto A, y lo representaremos 
por E (A), a todo conjunto de En, que contiene un abierto, que contiene a A: 


E(A) entorno de A <> AEBCE(A). B = conjunto abierto. 
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Se dice que P es punto adherente del conjunto C de E, cuando en todo 
entorno de P existe un punto de C. Se dice que P es punto de acumulación 
de C cuando en todo entorno de P existe un punto de C, distinto de P, Al 
conjunto de todos los puntos adherentes al conjunto C se le llama adherencia 
de C. Los conjuntos iguales a su adherencia se llaman cerrados. 

Los conjuntos abiertos según la definición 3 de entorno coinciden con los 


abiertos según la definición 4, luego son equivalentes ambas definiciones de 
entorno. 


EJERCICIOS : 


778. a) ¿Es el interior de un polígono un abierto? b) ¿Es el in- 
terior de un elipsoide un abierto? c) ¿Es el conjunto punteado de la fi- 
gura 02 un abierto? 


7719. a) ¿Es el borde de un triángulo un cerrado? b) ¿Es el con- 
junto de las aristas de un poliedro un cerrado? c) ¿Es una superficie Fig. 92. 
poliédrica un cerrado? d) ¿Es un poliedro un cerrado? e) ¿Es una 
esfera, con su borde, un cerrado? f) Es el interior de una elipse juntamente con su borde un 
cerrado? g) ¿Es un punto cerrado? h) ¿Es un conjunto finto de puntos un cerrado? 


DerinicióN 5.—Se dice que la familia de subconjuntos (C;);.1 de E, es 
un recubrimiento del conjunto M, cuando todo punto de M pertenece a un 
conjunto C, (al menos). Si todos ios conjuntos del recubrimiento son abier- 
tos el recubrimiento se llama de abiertos. Un subconjunto M de E, se llama 
un compacto cuando de todo recubrimiento de abiertos de M se puede ex- 
traer un subrecubrimiento finito de M. 


2. Funciones entre espacios euclídeos. Límites.—Vamos a estudiar 
funciones cuyos conjuntos inicial y final sean espacios euclideos. A estas fun- 
ciones las llamaremos funciones reales, La función E, 4 E, se dice que cs 
una función de n variables reales con valores en Em. En particular, sin = m 
= 1, se dice que es una función real de una variable real. 


EJERCICIOS : 


780. Definir el conjunto original y el conjunto imagen y representar gráficamente la tun- 
ción y = sen 7, 
T8I. Representar gráficamente la función y = cos 4. 


782. Representar gráficamente y definir el conjunto original y el conjunto imagen de la 
función y = tg v. 


783. Renresentar gráficamente y definir el conjunto original y el conjunto imagen de la 
tunción y = cot v. 


784. Una función y = f (x) se llama periódica, de periodo t, cuando f es el menor número 
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real positivo para el cual es f (x + 1) = f (+), para todo r. Comprobar que las funciones seno 
y coseno son iunciones periódicas de periodo 27 y que tangente y cotangente son funciones 
periódicas de periodo v. 


785. Representar gráficamente y determinar or. e im. de la siguiente función, llamada 
coseno huperbólico: 


chr = 1 (exp. (1) + exp. (— mM) 


1] 


(cuando no se indica la base de la exponencial se conviene en suponer que dicha base es el 
número e). 


786. Representar gráficamente y determinar or. e im. de la siguiente función, llamada 
seno hiperbólico: 


shw = -L (exp. (1) —exp. —2)). 


787. A partir de las definiciones de ch y y de sh v, demostrar las siguientes fórmulas de 
le trigonometria hiperbólica : 


i 


a) chr—shir=1 b) ch(—~#)=chz. c) sh(— +} = —sh (7) d) ch(r+ y) 
=chx*chy + shrshwy e) ch(r—y) =chxchy—shxwshy. f) sh(r+y)=sh* ch y 
+shychx. g) sh (x — y) = sh z ch y —sh y cha. 


l 


788. Comprobar que la curva v =chż y = shż es una hipérbola equilátera, 


DerinicióN 1.—Sea E, E., una función uniforme de E, en En. A los 
puntos de E, y de En los representaremos por sus vectores de posición co- 
rrespondientes y a éstos con letras negritas. Se dice que el punto b es el 
limite de f (x) cuando x tiende hacia a, y se escribe b= lim f(x) cuando 


x>a 
para todo entorno Es (b), existe un entorno Es (a) tal que, para todo 
x€ Es (a), x a, se verifique que f(x) € E: (b). 


Simbólicamente, se puede expresar esta definición del siguiente modo: 


a) lim FR = b < VE b) => 3 E; (a) | Vx € E; (a), xa, j (x) € E; (b). 


x— a 


EJERCICIOS: 


789. Demostrar que lim 232 = 9. 


+ —> 3 

790. Demostrar que lim Qr+y=5. 
(xs 1) — (1,8) 

791. Demostrar que lim Br—y4+22 z +22) = (3,5). 
(1.2) — (1,4, 2) 


792. Si a es cualquier número real, demostrar que lim sens = sena. 


rad 
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793. Demostrar que si 6>0 y b es cualquier número real, lim exp, (1) = exp, (b) 
x—)b 


79. Demostrar que lim -- 
oi x-i 


Un caso particular de funciones reales lo constituyen las aplicaciones del 
conjunto N de los números naturales en un espacio euclideo n-dimensional 
E,. Estas aplicaciones se llaman sucesiones de puntos de En, y se represen- 
tan en la forma: 


a 
(2 N > E,: An ap 


La definición 1 de limite es válida para estas aplicaciones, sustituyendo a 
por œ y Es (a) por E (n) = {n >n |w € N}. Resulta, por tanto, que: 
6 lim a, =b <> YE, (b) =>3 E(M]V€E(0, a, € E, (b) 


n — O 
Se verifica la siguiente proposición: 


1. [lim f(x)= b] <=> [Para toda sucesión a, tal que lima,=a se 


verifica que lim f (an) = b]. 


4n— wo 

En el caso de una función real de una variable real tiene interés compac- 
tificar ia recta real añadiéndole dos puntos, llamados — œ% y + 00, el prime- 
ro que precede a todos los números reales y el segundo que sigue a todos 
ellos. Se llama entorno de + 00 de frontera e, siendo e cualquier número real, 
al conjunto de todos los números reales v, tales que + > «e. Análogamente, 
se llama entorno de — œœ de frontera e, al conjunto de todos los números rea- 
les x tales que x < e, y se escribe, respectivamente : 


(4) E, (00) =1r 11 >) E, (Co) = {r]r <e} 
Con esta definición de entorno de los nuevos puntos de la recta real, la 
definición 1 da lugar a los siguientes casos particulares : 
(5) lim f (4) = +00 <> VE, (+ o0) => 3 Ys (0) | Y 7 € E, (0), 1 +0, 
f(x) € Es (+ 00) 


(8) lim S) =b <> VE, (b) => 3 (+00)|V7 € Ls (+00), F (+) € E, (5). 


x — o 


T) lim f (7) = +00 <> VE, (+ 00) => 3 E; (+ 00) | V Y € Es (+ 00), 
x— +0 
(5) € E, (+ 00). 
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En algunas ocasiones no existe el límite igual a +00 o a —o0, pero 
existe el siguiente limite hacia 00: 


(8) lim (4) =00 <> V e6 >00 => 3 E (0) | V7 E E (0), 7 +a, |f(0)]>«8 
EJERCICIOS: 
i 2x41 
795. Demostrar que lim ————— = + œ. 


3 xi—ix + 4 
796. Demostrar que lim tg? = o0. 


Es E 
ss >— 
2 


LÍMITES POR LA DERECHA Y POR LA IZQUIERDA.—Sea f (+) una función uni- 
forme de una variable real. Sea r la semirrecta de origen a, siendo a un nú- 
mero real, tal que r = {x |x > a). Se llama entorno de un punto b de la 
semirrecta y a la interección de un entorno de b en la recta con la semirrecta 
r. Si b es distinto de a, los entornos de b en la semirrecta y en la recta son 
esencialmente iguales. Unicamente cuando b = a, los entornos en la se- 
mirrecta son distintos a los entornos de la recta. Un entorno del origen a de 
la semirrecta r, en dicha semirrecta se llama un entorno por la derecha de a. 
A un entorno por la derecha de a, de radio e, lo representaremos por E,e (a). 
Por consiguiente: 


(9) E, ¿ (a) =11 10 <r—a< e). 
Análogamente, se definen los entornos por la izquierda de a: 
(10) E_¿(0) =1x|-—s<r—a8<0). 


Si en la definición 1 de límite se sustituye Es (a) por un entorno por la 
derecha (por la izquierda) se obtiene el concepto de límite por la derecha, 
que se representa por lim f(v) (límite por la izquierda, que se representa 


x—>a+0 
por lim f(x). El límite por la derecha se designa también del siguiente 
—>a—0 
modo: lim f(x)= f(a:+ 0) (análogamente, lim f(r) = f (a — 0). 
z—>a+4+ùÌ x—>a-.0 


Por consiguiente: 


(1) fa+0= lim IO 5e E VE, 0) => a E, (0) [V 7E E, (0 
z= at 
+a, (1) € E, (b). 


a2) Ho—0)= lim }(7)=b <> Y E, (b) => 3 E_p (0) |VY7EE (0) 


z—>a—0 


+0, F(7)€E, (b). 
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EJERCICIOS : 


797. Calcular lim ÓN y lim trado , 
1>3+0 1i—5x+6 > 3-0 x?— 5x46 
798. Calcular lim tgv y lim  tgx. 
xz — + —0 x> 4 +0 
799. Sea la tunción escalonada f(x) = [r], siendo [+] el mayor número entero tal que 
[+] < v. Calcular lim (x) lim  7(%). 
0 


x—>i+0 o 


PRODUCTO DE LÍMITES. CONVERGENCIA UNIFORME.—Sea E, ER R una función 
de n variables reales definida en un abierto A de Ep: y'= f (83, ..., Vn). Sea 
B un conjunto de puntos de E, tal que, para todo punto (t, ..., tna) € B, 
exista lim f(x, Fa .... 4n). La correspondencia (*,, ..., ta) > lim f(x, 


z>a4a xq —>a 


La, +, Xna) es una función uniforme definida en B, que llamaremos F (r, 
2. Yn): 


(13) F (+ 


2.1 )= lim A, La 2). 


xy — a 
En virtud de la definición 1 de limite, se verifica que: 


2. Fl...) = lim f eu n <> [Y E (F (ta oo 1) ==> 


xq —>a 


ay 3 Eta, (a) IV, € Eso 1... X2) (a), *, +a, FE, Fyen Fa) € E: (F Cy o 2). 


RETE 2A) 
DEFINICIÓN 2.—Se dice que la función f (£,, ..., Va) converge uniforme- 


mente hacia la función F (x,, ..., £a) en el conjunto B cuando, para todo pun- 


to (Zas .... Ya) E B se verifica (14) para un 3 que no depende de (y, ..., 4.). 
Esto es: 


(15) FA) = lim u Go oot) <> [V E, (E Oy oo 47) 


=> 3 E (0) |V r €E (0), ra, (peo tp) € E, (E (Ey eo 8n) V (Zo, o 7) EB. 


EJERCICIOS : 


800. Demostrar que lim (+2 —xy2 + y3) =1— y? 4 y3, VYER. 


x— Í 
801. ¿Es unitorme la convergencia del ejercicio anterior en R? ¿Lo es en [— m, m], 
siendo m un número real positivo arbitrario? 


802. ¿Es unitorme la convergencia de la función f(x,y) = 37 —xtgy cuando 7 >a, 


siendo a cualquier número real, en el intervalo (o. 5) ?iLo es en el segmento [o, +) 
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Un caso particular de función de variables reales es el formado por las 


funciones uniformes: N x R x e R ZR f (n, Xis ..., m), en donde n 
varía en N y (%,, ..., Tn) en un abierto A de Em. Estas funciones se llaman 
sucesiones funcionales y se acostumbran a representar con la siguiente no- 
tación: 


(16) PM Ar cr Em) = fa jr eo Tm): 


A estas funciones se pueden aplicar las definiciones (14) y (15), sin más que 
sustituir el entorno Est... por E (n (Xis ..., m)), resultando la siguiente: 


žm) 
DEFfINICIÓN 3.—Se dice que F (x,, ..., %m) es el limite de la sucesión fun- 
cional fa (Y,, ..., Vm) cuando n — œœ, y se escribe: 


F (Feo Fm) = lim fy pen Tm) 
n —> 0 


cuando, para todo entorno E; (F (x,, ..., 4m)), existe un entorno E (n (x,, 
..., %m)) tal que, para todo w € E (n (x,, ..., Ym)) se verifica que fu (4,, ..., Tm) 
€ E; (F (£i; ..., %m)). Esto es: 


(15) F (Ep ein) E lim Hal o Fn) <> [V E, (E (> «++: 29) 


n— 0 


DAME. tm) € NV > MP pr.o tds n jp + Am) € Es (F CANA 


Cuando se puede hallar el número n (x,, ..., £m) de modo que no dependa 
del punto (x,, ..., Y), se dice que la convergencia (o el límite) es uniforme 
en A, Luego: 

(16) F Ep Am) = lim uf, (A, 2 E) <> [V E, (F (£ E) 


=> I NMENIVAE >n, Fnr cr Im) EEE (Peo Ad) V on) EA. 


EJERCICIOS : 


803. Demostrar que lim |- + = =|+v+]. ¿Es este límite uniforme en toda la rec- 
n—>0o 


ta? ¿Lo es en el segmento [— m, m]? 


804. Calcular lim sen pe y, +0. 
n 


n — o 


1— an 


805. Calcular lim 


=Y averiguar si la convergencia es uniforme en el segmen- 
wo a 


to [0, a]. 
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En lugar de considerar aplicaciones de E, en R se pueden considerar, en 


general, aplicaciones de Es. X oa X E, L Em, de la forma: 


(17) [Rp x)=y€E,, KE Es. 


y se pueden extender las definiciones (183) y (14) a estas aplicaciones. 


DEFINICIÓN 4. 
(18) F(p esx) = lim PX oox) <> [V E, (F (xp -o x,) 
X, >a 


=> 3 Ex. EEE.) (a) | Vx, € Esta, arer Xy) (a), X; + ax, -u X,) € E, (F)]- 


Si en (18) 3 no depende de los puntos Xy, ..., Xy, para (Xz, ..., X) E A se dice 
que el límite, o la convergencia, es uniforme en A. Un caso particular de (18) 


a 


es cuando las coordenadas del vector x, varían en N x .. x N, en cuyo caso 
la aplicación (17) se escribe en la forma: 
(19) FG, ..., la, Xp eo x,) = fo, cota E. Lo Rp) 


Las aplicaciones (19) se llaman sucesiones múltiples de aplicaciones. El caso 
más particular de (19) es cuando r = 1; en este caso EA es una aplica- 


ción N, x ...'x Na R, llamada sucesión múltiple de números reales. Por 
consiguiente, la definición 4 se puede aplicar, como caso particular, a las su- 
cesiones múltiples. 


EJERCICIOS : 
806. Enunciar la definición (18) en el caso de las sucesiones múltiples. 


. DE 
807. Calcular lim Gat DA 


> 2 dat, —1 


3. TEOREMA.—Sea f(x, y) = z una aplicación de E, en E, definida en un 


abierto A de E,. Si existen los tres límites : lim (y); lim a. £ (x, y), 
(x, y) — (a, b) x>a 


VyE€E(D); lim u. f(x, y), Vx€ E (a), se verifica que 
y —>b 


(20) im  P(4,y)= lim lim f(r, y)= lim lim f(x, y). 
(z, y) — ta, b) y— b za ra y—b 


DEMOSTRACIÓN. — Sea lim f@, y)=c, lim f(r y) =g 0), 


(x, y) > (a, $) —a 
lin (ay) =24(0). Sea e un número positivo arbitrario. Dado el entor- 


p>b 
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no E, (c), se verifica que existe un entorno E, (a, b), tal que Y (x, y) 


2 
€ E,, (a, b), se verifica que 


(21) HEN" < <> 


De la segunda hipótesis, se deduce: Wy€Es, (b) 3 E, (a) |Y 
€ Es, (a) => 


(22) IED. 


Sea, por tanto, y€ E, ()N E, (b) y +€E,, (a) NE, (a), se veri- 
ficará : 


Ieo elsi miey tene el Ll O SNIEG 


lo que expresa que 


lim (g 0) =f, 
y>)b 


con lo que ha quedado probada la primera igualdad (30). Análogamente, se 
prueba la igualdad del primer miembro y el tercero. 


EJERCICIOS: 


808. Demostrar que lim y* æ 0, Y y € (0,1), pero que la convergencia no es uniforme, 


r— wm 


809. Como consecuencia del ejercicio anterior, comprobar que 


lim lim y lim lim yr, 0<yS<S1. 
310 zw y] 


El teorema 3 se puede enunciar también para cualquier número de varia- 
bles y de límites. 


4. SiF (y,z) es una función uniforme de dos variables independientes, 
Yy: Z, y si y = Í (x), z = g (x) y existen los límites: 


lim f(x)=b, lim g(x)=c y F(y, 2 =1 
x>a 


lim 
x>a (7,2) >1b,c) 


se verifica que: 


F (y, = en E (f (x), g (x) 


im f 
(D> (lim f(x), lim g(x)) 
rx>a x>a 
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DemosTRAcióÓN.—De lim  F(y,2)= l, se deduce que, para todo 


DA) 
«> 0, existe un entorno Es (b,c) tal que V (y, 2) € Es (b, c), (y, 2) E (b, ©), 
es EF (y, 2) € E¿. Análogamente, existen 3, y 3, tales que Vv € Es, (a), ra, 
(4) EE (b), y Vr€ E, (4), r+a g(7) € Es (c), luego, suponiendo que 
los entornos que se emplean sorn cuadrados y que 3” = min. (84, 8,), se verifica 


que Vx € Es. (a) =>, (F (4), g (1)) € Es (b, ©, luego F (f (+), g (1)) € E: (D). 


COROLARIO.—S1 lim F (y, z) = F (b, c), se verifica que lim F (f(x), 


(y, z) — (b,c) 
86) =F( lim 1(%), lim g4x)), siendo b= lim f(x) y c= lun g(x). 
x—>a x—> a x—>a *x*x— a 


CÁLCULO DE LÍMITES. 


5. Si y y z son dos variables reales independientes, se verifica: 


a) lim (2y)=2Z lim y. db). lim (my + nz) =4u lim y + n lim oz, 
y—b y =>b (y, z) > (b,c) y=>b zZ><C 
siendo m y n números reales, c) lim (yz) = lim y. lim z. d) 

(y,z) >(b, c) y —b zZ>c 
lim y 
lim Y Mm, e +0. e) lim log, y = log, lim y. f) lim sen y 
(yz) —> (b,c) Z lim z y =>b y >b yb 
i>c 


= sen lim y. g) lim cos y = cos lim y. h) Si f(y,2)>0 en un entorno 
y -> y >b =>b 


y 
El(bboOysi lim  1(y,z) =m>>0, se verifica que lim log, f(y, z) 


(y, z) > (b, c) (y, 2) > (b, c) 
dim Z 
= log, lim f (y, z). 1) lim y =( lim yf”, b>0. 
(y, 2) — (b,c) (y, 2) => (b,c) y—>b 


DemosTRACIÓN.—a) Si |z| < m, y si e es un número positivo arbitra- 


rio, se verifica que, para todo y tal que |y—b]| <+, se verifica que 
lay=2eb|=j8]]y—b]<eEl<e. 
b) Si e es un número positivo arbitrario, para todo (x, y) € E; (b, €), 


siendo 3 = min, se verifica que 


e £ ) 
2]m|] * 212] 


[myena—(mb+2 0] < Im ly 14 imli2—01< Im lalo + 
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c) Sea e un número positivo arbitrario. V (y, 2) € Es (b, c), siendo 
$ 


58 = mín. [ >, —— ~] se verifica que 
2|1c]” e 
ia) 
[ya—=bc]| =|ye—ye+ye—be| <lyllz—cl]+/|c]ly—bo) 


EA er cooperar add ds 1 y 
alela] 


ya que 
m G ¡EA 
lyl=1b+( a > <1, 


d) Sea e un número positivo arbitrario. V (y, 2) € Es (b, c), siendo 
|2] >m y 5 = mn. (Es sele! 


) , se verifica: 


2 * 2]6] 
Y è lyc—óz| Iyeo=bc+bc—b3| ly—=ó | lel+]5l1]c—3 
AAA A < ID 
zo € ple] [=|1c] izliec] 
_[ólempe] e e 


La tajin C a ta 


e) Sea e un número positivo arbitrario. Se supone que a >0, b >00. 
V y € Es (b), siendo 3, = mín. (b (a° — 1), b(1— a°)) 


(O >b), log, <log, aë = e, 
| log, y — log, b | = 


y 
log, — | = 
b 
(y< b), log, +5 “«<log, 6% = e, 


f) Sea e un número positivo arbitrario. Recordando que V v, | sen | 
< | y |, resulta que V y € E, (b), se verifica : 
s+% 


2 cos —¿— sen ES 


| sen y — sen ġ | = 


sen - 


v—ó 21y—6] 
2 E 2 < 


g) Es consecuencia de f) y de cos y = sen | s ») = sen (5 + s): 


h) Sea s un número positivo arbitrario. Sea y = mín. (m (a* — 1), 


m (1 — a~) (se supone aœ 1). De lim f (y, z) = m, se deduce que 
(y, 2) — (b, c) 

existe un número positivo 3 tal que V (y, 2) € Es (b,c) se verifica que 

|} O, 2)—m] <n, luego Y (y, £) € Es (b, c) se verifica que 


00.2 > m), log, LZE < oga 72 =: 
m m 


| log, I (y, 2) —log, mj = log 


saj- 
7 


Q W, 3) < m), log, — Z — < log, a = e. 
) < m), log, Fj L Eat 
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i) El límite: lim log. y? = lim <logy es uniforme para todo 
y y>5 


¿€ E, (0), cualquiera que sea M, ya que Vy€Es(b), siendo 3 = min. (b (a 


e 
— 1), b(1—a *)), siendo e un número positivo arbitrario, se verifica que 


£ 
| z log, y — 2 log, b į = | z | | log, y —log, b | = gi loga > <| a) toga" = LEE Se, 


Por consiguiente, en virtud del teorema 3, se verificará: 
lim log, Y7 = lim lim (log, y)= lim z. lim log,y= clog, lim y 
(y: 2) => (b,c) z=>c y—>b 2>c0c —>ió >—>b 


= clog, b = log, b°. 


Ahora bien, en virtud de h) es lim loga y? = log, lim y y en 
GQ 2) — (b.c) (1,2) > (b,c) 
virtud de la uniformidad de log, resulta i). 


Supondremos en Ío que sigue que existen los límites: lim f(r), lim g(r), 
za x—> a 


De los teoremas 3, 4 y 5, resultan inmediatamente las siguientes fórmulas: 
6. lim f(r) g (y) = g (y) lim ft»). 
7. lim [mf(A)+2n2(0)]=m lim f(r) +1 lim g (4). 


8. “im Fe. gw] = lim f(r). lim g(). 


lim f(x) 
o . flx za 
. 0, = E . 
9. Silim gŒ) E0 lim o S im z 
10. Si lim f(7)>0, lim log, f(x) = log, lim f (4). 
11. lim sen (f (r)) = sen ( lim f(r). 
x—>a x—>a 
12. Si lim f(DH>0 y | lim gw) |< + %, 
—>a x a im g0) 
lim [f e] =| lim payo 
EJERCICIOS : 
810. Calcular: Jim E — ta , a F0 b, $0. 
811. Calcular lim A , siendo xx) = x (r—1)... (r—na + 1). 


x- 0 RES 


32 
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27 +14 +1 


BR—6: +2 
812. Calcular lim (1+-) E 


z- 0 
813. Demostrar que si en un entorno de a se verifica que f(r) <£ (7) <A(9), y si 
lim f(*) = lim 4 (+), se verifica que lim g(*)= lim f(x). 


. oa za .—a za 


S14. Calcular lim A 
zoo Senx 


815. Calcular lim El 
z>0 Ex 


816. Calcular lim E A 
z= 1—cosx 


3. Funciones continuas de variables reales. 


A , po . 7 . 
DerixicióN 1.—Sea En > En una función uniforme definida en un abier., 
to A de Es: y = f(x). Sea a un punto de A. Se dice que la función f es con- 
tinua en a cuando se verifica que 


(1) lim f(0)=fÍ (lim x)= f(a). 


x— oa x—a 


La función f (x) se dice que es continua en el conjunto A cuando es continua 
en todos los puntos de A. 


EJERCICIOS: 


817. Demostrar que las siguientes funciones son continuas en A: a) y =x", n natural, 
para A = R. b) y=, a real, para A = R+. c) y = exp, (4), 6>0, para A =R. d) 
y = log, (4), a >00, para A = R+. e) y = senz, para A = R. f) y=tgx, para A=R 


T 
me y a dy A 
r+) 


Rez 
818. Sea f(r) =2x +1, para + +1 y f(1)=0. Probar que f(r) no es continua 
para v = 1. 


x? — 1 E 
————— no es continua para v = 1. 


819. Demostrar que la función i 
x —_— 


F > T 
820. Demostrar que la función y = tg r no es continua en el punto w = z` 


821. Demostrar que la función y = [1], siendo [+] = mayor entero menor que x, no es 
continua en el punto + = n, siendo n un número entero. 


sen x 


822. Demostrar que la función y = ae] 
nx 


no es continua para x=". 


823. Demostrar que la función z = e — (++ y?) es continua en todo el plano E,. 
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Las funciones que no son continuas en el punto a se llaman discontinuas 
en a, y a es punto de discontinuidad de la función, 

Recordando la definición 1, 2, y la definición general de entorno (defini- 
ción 5, 1), la definición de función continua en un punto a es equivalente a 
las siguientes: 


DerixicióN 1'.—y = f (x) es continua en el punto a <=> Y E. (f (a)) 
==> 3 Esla) | Vx€ Es (a), f(x) € E. (f (a)). 


DerinicióN 1”.—y = f (x) es continua en el punto a <=> VE (f (a)) 
=> Tf" (E (f (a))) es un entorno de a, siendo este entorno el definido en 
la def. 5 de 1. 

La equivalencia de las definiciones 1 y F es trivial. Vamos a probar la 
equivalencia de 1' y 1”. 


1. Las definiciones T y 1” son equivalentes. 


Demostración. —Def. Y => Def. 1”. Sea E (f (a)) un entorno genera- 
lizado de f(a), esto significa que existe un abierto A C E (f (a) y f(a)€ A. 
Como A es una unión de entornos-intervalo, f (a) pertenecerá a un entorno- 
intervalo y si e es la mínima distancia de f (a) a la frontera de este entorno- 
intervalo, E, (f (a)) CA y, por la def. 1', existe Es (a), tal que f (Es (a)) 
C E: (f(a) CAC E (f (a), luego ff (Es (a)) Cf" (E Q (a), es decir, 
Es (a) Cf (E (f (a))) y como Es (a) es un abierto que contiene a a, resulta 
que f? (E (f (a))) es un entorno de a. 

Def. 1” => Def. 1. Sea E; (f (a)) un entorno-intervalo arbitrario de 
Fa). Por la Def. 1” se verifica que 
PE. (a)) es un entorno de a, lue- 
go existe un abierto A tal que a€A 
Cf (E: (f(a))), luego a pertenece a un 
entorno-intervalo I de A, y llamando 3 a 
la distancia de a a la frontera de l, se veri- 
fica que Es (a) SICA CF (E: (f (a))), 
de donde: 


Í (ŒE; (a)) C E, ( (a). 
Q. E. D. 


Consideremos los ejemplos de las fi- Fig. 93. 
guras 93, 94 y 95. Se trata de tres fun- 
ciones uniformes definidas las tres en un abierto I = (a, b). Obsérvense 
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los siguientes hechos: a) Las funciones f (+) y g (+) son continuas en I y 
la función h (+) no es continua en I. b) f (a, b) = (a, b’), g (a, b) = (a, e], 


h (a, b) = (a, b’). Esto es, una función continua puede transformar un abier- 
to en un conjunto no abierto y una función discontinua puede transformar 
un abierto en otro abierto. c) Las fun- 
ciones continuas f(x) y g(r) definidas 
en los abiertos I son tales que las fun- 
ciones recíprocas, f}! y g` transtorman 
siempre abiertos del eje y en abiertos del 
eje x ($ (m, n) = (m, n), g (m, n) 
= (m, n) U (p, g), g” (r, s) = (r, r,)), 
mientras que la función discontinua en 
el abierto T = (a, b) es tal que h (m, w) 
= [m, n), que no es abierto. Estas ob- 
servaciones experimentales conducen a 
enunciar el siguiente teorema: 


f ; 
2. La función uniforme E, > En, definida en el abierto A, es continua 
en el abierto A <=> Para todo abierto B de Em se verifica que f~ (B) es 
un abierto de En. 


DEmMosTRACIÓN —>.—Sea B un abierto arbitrario de En. Si B N f (A) =Ø 
ya está demostrado. Supongamos que a'€ BN f(A), luego f*(B) +ø. 
Como un abierto es una unión de entornos, todo punto de un abierto perte- 
nece a un entorno, luego, si a es un punto de un abierto, existe un entorno 
de a que pertenece al abierto. Reciprocamente, si C es un conjunto tal 
que todo punto de C posee un entorno contenido en C, se verifica que C 
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es el abierto unión de los entornos de todos sus puntos. Por consiguiente, 
para probar que f-* (B) es un abierto bastará ver que contiene un entorno de 
cada uno de sus puntos. Si a € ft (B), sera a = f (a) € B N f (A). Por ser 
B un abierto, existe un entorno E: (a^) c B y por ser f continua en a, existe 
un entorno Es (a) tal que f (Es (a)) C E: (a) c B => E; (a) Cf (B), 
luego f} (B) es un abierto. 

<=. Sea a un punto arbitrario de A. Sea E (f (a)) un entorno arbitra- 
rio de f (a), luego f(a) € B c E (f (a)), siendo B un abierto. De la hipóte- 
sis resulta que f}! (B) es un abierto, luego a € f*(B) Cf (E (f (a))), que 
prueba que f* (E (f (a))) es un entorno de a, y por la Def, 1” f es conti- 
nua en a. Q. E. D. 


Quedan como ejercicios para el lector las demostraciones de las proposi- 
ciones siguientes: 


3. Sif(x) y g(x) son funciones continuas (en un punto a o en un abier- 
to A) se verifica: 


a) Af (x) es continua (en a, en A, respectivamente), siendo à una cons- 
tante. 
b) Af(x) + u g(x) es continua (en a, en A, respectivamente). 
c) f(x).g(x) es continua (en a, en A, respectivamente). 
d) Ha es continua (en a, si g (a) + 0; A, sig d 
z (3) „si g(a sen A, si g (x) +0 para todo 
x€A). 


4. La función producto de dos funciones continuas es una función con- 
tinua. 


DEMOSTRACIÓN. —Emplearemos la Def. 1”. Sean f y g dos funciones con- 
tinuas tales que im (g f) + ø. Por hipótesis, f es continua en a y g es con- 
tinua en f (a). Vamos a probar que g f es continua en a. Recordando que 
(ge A = fF g7, sea E(gf(a)) un entorno arbitrario de g f (a). Por ser g 
continua en f (a) se verifica que g7* [E (g [f (a)])] = E (f (a)), y, por ser f 
continua en a, f*[E(f(a)] = E (a), luego (g A` [E (G f (a))1 = E (a), 
que prueba que g f es continua en a. 

Como aplicación del teorema 4 y de propiedades conocidas, esulta inme- 
mediatamente : 


5. a) Si f(a)>0 y f es continua en a, log f(a) es también conti- 
nua en a. 

b) Si f(x) es continua en a, sent (x) y cos f (x) son continuas en a. 

c) Si f(x)>0 xy |g(x)| <+ œ, las continuidades de f y de g en x 
implican la continuidad de f(x) en x. 
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EJERCICIOS : 


824. Dibujar una función continua definida en un abierto que transforme un abierto en 
un cerrado. 


825. ¿Sería posible la construcción de la función del ejercicio anterior, imponiendo, ade- 


más, la condición de ser f-1 uniforme? 


0 a c b x 


Fig. 96. Fig. 97. 


826. Decir si son o no continuas, en su conjunto oríginal, las funciones representadas 


en las gráficas de las figuras 96 y 9T: a) y = f(x) definida en (a, b) U (c, d). b) y = g (2) 
definida en (a, b). 


CONTINUIDAD POR LA DERECHA Y POR LA IZQUIERDA. 


DerINICIÓN 2.—Se dice que la función uniforme f(x) es continua por la 


derecha cn el punto a, cuando se verifica que: 
a Fa0+0=f(a). 


Se dice que la función uniforme f(x) es continua por la izquierda en a 
cuando: 


(3) f (a — 0) = f (a). 
EJERCICIO: 


827. Averiguar por qué lado es continua la función y = [+], siendo [x] = mayor entero 
menor que y, en los puntos de abscisa entera. 


PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS. 


` Í . ., . ` 
6. Si En> Em es una aplicación continua de un conjunto compacto, C, 
de E,, en Em se verifica que f (C) es un conjunto compacto de Em. 
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DemostTRacióN.—Sea ([A;);., un recubrimiento de abiertos de f(C). Por 
ser f continua en C, los conjuntos {f> (A) A C),,, son un recubrimiento 
de abiertos de la topología subordinada por la topologia de E, en C. Por 
ser C compacto, se puede extraer de él un subrecubrimiento finito: 
{F (A) N Che, siendo J un subconjunto finito de I. Como f [f> (A) N C] 


= A,, el conjunto {A;};;; es un subrecubrimiento finito de f (C), luego f (C) 
es compacto. 


DerINICIÓN 3.—Se llama homeomorfismo entre dos subespacios C y C' 


a . . e: Fo 3 
de E, y Em, respectivamente, a toda biyección C > C, que sea continua, 
siendo la aplicación inversa también continua. 


` -r . f z 7 ; 
7. Toda biyección continua C > C, CC Ens C C Em, siendo C com- 
pacto, es homeomorfismo. 


8. Si R>R es una función uniforme y continua cuyo original, or (f), 


es un conjunto compacto de R, se verifica que f (or (f)) posee máximo y 
minimo. 


DEMOSTRACIÓN DE 8.—En virtud del teorema 6 se verifica que f (or (f)) 
es compacto. En virtud de 18 (3, $ 1) se verifica que f (or (f)) es un conjunto 
cerrado y acotado de R, y en virtud de 14 b) (3, $ 1) f (or (f)) posee máxi- 
mo y mínimo. 


Al máximo (minimo) de f (or (f)) en el teorema anterior se le llama 1má- 
ximo absoluto (mínimo absoluto) de la función f. 


DerinicióN 4.—La función uniforme E, > E, se llama uniformemente 
continua en C, siendo C © or (f), cuando, para todo número positivo, s, exis- 
te otro, 3, tal que, para todo par de puntos, x, y, de C tales que distan- 
cia (x, y) < 3, se verifique que distancia (f (x), f y) < €. 


9. Toda función continua sobre un compacto C de E, es uniformemente 
continua en él. 


DemosTRACIÓN.—5ea (1,),., un recubrimiento de f(C) mediante inter- 
valos de diámetro e. {f> (1,)),., es un recubrimiento de abiertos de C. Este 
recubrimiento se puede descomponer en un recubrimiento de intervalos, pues- 


to que f~! (Ip) = U I;, Por ser C compacto, se puede extraer de este último 


o 
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recubrimiento un subrecubrimiento finito, (1'y);.,, L un subconjunto finito 
de índices, Sea M = (Aj, B,) el conjunto de los extremos de los segmentos 
T; y sea 3 el mínimo de las distancias entre dos de los puntos de M. Si x e y 
son dos puntos de C tales que su distancia | + — y | sea menor que 5, se 
verifica que ambos pertenecen al mismo intervalo 1',, pues, si no fuese así, 
esto es, v € I',, y El”, (fig. 98) (el razonamiento que sigue se hace en la recta 
+ y respecto de las intersecciones de los intervalos con ella). 


Aj xX Ax Bj Y Bk 
Fig, 98. 


€ ll, yer, si, p. e, A4 <a <B, A <y <B, r <y, se verificaría 
que A, y B; se hallarían entre x e y, luego | + — y | > | A+— B, | > 5, con- 
tradicción. Si x e y pertenecen al mismo segmento, I; sus imágenes f (4), 
f (y) pertenece al mismo segmento I, luego |f (1) —f(Y)|<e. 


10. Si f(x) es una función continua definida en un segmento cerrado 


s = [a,b], f(x) toma todos los valores comprendidos entre su máximo 
y su minimo absolutos. 


DemosTRACIÓN.—En virtud del teorema de Borel, s es un espacio com- 
pacto, luego también lo es f(s). Sean M = f(x) y m = f (y) los máximo y 
mínimo absolutos de f (4). Si existiese un número s tal que m<z<M y 
que no perteneciese a f(s), como f (s) es cerrado en la recta real, existiría 
un entorno E de z que no contendría ningún punto de f (s). Sea 2 e el radio 
de E. Por ser f (+) uniformemente continua, se puede hallar un 3 tal que de 
[v — y | <8 se deduzca | f(r)— f} O| <e. Por ser M+mes 2 y. 
Sea, por ejemplo, x < y. Sea C el subconjunto de f (s) formado por todos los 
puntos c tales que f (c) > 2 y C el conjunto de todos los puntos e de f (s) 
tales que f (c) < z. Evidentemente: CUC'=f(s), CNC fp, MEC, mEC. 
Por consiguiente, los puntos del segmento [x, y] se pueden clasificar en dos 
clases, C, y CŒ, por la condición: f(C,) € C, FH(C,) € C. De aquí resulta que 
s=CUC,,CNC,=p9."“EC,y€C,. C poseerá un extremo superior, 
t< y. En el entorno E, (è) habrá un punto p €C, y un punto q € C.. De 
[p—q1<8 se deduce que |f (f)— f(| <e: y de pEC, y qE, se 
deduce f(p) EC, f(a) EC, luego 1f(p)—f(q9)| > 2e, contradicción. 


11. Si f(x) es una función continua en el segmento [a, b] y f(a) >0, 
f(b) <0, existe un punto c tal que a<c<b y f(c) =0. 
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EJERCICIOS: 


823. ¿Es la función y = tg + uniformemente continua en el intervalo (0.5) 
829. ¿Es la función y = tg + uniformemente continua en el intervalo (o, 7)? ¿Y en 


el segmento | 0, Ž ] ? 


830. El teorema 11 permite calcular una raiz de una ecuación con tanta aproximación 
como se desee. Aplicario para calcular la raíz de la ecuación 


JE) = sens tei =0 


con un error inferior a una centésima. 
831. Calcular la raíz de la siguiente ecuación: 
f(x) = log, 7 +—10 = O, 
con error inferior a una milésima. 


832. Calcular una raiz de la ecuación 


j) = 142x421 —1=0, 


con un error inferior a una milésima 


CAPITULO SEXTO 


CALCULO DIFERENCIAL DE FUNCIONES 
DE VARIABLES REALES 


$ 1. DIFERENCIALES Y DERIVADAS 


ma f 
1. El problema del cálculo diferencial.—Dada una aplicación A > Em 


de un abierto A de E,, se desea sustituirla por otra B 5 En, tal que se apro- 
xime a la aplicación f suficientemente en el entorno de un punto a de A. La 
aplicación g se elige lo más sencilla posible siempre que la aproximación sea 
suficientemente buena. Este problema es el problema propio del llamado cálcu- 
lo diferencial. El planteamiento del problema exige definir una medida de 
la aproximación de dos aplicaciones en el entorno de un punto. 


OBSERVACIONES EXPERIMENTALES. —En las aplicaciones de la figura 99 a) 
se verifica que f(e + dx)—gl(a+ dr)=A es aproximadamente igual a 
dx, y esto para cualquier d x, siempre que éste sea suficientemente pequeño. 


Fig, 99. 


En la fig. 99 b) si, por ejemplo dx = 0,1, A es aproximadamente 0, 01. En 
la figura 99 c) si dr = 0,1, A es aproximadamente 0, 001. Esto es, A es, 
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en el primer caso, aproximadamente igual a m d x, en el segundo a md a”, 
en el tercero a md x’, luego los exponentes de d + pueden tomarse como 
medida de la aproximación. 


Para definir con precisión estos exponentes se procede del siguiente 
modo: 


DerInICIÓN 1,—Sean f (x) y g (x) dos aplicaciones de E (a) en Em, siendo 
E (a) un entorno del punto a de E,, tales que f(a) = g (a). Tomando en el 
espacio E, x E,, como origen el punto (a, f (a)), y llamando a la nueva va- 


Em=Y dy 
y=9(X) 


fcdx)-Ag (dx) 


g(a)=fía) 


Fig. 100. 


riable d x, esto es, poniendo x =a + dx y åf(dx) = f (a + d x)— f(a), 
A g (dx) = g (a + dx)— g (a) (fig. 100), se puede tomar como medida de 
la separación de las aplicaciones en el punto dx la diferencia: 


®© |A f(dx)— Ag (dx) | 


Ahora bien, (1) es una aplicación de un entorno E (0) de O en R. Si existe: 


, [Af(dx3—aAgl(d xXx] 
2) o EDS =A 
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siendo 1 + 0, se dice que la medida de la aproximación de g (x) a f (x) en 
un entorno de a es igual a r. Esto es: 


 1ar(dx)—Agld 
(8) | med. aprox. (5 (0), Fe) = <> lim AL =1+0. 


EJERCICIOS : 


833. Sean / (1) =2x—1, g (+) =3x + 2, Medir la aproximación de f (+) a g (xr) en un 
entorno del punto común a las dos aplicaciones. 


834. Sea $ (1) =272—x +4, g(1) =8x +4. Medir la aproximación de g(x) a f(x) 
en un entorno del punto G = 2. 


835. Medir la aproximación de g (x)= Tx— 4 a f(x), siendo f (+) la función del ejer- 
cicio 834. 
838. Sea f (+) = log v, siendo log v el logaritmo neperiano de v, g (1) =2r—2e+1, 


k (x) = 4 x. Medir la aproximación de g y h a f en un entorno del punto a = e. 


1. med. aprox. (g (x), f (x)era) = med. aprox. (f(x), g (x)Deía . Es 
consecuencia inmediata de la definición (8). 

Para estudiar el problema general de la aproximación de una aplicación 
arbitraria mediante una aplicación conocida se comienza por resolver este 
problema en el caso en que la aplicación conocida sea una aplicación lineal. 


APROXIMACIÓN LINEAL DE UNA APLICACIÓN.—Sea ALE una aplicación 
de un abierto A de E, en En, sea a€ A un punto de A y sea Af(d x) 
= f(a + dx) —f(a) la expresión de la aplicación f tomando como origen 
el punto a. La aplicación A f (d x) es una aplicación de un abierto, A”, que 


e . » e. » 
es entorno de O, en En. Sea V,—>V un homomorfismo o aplicación lineal del 
espacio vectorial V, enel espacio vectorial Vm. Al vector variable en V, lo 
representaremos por d x. 


Se trata de resolver el siguiente problema: 


2. Dada la aplicación A f(d x), cuyo conjunto original es un abierto A’ 


. ` . 9 > e., 
del origen, determinar el homomorfismo Va—¥Vm por la condición de 


que la medida de la aproximación de y a A f (dx) en un entorno E (0) del 
origen sea máxima. 


2. Diferencial de una función de una variable real.—Para simplifi- 
car el razonamiento vamos a tratar el problema general de aproximar una 
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aplicación arbitraria en el entorno de un punto mediante una aplicación lineal 


en el caso de una aplicación ER R, siendo A un abierto de R. 


Sea la aplicación A2>R, A = (p, q) (fig. 101): y = f (r). Supongamos 
que el grafo de la aplicación tenga por gráfica la curva de la figura 101. To- 
mando como nuevo origen el punto 
P de la gráfica y llamando d x y d y 
a los ejes paralelos a y e y, respecti- 
vamente, trazados por P, la expre- 
sión de la aplicación y = f (x), res- 
pecto de los ejes {d v, d y), es: 


(4) Ax =f(0+dx)—f(a), 
r=a+dx. fía) 


Un homomorfismo y de V, en V, 
tiene por ecuación: dy =tdx y E E 
su gráfica, respecto de los ejes 

{d x, d y}, es una recta que pasa por Fig. 101. 


el origen P. El problema de aproxi- 
mación en este caso se formulará del siguiente modo: 


(6) med. aprox. (q, Af (d Deo) = máx. 
Ahora bien, en virtud de (3), es 


o 1A7(dx)—el 
med. aprox. (p, A f (d eo =r aim aer =ł4¢0, 


pero 


— o! | q R 
AD AO de] 
di>0 [der desd Td x|" 


Supondremos que existe el límite : 


o 1af(dx)—tdx| 
Pida da | 


para todo t, de donde med. aprox. (p, Af (d x)) > 1. Para que la aproxima- 
ción sea mayor que 1 será por tanto necesario que 


! ( -td 
(6) iim Af(da)—tdxl 


=0. 
dx>0 dx! 
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Ahora bien, la condición (6) es equivalente a 


. Afldx)i—itdx 
7 lim ————— =0, 
g dz>0 dx 


de donde 


(8) ¿= lim AFA — lim Latas) -fa 


dz >0 dx dr>0 dx 


Por consiguiente, la aplicación 4: dy = td.r, cuando t toma el valor (8), 
se aproxima a la aplicación Af(d +) en un entorno de o más que cualquier 
otra aplicación lineal. A esta aplicación se le llama diferencial de la aplicación 
f (x) en el punto a. 

Al número definido por (8) se le llama derivada de la función f (x) para 
x = a, y se representa con las notaciones siguientes: 


9) Di =P =P 02 LLL 


z>0 dx 


A la aplicación q se la representa por d f (a, d x), o simplemente, cuando 
no haya lugar a confusión, por d f (t)x... Por consiguiente: 


(0) df(a,dx) =F (2), adt =F (adx. 
De (10) resulta la siguiente expresión para la derivada: 


an L Ora A, 


Cuando existe el limite (8) se dice que la función f (x) es diferenciable o 
derivable para x = a. 


EJERCICIOS: 


837. Calcular d f (8, d x), siendo: a) f(x) = +2, b) f() =5r +1, © f(r) = 1 . 
£ 
838. Calcular d f (8, 10) para las diferenciales del ejercicio anterior. 


De la definición de diferencial resulta que la recta de ecuación d y 
= f (r)a d y, respecto de los ejes (dx, d y), es la que más se aproxima 
en el punto P a la curva de ecuación dy = Af (dx). A aquella recta se le 
lama tangente a la curva en el punto P. Por consiguiente, la ecuación de 
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la tangente a la curva d y = Af (d x) en el punto P es, respecto de los ejes 
(dx, dy}: 


(12) dy =f (adz, 


“y la ecuación de la tangente, respecto de los ejes {x, y}, será, por tanto, 


a3) y— ia =f (a) (+—a). 


EJERCICIOS; 


839. Escribir la ecuación de la tangente a la parábola y = +? en el punto v = 3, Idem 


a la hipérbola y = co , en el punto Y = 5. 
x 


3. Diferencial de una aplicación ALE, —En donde A es un abier- 
to de En. 

Estudiando el problema general enunciado en 2 de un modo análogo al 
seguido en el caso n = m = 1, se obtiene la siguiente definición general de 
diferencial de una aplicación en un punto a. 


DEFINICIÓN 2.—Se llama diferencial en el punto a de la aplicación f del 
abierto A de E, en Em, siendo a un punto de A, a todo homomorfismo, que 
se representa por df (a, d x), de V, en Vm, que verifique la relación: 


(13) tim 7e+9%0—1()—d4/(,dx) 


= 4). 
dx>0 lax) 


Por ser d (a, d x) un homomorfismo se verifican las dos relaciones siguientes : 


di(a dx+dx)=dj(a dx) +df(a, dx) 


(15) 
di(a, Adx) = àd} (a, dx), AE R. 


1. Si existe la diferencial de la aplicación f en a, es única. 


DemosTRACIÓN.—Sean df (a, dx) y èf (a, dx) dos diferenciales de f en 


a. Sea u = TT . Por hipótesis se verifican (14) y 
as) tim 4(47+4x)—f(a) —3f(a, dx) 


=0, 
dx>0 dx] 
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luego, restando (14) y (16) y recordando la aditividad del límite, resulta : 


hi ¿fla uldx|)—2d/(a.u|dx|) 
1 z-—__—_—_—_—_—_—_——_—____—___— CC — 


=0 
dx—>0 jax| i 


y por ser d y 8 homomorfismos, 


lim [87 (a, u)— d f (a, u)] = 0, 
dx>0 


de donde 
èj (a,u) = d} (a, u) 
y 
òf a w|dx|=2df(a,w¡dxl, 
esto es, 


ôf (adx) =df(a,dx), VáxEV, 
Cuando existe la diferencial de la aplicación f en el punto a, se dice que 
f es diferenciable en a. 


Si AEn y A- En son dos aplicaciones, se llama suma de las aplicacio- 
nes, y se representa por f + g, a la aplicación: 


GDE) =7() + 2(). 
2. Sif y g son diferenciables en a, se verifica que f + g es también di- 
ferenciable en a, y 
am d (f + g) (a, d x) = d f (a, d x) + d g (a, d x). 
DemostrAcióN.—Por ser d f y d g homomorfismos, df + d g es también 


un homomorfismo. Además, de (14) y de la análoga para g, se deduce, por 
la aditividad del límite: 


lim 042 (a +dx)—(+8) (a) —[d] (a, dx) + e g (a, e x)] 


= 0, 
dx>0 ldx! 


que prueba, en virtud de 1, (17). 


Si f(x) es una aplicación, (Af) (x) = à [f (x)] es otra aplicación, llama- 
da producto del número A por la aplicación f. 
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3. Si f es una aplicación diferenciable en a, Af es también diferenciable 
en a, y se verifica que 


(18) d (à f) (a, dx) = à d f (a, d x). 
DeEmosTRACIÓN. —Multiplicando (14) por A, resulta : 


AN (a+ 4x)—(11) (a) —Adf (a dx) 
lim 
dr>0 [dx| 


= 0, 
que, en virtud de 1, prueba (18). 
Las propiedades 2 y 3 se pueden resumir diciendo: la diferencial es un 


operador lineal, 


4. Toda aplicación, f, diferenciable en a es continua en a. 


DEMOSTRACIÓN. —Sea u= TT . De (14) se deduce : 
lim Lj (a + 4x)—t(a)—d f ía, d x)] = 0, 
dx>0 
lim f(a+4x) =}(a)+ lim df(a,w.|dx| = f(a). 
dx>0 dx—o0 


EXPRESIÓN ANALÍTICA DE UNA DIFERENCIAL.—Sea B = (u,, ..., Un} una base 
métrica de V„, esto es, tal que u; . uy '= õn, siendo el primer miembro el pro- 
ducto escalar y 8,, las è de Kronecker, y B* = (u*,, ..., u*,,) una. base mé- 
trica de Vm. Sea la aplicación 


(19) ADS. IM =x"” x€A x"ev 


m 


Sea x = 4U, + + nUn x*=%4%u*, + o +xu*épu*,. Las aplicacio- 


Ti . 
nes: x*—x;*, que hacen corresponder a cada vector x* de V,, su coordena- 
da i-ésima respecto de la base B*, permiten definir aplicaciones de A en R, 
del siguiente modo: 


A — Vm 


N / 
NÓ 
R 


esto es, 41% (x) = x: f (x), Vx € A. Teniendo en cuenta (19), resulta: 


x= u’, + + m a, =-f (x) = a, œ) u”, +. + a (x) o 


33 
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de donde: 


(20) s o Y e E N 


Las ecuaciones del segundo miembro de la equivalencia (20) se llaman 
ecuaciones de la aplicación f respecto de la base B*. Si (v, ..., Ya) son las 
coordenadas de x respecto de la base B, el producto de la biyección 
(Ho. a) >x, por la aplicación f da lugar a las ecuaciones: 


de la aplicación f respecto de las bases B y B* de V, y Vm, respectivamente. 
EJERCICIO: 


ERA Je , 
840. Dada la aplicación: V,¿—>V,: f(x) =3x*x—2x, y Si x=7 u + t Uy 
x" =at u Ha Uy escribir las ecuaciones de dicha aplicación. 


Sea d x* = d f (a, dx) la diferencial de la aplicación f en a y sea d x* 
=da ut, +... + da, u*,. Se verifica: 


fla+rdxo—fladl—dftajdx) _ 


li =0 <> 
Pie jax] 

lim [nt a taa a at a detl -ooe [en (A Hd E) — em*(a) — d%m"] Unt o 
dr—>0 |dx|] = 
; [x,(a + 4 x) — x* (a) — dxo,*] z 

Sa [ax | pd 
y [dmt (a + dX) — xt (a) — d xn] O a ES 
Taam lax] =0 <> 
* a —_dy* 
(21) lim + (a +ax) — xt (a)— dx =0, i=1,...,m. 


dx —o0 [adx]! 


Como la aplicación d x > d x* es, por hipótesis, un homomorfismo, y la apli- 
cación d x* > d x,* también lo es, su producto, d x > d x:*, es también un 
homomorfismo, y, en virtud de (21), se verifica que este homomorfismo es la 


k a ; sy xè 
diferencial de la aplicación x 5 v;* en el vector a, esto es: 


d +, =d s", (a, d x), 
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luego: 


(2) d f (a, dx) =dx* (a, dx) ut, + ..+d2%,(8,dx) 4", 


Por otra parte, si dx = dx, u, +... + dx. u,, teniendo en cuenta que 
la diferencial es un homomorfismo, se verifica que: 


(28) adja dx) =d} (a;dz u, +.. + de 0,) =d} (au) ds +. df la, t) d Ep 


Para obtener el significado de d f (a, us), ¿+ = 1, ..., n, basta poner en la defi- 


nición (14) de diferencial, d x = u: d x,, de donde | dx | = |d|, y se ob- 
tiene: 

im ZO+ mido) -fla dla dra y 

de >0 EEJ | 
lim 224020 d/flaunde y 
dx —0 dx, 
de donde: 
Qe) di(a;u)= lim Parma fla . 
1 —>0 *, 


Como la expresión del segundo miembro de (24) recuerda a la expresión (9) 
de una derivada, a df (a, u:) se le llama vector derivado parcial del vector 
x* respecto de la variable x,, y se representa por: 


o ox* . fla—udx)--/ (a) 
25 = ` 
(45) lea ano dx, 


Por consiguiente, la expresión (23) se podrá escribir en la siguiente 
forma: 


Yg _fox* ox* 
(26) AS ¡A da tot a E 


Recordando que +,* (x) es una aplicación de A en R y aplicando (26) a 
esta aplicación, se obtiene: 


(27) dx*, (a, dx) = det; ) dx +... + (355) dx, G=1.. mm). 
PEZ x=a xa 
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Sustituyendo (27) en (22), resulta : 


* * 
dł (a, dx) = (E) ar o (E) d xp fut, +... 
ð x=a x=a F 


xı Ò £n 
+ * 
+22) A a) de, Ju, 
ð x x=a 0'%a /x=a 
y teniendo en cuenta que d x* = d f (a, d x) = d x*, u”, +... + d £inuta, 
resulta : 
. (0% ai) d 
am -{ dx; lio tt +( Ò xn Jr=a fw 
(28) 


que son las ecuaciones de la diferencial, que se pueden escribir en forma ma- 
tricial del siguiente modo : 


Be (es 
0%, Ix=a "1 0%, fx=ua 


O 
Ò xn Jx=a E Ò Xn |x=a 


en donde a la matriz J del homomorfismo se le llama matriz jacobiana de la 
diferencial. 


Er de) (dr dt), Je 


DIFERENCIAL DEL PRODUCTO DE DOS APLICACIONES.—Sean las aplicaciones 
j y g de un abierto A de V, en Vm y de un abierto B de im. (f) en Vp, respec- 
tivamente, que sean diferenciables en a la primera y en b = f (a) la segunda. 
Sea h el producto de las dos aplicaciones: h = g f. 


5. En las hipótesis anteriores se verifica que la aplicación producto g f 
es diferenciable en a y 


(29) dh(a dx) =dg(f (a); dí (a, dx). 


DeEmMOSTRACIÓN.-—Por hipótesis, se verifica que existen los homomorfismos 
df (a, dx) y d g (b, d x*) tales que 


r . £(b+ d x*)— g (b)—d g (b, dx*) 
30 P se E 
s E [dx*] 
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o lo equivalente: dado un número positivo arbitrario, e, existe otro número 
positivo, 5,, tal que 


le (b +4x")— g (b) — 4 g (b, dx*) | 
(81) ELA <e 


para todo d x* tal que | d x* |<, dx* +0. Ahora bien, siendo las apli- 
caciones g (b+ d x*) y d g (b, d x*) continuas para d x*'= 0, puede supri- 
mirse la restricción d x* + 0 para el numerador de (31), pero no así para el 
denominador. Ahora bien, siendo df (a, dx) una aplicación continua para 
d x'= 0, se verifica que existe un número 3,, positivo, tal que, para todo d x 
tal que | dx |<3B,, se verifique que 


(82) ldf (a dx) /<8,. 
Sea 58 = min. {8,, 8,). De (31) y (32) se deduce que, para todo d x tal que 


Idx¡<83, dx +0, se verifica que: 


IgG (a) + dł (a, dx) —g2g(f (a) — 4g (1 (a); df (a, dx) | <: 
ldx] á 


o bien: 


(83) üm gQ (a) +d7(a, dx) —g (f(a) — 4g ( (a); dj (a, d x)) 


= Á. 
dx—o0 ldx] 


Ahora bien, por ser f (x) diferenciable en a es 


lm ł(a+d4x)= lim [f(a)+4/(a,dx)] 
0 0 


dx — x— 
y por ser g una aplicación continua en a es: 


dx — 


(34) lim &(f(a + d x)) = him ERA 
0 dx — 


luego, sustituyendo (34) en (33), resulta : 


65) im Satina drta dadd 
dx—o0 dx! 


Finalmente, la aplicación d g (f (a), d f (a, d x)) es el producto del homomor- 
fismo d f (a, d x) por el homomorfismo d g (b, d x*) y, por tanto, otro homo- 
morfismo (60, 8, $ 1, cap. II), luego la unicidad de la diferencial estable- 


518 $ 1. DIFERENCIALES Y DERIVADAS [Capítulo VI] 


ce, en virtud de (35). que la diferencial de la aplicación k es dg(f(a); 
d f (a, d x)). 


DIFERENCIAL DE LA APLICACIÓN INVERSA.—Se llama aplicación idéntica de 
V, sobre V, a la aplicación I tal que, para todo x € V,, se verifica que I (x) 


= x. En el caso particular de homomorfismos, la aplicación recibe el nombre 
de homomorfismo idéntico. 


6. La diferencial de la aplicación idéntica es el homomorfismo idéntico. 
DemostTrAcióN.—Recordando que I(x) = x, Vx, resulta: 


l(a+d4x)—l(a)—dl(a, dx) — 
NN ET =0 <> 


dax—dl(a u|dx |) 
dx—o0 [dx] 


= 0 => u = dl (a, u) 


=> dx =d I (a, dx), siendo di=|dx]|u, 
q. e. d. 


DerinicióN 3.—La aplicación g, de im (f) en V,, se llama aplicación in- 
versa de la aplicación f de A en Vm, siendo A un abierto de V,, cuando, para 
todo x € A se verifica que 


(36) gHx)=x Vxe€ A. 

Sea y un vector arbitrario de im (f) y sean x y x’ vectores de A tales que 
f (x)= f (x)= y. De gf(x)=x, se deduce que gf(x)=gf(x)=x=x', 
luego la aplicación f es inyectiva. Además, de x = g f (x) = g (y), se dedu- 
ce que f g (y) = f (x) = y, YV y € de im (f) y de aquí, como antes, que g es 


ò 
una aplicación inyectiva. La aplicación f es, por tanto, biyectiva en 'Á como 


consecuencia de poseer inversa. 


Supongamos que la aplicación f posea inversa, g, en A: 
(87) gf=1, Vxe€aA. 
De 5 y 6, resulta: 


7. La diferencial de la aplicación inversa de una aplicación dada es el 
homomorfismo inverso de la diferencial de la aplicación dada. Esto es: 


(38) d g (f (ad: d x*) = (d fp? (a: d x). d x* = df (a;dx). 
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EXPRESIÓN ANALÍTICA DE LA DIFERENCIAL DEL PRODUCTO DE APLICACIONES.— 


Sean las aplicaciones y = f(x) y z = g (y). Sea z = h (x) = g f (x) la apli- 
cación producto, Sean 


(39) dy=dx+]J, de=dy]J, siendo dr=(dx,....,d4,), 


dy =(d Yes dm)» 12=(12,,...,82p), Jy = 


(22) E (222) 
Ò Xnilx=a 10 X2ix=a 
alos r] 
J )y=b \òJ ly=b 
e a (52) 
dymly=b \ÒJmly=b 
las expresiones de las diferenciales de f y g ena y b = f (a), respectivamen- 


te, respecto de las bases métricas B = {u,, ..., Un), 
B** = [w,, ..., Wr}, respectivamente. 


De (29) y (39) se deduce que la diferencial de hh es: 


barda DO Y Nr 
(0) dita; dx) (52 x=a 10%; lx=a ò yı ly=b 10% ly=b 
=dez=dx j =ar : x 


CARI A py 
Ò Xn |x =a Ò Xn jxsa ÒYmİy =b Ò Ym y=b 


En el caso particular de ser tanto f como g funciones de una única varia- 
ble, resulta : 


B* = {v ..., Vm} y 


(41) degfladx)=f(a).g (ddr. 


EXPRESIÓN ANALÍTICA DE LA DIFERENCIAL DE LA APLICACIÓN INVERSA DE UNA 
APLICACIÓN.—Dada la aplicación y = f (x), supongamos que existe la aplica- 
ción inversa en un entorno de b = f (a). Sea 


(42) dy=dx]J,» 


la expresión analítica de la diferencial de f en el vector a. De (38) se deduce 
que la expresión analítica de la aplicación inversa será: 


(43) dj-1 (f(a) dx) =dx=dyJ,, 


en donde J,”1 es la matriz inversa de Ja. 
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En particular, si f es una función de una única variable, 


IN A 


d UD = d y. 


Y 
F (a) 
Diferenciales de las funciones elementales. 


y = ¢, siendo c un número real. dy =0dx. 
d (f(x) + g (1)) = df (1) + d g (1). 

d [c f (2)] = c d f (o). 

2=¿U (0). de =p) g EA) ds, 
dE =p i y = 


dlog z| = 1z (siendo log = log neperiano). 


DEMOSTRACIÓN DE 6.— 


. : log |x + dx] — log |x| : 1 dx 
D1 = lim = lim —— log |1 += 
08 lx | dx—>0 dx di — 0 dx g + x 
1 de |i deNdz 1 1 
. 1 : X \ dx 
= lim 2 1 ZY |ds 2 log lim ES) = — log e = — 
dio X °g 1+ x x Bo 1+ x x 8 x 


T. dif .£(0)] =$ (1) d g(r) + g (1) dj (r). 


DEMOSTRACIÓN DE 7.—F (x)= f(x). g(x) . log F (7) = logf (4) + log g (+). 
(Se supone, que f (x) >0, g (+) > 0; en caso contrario se tomaria — f (x), 
o — g (1).) De 4 y 6 se deduce: 


1 


+ fO dj œ) + — age), 


= 
Fl) g (x) 


y, multiplicando por F (x) = f (x) . g (x), resulta: 


dł (x) = F (2) d g (x) + g (4) dF (2), 


aLe 8dr Sadeg) 
E) 2? (x) 


DemMosTRrRACIÓN DE 8.—De F(x) = LO se deduce, f (4) = F (x) g (5) 


g(x) 


y, teniendo en cuenta 7, 


d f (7) = F (x) d g (1) + g (1) d F (7), 
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de donde, 


Fx) 
dj j(r)— d 
a EF (x) = Pz) g(x) g (4) g (£) dt (£) —} (r) d g (x) 


g (+) = e) 


9 dl] = gafa E- di) + fae log f (r) d g (0). 


DEMOSTRACIÓN DE 9.— Sea F (x) = f (1), de donde log F (7) 
g (x)log f (x), y teniendo en cuenta 7, 4 y 6, resulta: 


y TO = ee 7 tTO + logt) ag C), 


8 F (4) = g (7) } (7) -1 d f (x) + $ (4) log } (7) d g (7). 


10. d (F (7) = a F (x) d f (0). 

Basta hacer g (x) = a, siendo a un número real, en 9. 
11. dz = ax dy. 

12. d (04) = 02% loga.d g (4). 

13. d (a°) = a loga.dx. 

14. d(e) = dx. 

15. d (loga x) = Jor = best, 

16. dsenr =cos td, 


2 , dx)— . 
DEMOSTRACIÓN DE 16.—D sen z = lim Sen (aq de) sen w lim 
dz— 0 dx di>0 
d 
2 cos (+ + 5 sen (5) 4 sen ( z 
— ——á—áÁ = lim cos (+ -4 2) lim = COS Y. 
dx di—>0 2 ldi>o0 dx 
2 
17. dcosr = —sen*rda. 


DEMOSTRACIÓN DE 17.—d cos *=d sen (+ — a) = Cos (5 — 2) d ES — ) 


= — seny dx. 
_ dx č 
18. dtgr = osy = (1 + tg? r)d z. 

. dx - 
19. d cotg s = — —— zy = — (l + cotg? r) d y. 
20. daresens=  %% 

+V1—xe 
dx 


21. darccos + 


FV1—=wx. 
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dx 
22. darctgx KETI 


E dx 
23. darc cotg y = =iFa 
24. dshr=chx. 


25. dchv = shv. 


l 


2. dthr = L> = (Q — tr r)dr. 


ch? x 
27. dcotgh x = = = (1 — cotgh? 1) d v. 
28. dargshx = ETA 
29. dargche == 
dx 


il 


30. d.argthx or ia d arg coth v. 


EJERCICIOS: 


841. Calcular las diferenciales de las siguientes funciones: a) y = #5. b) y =8 z4. c) 


SNE 1 j) _ 2st- txl 
A er Er T O > 


842. Calcular las diferenciales de las siguientes funciones: a) y = yx. b) y = y s2. c) 
a A e 
1 ROPE TS 1 y= x x A 
y= V 20-30 +1 ME ar a D=/V y: 
pa yy 
4 8r — M2 y —— 
Y=1 Yz+1 Y1=+4 
8 q-PxkIIAI:A 
y —i1 
$43. Calcular las diferenciales de las siguientes funciones: 2a)-y=sen(2% +1). b) 
y=senrcosfr, c) y = cos (73 — 1). d) y =arctg (Br +4). e) y= arctg (sen 1). í) 


y =2—3 r 42r? — 4r 4 r5., d) EM 
ES 


8) y= 


16 sen x cosx 
NEELAS 
i sen? x cos? x 

844. Calcular las diferenciales de las siguientes aplicaciones: a) y = log (3x +1). b) 
y = log sen x. c) y = y log 7v. d) y = log (log +) = log? +. e) y = log” v. f) y = log arctg v. 
g) y=e 0+sen=D. h) y= sen log (y r—1). 


i) y = sen arg ch r + J +V1 + V log sen r 
845. Calcular la diferencial de la siguiente función en el punto a: a) y= Lx, a = 100 
(I! = log. decimal). b) y=y2r—1, a=5 co) y= Y Brr—fir—1), a=5. d) 


y = arctg (arc tg x). g) y =2tg 2r — 


y = sen log (3 x + 2), a=- e) y= logarctg (5x — 2), a= 3 f) y = arc sen 


VITA, a= a 
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846. Escribir las ecuaciones de las tangentes a las siguientes curvas en el punto a: a) 
y=2—M41l a=l b) y= Yrer Y ripro? Y +2 a=3, c) 
Y or ar a _ A 
y =arctg 275 —7 F2, a=2, d) y “ar 
847. Calcular las diferenciales de las siguientes funciones en el punto a: a) 2 =48— 2 x2 y 
+Yy—y2+2 a=(1,2). b) 2=x,? 434, 7,14, 1,4, 424,2,483x,7, +5, —5%, 
+27,+1a=11,2). c) z= y 318 — 2y, a=(3,—2). d z= log (?—3x y+49), 
a = (2,1). e) 2 = ¿—Bxy +2) Art óy—My = (1,3). f) z = sen y 3r y2 + 2% + y + log (12 


—*y+4y), a A 1) . 


, 6c=2 


848. Calcular las diferenciales de las siguientes aplicaciones en el punto x: a) 


Ver Y,+ V+ Vy  . b) y=sen(r, +27) + cos (8z, +4). c) y= sen (r, 
+ cos (4, + sen (1, + cos 4 ))). d) y = log (+, + log (+, + log 4,)). e) y = arc tg (7, sen (7, 
Y %, 108 x.,)). 

849. Calcular las diferenciales de las siguientes aplicaciones en el punto a: a) 1%, =s? 
81,1 +2:, xt, = x + 3x2 a=(,—3). b) a, = 1 1, ty at = z,%, 
— 12 + x,?. a = (1, — 1, 2). c) La = 2r? +1+ 4,7, «e, = a + 3x2, -* =3 
+1+37,24=(8,3); b=(2,0). d) x*, = cosx, senx,, x*, = Seny senx,, 1% 5 


(E 


850. Calcular las diferenciales de las siguientes aplicaciones en el punto x: a) x*, = 7,4 
—2%, Fa = 4, AAA, Ea =21, 4, —*>+ 2%, b) e cos Y, e, = sen Y, a = Y. 
0) 4%, =x,1%=0%, 1%, = a3 d) at =l0g(1, 242,3), 1%, =arctg (4,241,2), 0% merta, 
e F=gff: y, = 14,22%, 1, y, = EJEA q, gis, =log (y, +37)» s* = Y 2y,+39, 
y =y2—4y7. 

851. Dada la aplicación x* = f (x), diferenciable en a, se llama variedad tangente en a a 
la variedad representada por las ecuaciones explicitas x* = f (x), en el punto a, a la varie- 


dad x* — f (a) = (x — a) J, siendo T la matriz jacobiana de la diferencial en a. Escribir las 
variedades tangentes en a a las siguientes variedades: a) 1%, =4%, 1%, = 11, a=2, b) 


* g 2 3x 
st =2c054, #*, = 8 seny, a= $ c) s -aT z= -ETT a=1. d 
e o Fl e n Pl anna e) to =a, g" = a2, xt = a3, a [=B f) e 
1 xs , a — E , _ id 17 3 2 E B , . 1 

1 lao 
= coss, 4%, = sen £, == g) > st 5 EZ, 7, z 452, 
. xp+1 
h) 4%, =27,+5%, st =x 2—4x, 8, =14,1,+8%, a=.1,2. i) at, = HA 
2—1 x — it xt +1 . 1— x? 
-A rp Sry 0, = A - H x, a= (l, 8). j) z*, = 2 -—— 
Xx, 2 2 3 x£ £ 2 13 1, 1+ x? 
6x _ Ax tH24r 
+br at =- 1 ¡By 1 = AL, x= (2 ) 
ES a 2 


852. Hallar las ecuaciones implicitas de las variedades tangentes del ejercicio anterior. 


853. Calcular la diferencial en a de la función F, producto de las siguientes funciones: 


a) F=gf; f: y =r 


* 


Y 
ety Y, = 24, +17; g: at =z =Y DY a = (2, 3). 


2L 
1 3 
Y 
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bDF=hkgf;f:y=21,+2%73;8: 2, =2y3—3,£, = ; h:t =2,—3, 1, = 


Y 
y aoi 
7% =z 3s a = 8, m. 0) F=khgf; 7]: y Sr 2t 9E A 8: Iy 
H MZ t =+, =g; ki 1, =t—t,  =t—t, 1%, ihi aC 


$ 2. ESTUDIO LOCAL DE LAS FUNCIONES DE 
VARIABLES REALES 


La diferencial de una aplicación f proporciona una primera aproximación 
de f en el entorno del punto a, pero esta aproximación no es suficiente en 
algunos casos, por lo que interesa disponer de un proceso que permita estu- 
diar una aplicación, en el entorno de uno de los puntos a en que está definida, 
con tanta aproximación como se desee. Esto no es posible para una aplica- 
ción arbitraria, pero sí para una familia suficientemente amplia de aplicacio- 
nes. La finalidad de este $ es la de aproximar una aplicación dada, en el en- 
torno de uno de sus puntos, mediante aplicaciones definidas mediante poli- 
nomios, de modo que la aproximación sea tan buena como se desee. 


1. Diferenciales sucesivas de una aplicación.—Sea f una aplicación 
de un abierto A de E, en Em, diferenciable en todos los puntos x de A. La 
diferencial d f (x, d x) es entonces una aplicación de A x E, en E,,: 

a) A x E, IFK AR) E, 


lineal respecto del vector d x. Considerando d f (x, d x) como aplicación de 
A en En: 


2) dfix dx) 


Af E, 


m 


se puede aplicarle la definición de diferencial: d (d f(x; dx; d y)), como una 
aplicación lineal, respecto del vector d y, de E, en E, tal que: 


(8) lim df(x+dy:dx)-df(x;dx) —-dld/(x;dx; dy) _ 
dyb lay] g 


0. 


Si existe el homomorfismo d (d f (x, dx; d y) que verifica la condición (3), 
se dice que la diferencial d f(x, dx) es diferenciable en cl vector x y a la 
aplicación que resulta de identificar los vectores dx y dy en d (d f (x, d x; 


» 
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d y) se le llama diferencial segunda de la aplicación f en el vector x, y se es- 
cribe : l 


(4) d?} (x; dx, dx) =d(df(x;d4x;dx)), 


en donde d(df(x; dx; dx)) es el resultado de sustituir dy por dx en 
d (d f (x, d x; d y)) y éste es un homomorfismo respecto de d y que verifica 
la condición (3). 


EXPRESIÓN ANALÍTICA DE LA DIFERENCIAL SEGUNDA.—Sea B= {u ..., Un) 
una base de V, y B* = (u*,, ..., u*,,) una base de Vn. Recordando la expre- 
sión de la diferencial de una aplicación respecto de unas bases: 


(5) afíardx)=df(x3u) dx, +..+0df(x3u,) dx, 
_ Of) ò f (x) 
= EA dz +. + Se da 
resulta : 


datadas dy) = af PLE as, t of (x) dsn, 
1 


y por la linealidad del operador diferencial, recordando que la diferencial 
segunda se refiere a la aplicación (2), esto es, que d x se considera como cons- 
tante, 


dx; dy) = d (LL EVEN 
(6) dafa dx; dyy =a (FE) as, +. ta EEA Jas, 
Ahora bien, aplicando (5) a eZ w , se obtiene: 
ES) 2 CERES 
Òf x) dx; EZ 
z >-—_— d + ... + —— d n' 
(0 d q 9% 3, z, y 
NoTACIÓN.—Se pone: 
9 ò f (xX) 
8 Ox; — à? f (x) =f; (xX) 
(8) Ò xj Ò xiò xj CT 


Por consiguiente, (7) se escribirá en la forma: 


2 2? 
9) ol Ir )> ES PL y 


= dy ... , 
dar OESTE TE Yit t BESTEET " 


526 $ 2. ESTUDIO LOCAL DE LAS FUNCIONES DE VARIABLES REALES [Capítulo VI] 


Ahora bien, si 
(10) x* = f (x) = rt Du, +. 47%, (00, 


resulta que 


(11) E = df (x,u) =d [r*, (Qu, + o + i'n (2) Un] 
=d4%, (100%, +o + datn (XU) A'n 
O ÒX’ a ÒX*m y 
T Òr; wate gx Yw 
de donde: 
o? f(x) =d _ 9x*, (X, u;) * Ò X" m (X, 47) * 
Dajdxj leo u) = xi wto td 0%; m 
9? at, (x) r g A (X) * 
= anoa Tato t Gao e 


y sustituyendo en (9) y luego en (6), resulta : 


, agoa TA , 
(12) d(di (x; dx;dy)= > a a 
ij=1 
ò? "k (x) xt, (X) . 
-= Š Sgae) S| A ee 
= į =i = J= 


Por consiguiente, llamando d? x* = da, u*;, + ... + d? &*m U*m, a la dife- 
rencial segunda y recordando la definición (4), resulta, en virtud de (12), 


m n 
E * * -$ _ nr at (xX) . 
(18) A | ZR anas |as 
k=1L%2;7=1 
de donde: 
02 x* O xk) (x) o , 
(14) d? xt, -5 EFEN dx dx, =dx H,dx, 
Xi Xx; 
sj=1 7 
en donde 
0? x*, (X) Ò? x* (X) 
Ox 7 ÒL Okna 
(25) dr=(dr odt) HgS f eea 
Ò? x*, (X) Ra 
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La matriz H, se llama matriz hessiana de la aplicación x*, = x*, (x). Ob- 


sérvese que las coordenadas, d? x*,, de la diferencial segunda son formas cua- 
dráticas n-arias. 


EJERCICIOS: 


854. Calcular la diferencial segunda de las siguientes aplicaciones: a) s* = 15—2 43 4+1. 
b) 4" =log x. c) 4 =senzx. d) =arctgr. e) s* = Mor Vr. f) x* = log? x. 
g) x* = exp WIN h) x* = sen exp (19), i) +*= exp (y log sen £). 


855. Calcular la diferencial segunda, de las siguientes aplicaciones: a) s* = x8 +837 52 
—2x%,3. b) 1* =x,logx,. c) 1* = exp (4, — sen s). ' d) 1*=0, +20, 1,+24,, £ 


2 
2 2 * = — t= g3 — 
+58,,42+28,,%, Y, HB o. e) 7 log (sen z — y 3) 1) ax, nx 5% 


1%2% 
+ log (7, +2%,+34,). g) 1%, =%08, 3,08 h) 2%, =1 224,2, 1%,=38%,x +:%2 


DEFINICIÓN 1.—A la diferencial estudiada en el $ 1 le llamaremos diferen- 
cial de primer orden, o diferencial primera, Supuesta existente la diferencial 


(e 
n-ésima, d” f (x; dx;...; dx) en todos los puntos de un abierto A de E,, y 
considerándola como una aplicación de A en E.,: 


(ue 
"plg. . . 
A Pla dl 


si como tal aplicación es diferenciable, a su diferencial, cuando se identifique 
el vector variable con dx, se le llama diferencial de orden n' +1, o dife- 
rencial (n'+ 1)-ésima, y se representa por: 


` (n+i (E 
(16) d"+1 f} (x;dx; ... dx) = d (df (x;dx; .., dxX)). 


1. Sif es una aplicación de A en R, siendo A un abierto de E,, y si existe 
la diferencial de orden n en A, se verifica que: 


(27) df) = y A ds ands, 


, á Ox; »..0%; 1 m 
Ey md CR, o m 


en donde (i,, ..., im) recorre todas las combinaciones con repetición de los nú- 
meros 1, ..., n tomados de m en m y 
nf à 914 
9%; 0.0%, 9%, a ` 


= 0%; ...0x; 
1 m 
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DEMOSTRACIÓN.—La fórmula (17) es cierta para m = 1. Supongamos que 
es cierta para m — 1. De la definición (16), y por la linealidad de la diferen- 
cial. resulta: 


m-i 
dm f (x) = d (ana f(x) = d ba FS 0 
Gaim DeC Rm m T 1 = 
z > > dx; . de 
peas ; ò im 
G EET PEPE in =1 9% Ò x; —i Tiz 1 
> Òr f 
= 2 dx; -Ò x; Tra drj 
A ER, m 1 m 


2. Si existen y son continuas en un entorno E (x) de x las dos derivadas 


2 2/ . 
S parciales + y > Z =, esias deri- 
(xi xj+dx) (xi+dxi;Xj+dxj) vadas parciales son iguales en x: 
2f(x 2(x) 
as a 
(xixi) (xi+dxi Xi} 

of Xi DemosTRacióN.—Tomando un rectángulo 
cerrado R, de vértices (1,, vi), (r+ d 4i 4), 
Fig. 102. (4, xy + da), Wi + drp 1, + d 4), conte- 


nido en E (x) (fig. 102), las funciones fy (x) 
y fu(x) consideradas como funciones de las únicas variables v; y s; son 
uniformemente continuas en R (por ser R compacto) v como consecuencia, 
los limites 


S(x +u dx f(x) 


Zx+ ud) - fx) 


lim y lim 
dr —0 d xi drj>0 dx; 
. y Xu dx; tu; dx) — FX 
son uniformes en R y existe lim PESAS , luego, 


(d ti d ry 0 Vax $ dx? 
(3, 2, $ 4, V) los límites son permutables y se verifica (18). 


3. Si es permutable el orden de derivación. la fórmula (1%) se puede es- 
cribir del siguiente modo: 


m! ò" rf 
w mwe DO yin p p i da, 


ai - In 
x o i 

= 1 n 
ate 22M 


en donde 2, + ... + a, recorre todas las particiones de mm en n sumandos. 
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EJERCICIOS : 


856. Calcular las siguientes diferenciales: a) d3f(%); f(r) = «loga. b) di exp (y 7). 

857. Calcular las siguientes diferenciales: a) d3f; f(x) = 434217, r+ 34,2. b) 
PAPA AP A 3, a) c) de (1,5 EY AA A AAA A 
++ rs r) d) ad3 (log r + z2? s, t + xè +r x? — r? 2. 


2. Teorema del valor medio. 


1. TEOREMA FUNDAMENTAL (DE ROLLE).—Si y = f (x) es una función con- 
tinua en el segmento cerrado [a, b] y deriveble en el intervalo (a, b), y si f (a) 
= f (b) = 0, existe un punto c del intervalo (a, b) tal que f (e) = 0. 


DemostTracióN.—1.*” Si f (x) = 0, en todo el segmento [a, b] el teorema 
es trivial. 2.2 Si f (+) no es nula en todo el segmento [a, b], poseerá en él 
un máximo y un mínimo absolu- 
tos accesibles y uno de ellos, por 
lo menos, será distinto de cero. 
Sea, por ejemplo, (fig. 103), el 
máximo absoluto M £0 y sea 
M = f(e). De las hipótesis se 
deduce que c€(a, b) y que M>0. 
Como f (x) es derivable en c, será 
Fco) =F (c+ 0) = f (ce —o0); Fig. 103. 
pero por ser M un máximo, es 
F(c+ 0) <0 y F(c—o0)>0, de donde f (c) = 0. 


2. (TEOREMA DEL VALOR MEDIO. PRIMER ENUNCIADO).—$i y = f(x) es 
una función continua en el segmento cerrado [a, b] y derivable en el interva- 
lo (a, b), existe un punto c de este intervalo tal que: 

F(6)—f ta) 


1) PO 


3. (TEOREMA DE VALOR MEDIO. SEGUNDO ENUNCIADO).—$i x = ẹọ (t) e 
y = Y (t) son dos funciones continuas en el segmento [a, b] y derivables en 
el intervalo (a, b), existe un punto c de (a, b) tal que: 
Yo _ 4(0)—¿a) 


(2) el) eb—ela ' 


34 
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DeEmMosTRAacióÓN,—El primer enunciado es un caso particular del segundo 
cuando se pone x = t, y = f (t), 
por lo que basta demostrar 
este último. Consideremos-los 

Calero) puntos A = (e (a), y (a)), 

i B= (o (b), y (b)) y X= (o ($), 

4 (t), a<t<b. El área del 


å 
triángulo ABX (fig. 104) es 
función de £ y la representare- 
mos por F (t): 


Fe N 


B= 410,4 (b)) el) Yu) 1 
Fig. 104. (9) ra= pla) Y(a 1!. 
el) $() 1 


Si en (2) hacemos £ = a, el segundo miembro tendrá la primera fila igual 
a la segunda, por lo que F (a) = 0. Si hacemos t = b, la primera fila será 


igual a la tercera, por lo que F (b) = 0. Por otra parte, desarrollando el de- 
terminante, resulta: 


a ra=> [1-0] —+[ot)—e0]40) [oto —4(0) 9(5)]. 


Como y (t) y y (£) son derivables en (a, b), también lo es, en virtud de 
(3), F (£). Se cumplen las hipótesis del teorema de Rolle, por lo que existirá 


un punto c, a< c <b, tal que F (c) = 0. Derivando en (3) y haciendo 
t = c, se obtiene: 


o= o= [10-040 F[e(0 —,0)]4 0. 
De donde resulta inmediatamente (2). 


4. INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA.—1 '= p (t), y = y (t) pueden considerar- 
se como las ecuaciones de una curva (fig. 104). A y B son los extremos de 
un arco de esta curva. La cuerda A B tiene por ecuación 


o OO n, 
ETT A TOR 


luego el segundo miembro de la igualdad (2) es la pendiente de la cuer- 
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da A B. La ecuación de la cuerda X X’, siendo X’ = (ẹ (t+ A t), y (thA Ò), 
será: 


ERA 4) 
AA upi ETAO 


Dividiendo numerador y denominador de la fracción del segundo miem- 
bro por A £ y haciendo tender A ż a cero, la cuerda X X’ se transformará en 
la tangente en X a la curva, es decir, la ecuación de esta tangente será: 


le) 
(4) 9 1= q FP: 


Esto nos dice que el primer miembro. de la igualdad (2) representa la 
pendiente de la tangente a la curva en el punto c. Por consiguiente, el teo- 
rema del valor medio puede enunciarse geométricamente asi: si A y B son 
los extremos de un arco de curva derivable, existe un punto intermedio de 
este arco en el que la tangente a la curva es paralela a la cuerda A B. 

En la práctica es corriente usar las relaciones (1) y (2) en una forma algo 
distinta, De a < c < b se deduce que.c= a + 0 (b— a), siendo o < 0 < 1, 
con lo que (1) se podrá escribir así: 


(5) f(b) = F (a) + (b — a) f (a + 6(b—a), 0<0<1. 
Llamando ha b — a, resulta: 

(6) F) =F hfa, 0al; 

y la igualdad (2) se escribirá : 


pathy ARI gcpci 
de Tn "SISH 


Todavía, poniendo a = v, h = d x, (6) y (T) se pueden escribir, respectiva- 
mente, asi: 


(8) He+do=fM—drf(1+06dí), 0<ó6<1 
dle do (dle dan 
®) elx +dx) glin — ga Oda)? A 


que son todas las formas más usuales de emplear el teorema del valor medio. 
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5. LÍMITES INDETERMINADOS.—El teorema del valor medio es uno de los 
teoremas básicos del cálculo diferencial. Vamos a estudiar ahora una primera 
aplicación del mismo al cálculo de límites indeterminados. Consideremos dos 
funciones derivables y con derivadas continuas en el punto a, e (+) y y (r), 


i 


que se anulan para x = a, es decir: y (a) = y (a) = 0. La función E 


está, por tanto, definida en el punto a; sin embargo, puede existir el límite 
cuando + > a. El teorema del valor medio puede permitir el cálculo de este 
limite. En efecto: 


. 4íx)  bla+2) dla+2h)=día) Yla bh) Y (a) 
(10) lim — = lim = lim =.lim — == r 
ara ọ (x) n>0o plath) r>o pla thA — ela) ¿>0pia+ bt g(a) 


Obsérvese que para la validez de esta cadena de igualdades es esencial que 
p (a) = y (a) = 0, pues de otro modo no sería siempre cierta la segunda igual- 
dad. Si Y (a) = g (a) = 0, siendo q” (x) y Y (r) derivables en a, y con deri- 
vadas continuas se podría volver a aplicar la igualdad (10) a nn, y así 

SS 
sucesivamente. La igualdad (10) es conocida con el nombre de regla de 
'Hópital. 


La regla (10) es también válida cuando q (a) = y (a) = œ, es decir, se 


- $ r . . z . . l 
verifica que si q (a) = y (a) = œ, y si existe el limite lim - z es: 
a1) a A e 
>u o (x) x> Y (x) 
EJERCICIO: 


838. Demostrar (11). 


También pueden calcularse, mediante (10), los límites: 


(12) lim p(nMyi(e, siendo ọ(a)= 0, y (a) = x, 
ya que 
olx) * 
pi = A l 
y (x) 


Lo mismo sucede con los límites de la forma lim y (+1)4“, siendo ọ (a) = 1, 


>0a 
y (a) = 00, ya que log y (14 = y (1) . log y (r), con lo que nos encontra- 
mos en el caso (12). 
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Otras expresiones indeterminadas son las de la forma + (+) — y (x), cuan- 
do y (a) = y (a) = vo, que se reducen al caso (10) sin más que poner: 


1 1 
|} 
paye s 
e (x) y (x) 
EJERCICIO: 
859. Calcular los siguientes límites: a) lim DR, b) lim PAS c) lim 
>0 r s>0. -1l-x r 
i 


(--3) tgx. d) lim x%. e) lim [tgx— E POR 
2 :>0 a (+ RE y A 
> 2 
DerinicióN 1.—Si 4 es un homomorfismo del espacio vectorial euclideo 
V, en el espacio vectorial euclideo Vn, se llama norma del homorfismo h, y se 
representa por || » || al número real no negativo: 


la| 


as) 4 || = ext. sup. El 


xev, 


6. La norma de los homomorfismos entre dos espacios vectoriales posee 
las siguientes propiedades : 


1. Si 12 es un número real y h un homomorfismo: || Ah (x)| 
=]|à] 11h (2) 11. 

2. Si h y k son dos homomorfismos de V, en Vm: [| h+k] 
<lh [+ | kj. 

3. h] =0 <=> h=0. 

4. |Ak] <j]. [1% |, siendo k un homomorfismo de V, sobre Vm y 
h un homomorfismo de Vm en Vp. 


DEMOSTRACIÓN.—1. || A h (x) || = ext. sup. | AA ed = ext. sup. 
141146] Š AO 2 y 
AS sup. | a sos PA 1] 

2. De |(hi+ k) (x)| = |% (x) + k(x) |< |h (x) + | k (x)| se dedu- 

ce que: 

|% +(x) | 14 (2) | |k (x)| (+A x)| 

S. < [x] + x] de donde, ext. sup. ¡E A 
< ext. sup. | HA E + ext. sup. A e 
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3. Sihx=0, será h(x)= 0, Vx, luego L =0,Yx0. 
[4 (2) | =0, Vx=>|»(3)|=0, Vx 


ext. sup. El 


h 
he, =0=> AE 


x| 
=> k (x)= 0, Vx. 


— y Aka) _ LAREI 141 
4. Ikki] UN sup. CTN hev, = ext, sup. | ke] ER SA 
h (k (x)) | 


k 
< ext. sup. A leer, . ext. sup. | 12L lev, 


Ahora bien, se verifica que ext. sup. Mee, < ext. sup. 
| | 4 (x*) | 


EN eV 


EJERCICIO : 


860. Calcular la norma dẹ las siguientes aplicaciones lineales: a) 4* = ax, b) 1*, =a, x, 
4% =0,%,4,=0, 1.0) 4 =06x, +bx%,. 


Siendo las diferenciales homomorfismos, poseerán norma. En el caso par- 
ticular de la diferencial de una aplicación f de V, en Vm, se verifica que 


(14) | d 1 (5) [| = ext. sup. 


|[d/(x,dx)| | 
d 


T her IED] = 1D! 


= ZO FAO 


Para las aplicaciones f de V, en V,, se verifica que 


de =V (F+. + RZF 


7. TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA v, Vo. —Sea £ una aplicación de 
V, en Vm, diferenciable en un entorno Es (a), de radio e, del punto a, tal que 
[df(x,dx) | <c, Vx€E¿(a). Para todo a+ dx€E¿(a) se verifica que 


af (5d 
q5) 14f(x) i = ext. sup. 1- AL 


(18) [Ha+dx)—f()| <cy mjdx]. 


DeEMOSTRACIÓN.—Sea B* (u*,,...,u*,.) una base de Vm y fir) =x3*,(Mu*, 
+ o. + Ëm (x) Um, de donde: d f(x, d x) = e", W) druž +... 


Æe 
4 a (1) d x u*,,. Por ser las aplicaciones V, = V, diferenciables para 
todo x =a + dx € E; (a), se verifica, en virtud de (5): 


(17) ar (arda)—x* (0 =dw.x "(a+0,d5), OLLI, ¿i=1,..,m 
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Ahora bien, de a<a+80 dr<ai+ dy, se deduce que a + 6, d y € E, (a), 
i= 1, ..., n, luego, en virtud de la hipótesis y de (14). se deduce: 


2/(0+9,dr, dr) | =[Df(a+8,d4)|=yY 2 "(040 d0+.. +1, 2(a+0dx)<c, 


y como |% (a't 0d) ]|<yx (a+ udr) t. + Xp"? (a +0, da), 
resulta que | 1%, (a+ d+) —x*, (a) | <|dx!c, luego: 


lfa tartal y [4*, (a+ dx) —2* (a) +... + [1% (a + dx) — x*, (a)]2 


<cy midxj. 


8. TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA Vn A Vo Sea x* = f (x) una apli- 
cación del abierto A de V, en Vm. Sea a un vector de A y E; (a) un entorno 
intervalo de a, y a + dx € E; (a). 


Si f(x) es diferencible en E. (a) y si ¡¡dfí(x,dx) [| <c para todo 
x € E; (a), se verifica que 


(18) [f(la+dx)—f(a)| Key m|dx|, a+dx EE, (a). 


DemosTRAcióN.—Sea V, £ V, una aplicación de V, en V,„ definida por: 


(19) g(0b =a+tdx. 
La aplicación producto f g: 


va 


IN sI 
Vim 


es una aplicación de V, en Vm, y como tanto g corno f son diferenciables, re- 
sulta que f g es diferenciable en un torno de O que contiene al segmento 
[0, 1]. Del teorema de la diferencial de la función producto de dos funciones 
se deduce que d (f g (t)) = d f (x)- dg (t) =df(x)-dx.dt, y por la pro- 
piedad 4, de la norma: 


lage Sid NN ext ddan 
Como, por hipótesis, es | d f(x) || < c, será: | d(fg(0) <cidx], 
V:¿€[0,1], luego, aplicando (16) para a = 0, dx = 1, y teniendo en cuen- 
ta que g (1) =a + dx, g (0) = a, resulta que 


Ha + da) Key m lax|.1=c y midxl. 
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3. El teorema de Taylor. 


Lema 1.—d | x | =A, 


DEMOSTRACIÓN. 


djxi=ay 37 + mo a dn E a 
Vil... poe ix] 


n 


Sea V, 5 V, una aplicación de un abierto A de V, = R en V, = R. Sea 
G€ A un punto de A y supongamos que f admite diferencial n + 1-ésima, 
continua en un entorno E; (a) y no nula en en a. Sea P (x) = @, + 04,4% +... 
+ a, +” un polinomio de grado n. 


DEFINICIÓN 1.—Se dice que la medida de la aproximación del polinomio 
P (x) a la aplicación f (x) en un entorno del punto a es igual a r, y se escribe 


med. aprox. (P (2), f(M), =", 
cuando 


im LOTIN) Plad) _ 
lim Ta =c 0. 


dx>0 


1. TEOREMA DE TaYLor.—Si f es una aplicación de R en R, con diferen- 
cial n + 1-ésima no nula en a y continua en un entorno E: (a), existe un po- 
linomio único P (x) de grado n tal que 


(2) med. aprox. (P (x), f (x) =n +1 


DemosTRACIÓN.—1.®) Unicidad. Supongamos que exista un polinomio 
P (r)= 0 +a t +... + üt”, de grado n, que verifique la condición (2). 


Poniendo 
(8) oda s Letin Patan nede 
se verifica, en virtud de (2), que 
lim o(dx)=0 


dx>0 
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De f (a + d x) —P (a + dz) = cd™ + o(d2)d æ = O (d x) d+, 


siendo lim O (d x) = c +0, se deduce, derivando respecto de la variable d v, 
dz->0 


(a+ dx) —PW(a+dr)= 
=[(n +1) ..(1n+2—1) O (d x) d Hli7 4... 4+ 00) (d x) d x1+1), 


de donde resulta que lim [f (a+ dx) —P" (a + d4)] =0, r=0, 


di>0 


lon y lim [$ (a + dx) — P0 (a + de)] + 0. Por consiguiente, 
di>0 


P (0)=f (2) 
P” (@) =} (0) 


Po (a) = $00 (a) 


E (a) =$ (a) 


5) 


Las ecuaciones (5) determinan univocamente al polinomio P (+). En efecto, 
poniendo P (r) = 4, + a, (a + dx) + ...+0.(ai+ dx= b+ bd +... 
+ badx" = Q (d 4), resulta que P (a) = Q (0), F (a) = Q (o), ..., P® (a) 
= Q™ (0), y como Q (0) = b, Q' (0) = b,, ..., QP (0) = n! ba las ecua- 
ciones (5) proporcionan: 


¡A i a 
(6) b =F). b =f (0), b=- Í ss => 71 (0), 
luego: 
(1) Q (7) = } (a) 41d y (odaat iJ (a) d a” 


10410694 E O Ea IO E a). 


2.) Existencia. El polinomio (7) verifica la condición (2). En efecto, apli- 
cando sucesivamente la regla de l’ Hôpital, se obtiene: 


Fa + an —|s (OEF (ade +10 (9 dan 
Ear d arti E 


ro+da[rodr+..+ pinar] 
pei M+Ddr AA 


o rado fa) 
A T 
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2. COTA DEL ERROR.—Si |f® (x)| <c, Vx € [a,a + dx], se verifi- 
ca que 


sa 3 1 ias dx ppt 
6) A II E al c A2 
DemostRAacIón.—Sea F (d x) = f (a + d x) — Q (d x) — y d x"t!, en don- 
de u se determina por la condición de que FE (b) = 0, 0 < b < d x, de donde 


fatio 
0, dE p 


Aplicando el teorema de Rolle sucesivamente se obtiene: F(0)= F(b) =0 
=> F (@,b)=0, 0<0,<1.: F (0, b)= F (0) =0 => F” (9, 9, b) =0, 
0<0,<1,...,EP (0,...0,b) = FW (0=0 => F (60) =0,0=0, 
20. On Onas 0X0,<1,27=1...,2 + 1, luego 0<06<0,...<..<9 <l. 


Ahora bien, 
(10) 0 = FD (9 b) = PD (a+ 004 D!, 


luego, eliminando u entre (9) y (10), se obtiene: 


(2+1) 
(1) +00 = LE LERMA qn, 001 OKKA, 


luego, en particular: 


fati? 
(12) Hard) —Plarda)=L A dar, 


Al segundo miembro de (12) se le llama término complementario de la fórmu- 
la de Taylor. De la hipótesis y de (12) resulta (8). 


3. FÓRMULA DE TAYLOR.—(12) se puede escribir del siguiente modo: 


aD |fa+rd0=1(0+1(Ddr+ +10 (0) 094 en aho! 
o bien: 
(14) a+ dx) BOELA EREET 404 d+ (a+ 0dx,dx) 


que se conocen con el nombre de fórmulas de Taylor. 
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EJERCICIOS : 

861. Calcular sen (0, 2) con un error inferior a una diezmilésima. 

862. Calcular sen (1%) con un error inferior a una cienmilésima. 

863. Calcular ¿/ 135 cor un error inferior a una diezmilésima. 
To i ; gdi 

864. Calcular V 1965 con un error inferior a una décima. 

865, 


Calcular r con un error inferior a dos décimas. 


866. Calcular ch (1) con un error inferior a, una millonésima. 


4. APROXIMACIÓN LOCAL DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES MEDIANTE POLI- 
NOMIOS. 
1 1 1 
(15) et SLEE A an TEAN ¿nl pr, 0Z OI 1 
x? x3 sto x" gnti 1 
(e: AAA A A 
xo ys xkti a) 
sio pt — 1412 sen9x,0<0<1. 
(17) AA Fto E dd A IÓN 
A ki SE oii sengs, 0<0<L 
(18) coss =1- 4 pt -+ED dr in , 0< 
(19) A O T x5 
3 60 
xë 35sen 6 x + 54 sen 0 x cos 0 x +8 sen? 8 x cos 0 x + 135 sen? 0 x + 10 senó b < Mio 
61 cos ĝ x 
A a5 z ies eE |æ Jen ta 
2) arg E cd ARO Rm |< =7 pg 
n (n+1) E 
(21) lo =1Yar+ Gp Daah. cr Fm (14 0 jaa, 


A E N T EN. 


1 y? 1.3 x% 1.3... (272 — 1) xtntl 
(22) arc sen x = x +- 3 + gatet 


2.4... (Qm) TETU ds 


2 2% 2%+1 
(23) arto tata AOA 0<0<1. 


are+l 2 4+2 


x3 
(24) shest art. +F array tO 0<0<i1. 
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EjExCICcIOS: 


867. Aproximar mediante polinomios la función 1 ( nte ). 
-zx 


2 
868. Dibujar las eurvas y = cos r e y=1— S en las proximidades del punto + = 0,75, 


5. FÓRMULA DE TAYLOR PARA APLICACIONES Va > V, —Sea f una aplica- 
ción de un abierto A de V,, en V, = R, con diferencial de orden n + 1 conti- 
nua en un entorno E, (a), a E€ A. Sea a'+ dx € E, (a) y definamos la apli- 


cación V, >» V, del siguiente modo: 
2) =a+!tdx. 
La aplicación producto F = f g es una aplicación de V, en V, con diferencial 


n + l-ésima continua en un entorno de ¿»== 0, por lo que se podrá aplicar 
la fórmula de Taylor: 


F (f = F (0) + dF (0, i) +. + 4 dn F (0, t) + z d" F(6t, td). 


Ahora bien, recordando la diferencial de la función producto de dos fun- 
ciones, resulta : 


F (0) = f (g (0)) = f (a) d F (0,1) = df (a; dx) 1,42 F (0,1) =d?f(a;dx;dx)*, 


(x 
.. d F (0, ¢) = d'f (a; dx; dx)", 
resulta : 


F(505=f(a + ¿df(a: dot hPa +t dia; dx, E d x) i” 


(a+1 
d+} (a+êtdx;dx;,. dx) +H 


1 
+ (a+! 


y, para t = 1, resulta: 


f@a+dx) =j (a) +df(a;dx) + orda dx; dx) +. 
(25) l 


1 , (a y 1 nt o dx: (+1 
A E a fa+édx;dx ¡dx 
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que es la fórmula de Taylor para una función real de varias variables reales. 
La fórmula (25) se puede escribir del siguiente modo: 


fardo=i0+ LD anta LLO asda t 


2! Ò xi Ò xj 
i=l j=1 
1 m! ò” f(a) a 
— — dx... dx” 
(26) mn, > Al... an! o'x”! Ò xpe” 1 » 
1 no» m m 
1 (m+)! òr+tif(at hdx) , a a 
i AA A A A 
tam 2 q o e! dat. a x En 
atr Ay =m + 
EJERCICIOS : 


369. Aplicar la fórmula de Taylor a la función y = cos (1, + x,). 
870. Calcular los tres primeros términos de la fórmula de Taylor para la función 
v p— 
y= Vr, en un entorno de a = (1, 1). 


871. Calcular los cuatro primeros términos de la fórmula de Taylor para la función 


y= Vsa en el entorno del punto (2, 3). 
1+x 
872. Calcular los tres primeros términos de la fórmula de Taylor de la función 
= Ta 7 en el entorno de a.= (0, 0, 0). 


, , EA 

6. FÓRMULA DE TAYLOR PARA UNA APLICACIÓN V, > Vm. —Sea B* = ([u*,, 
e. U*m} una base de Vn. Sea x* =f (x)= r, * u * +... + £*nuU*m. La apli- 
cación f es equivalente al sistema de aplicaciones : 


27) F 


a. ooo aros 


Supongamos que la aplicación f posea diferencial de orden r:+ 1, continua 
en un entorno E; (a) de a. De 


(28) df (x) =d" a”, (x) uz, He +d E*m (x) a: 


se deduce que las aplicaciones +*, (x) poseen también diferencial r +-1-ésima 
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continua en E; (a), luego se puede aplicar a todas estas aplicaciones el teo- 
rema de Taylor y se obtiene: 


| 1 (r 
| s a +dx =a" (a) + da, (a; dx) +o t 0, (a; dx, n dx) 
ri 
1 (r+1 
tyggi ea+ MESE n. dx) 
r+1! 
e temita o AAN 
a, la+dx=x%8",(a)+d, (a: dx) +- +- d lajdx, ES 
1 Pl p% (r+1 
ET A ES vecene ,dx) 
0XZ0,<1..,0< 8. <1. 
de donde: 
Ha+rdx=x%* (a +dx)u* +- +, (a+ dx) un 
1 tr 
= fa) +df(ardx)+ +7 V/(a5dx....dx) 
30 
( ) 1 gro yr +0 dx:d er, ) + 
+p. La (a +o dx dX, o dx) u" +- 
(r+1 
CIS dX, A ¿dl 0XZ0,<1...,0<8, <1 


que es la fórmula de Taylor para aplicaciones V, + Vm. Al último término 
se le llama término complementario, y lo representamos por: 


(r+1 
= — [d+ y* 0 dx; dX, eon , a * ... 
en R En [ ¿(0+0 dx;dx x) u*, + 


(r+1 
+ AH a*n A H E TEE , 4 x)] oe L., OK 8 <1, 


con lo que la fórmula de Taylor se podrá escribir del siguiente modo : 


(82) Hard) =f(a)+df@idx) +.. + d'f (a; dx: E dx) +R. 
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EJFRCICIOS : 


873. Escribir la fórmula de Taylor para la aplicación x* = x* (t). tE R, x* € V,, 

874. Aplicar la fórmula de Taylor a la aplicación «*, = cost, a = sent, 4% =i 

875. Escribir los tres primeros términos de la fórmula de Taylor para la aplicación 
a = 2 cos zi sen Y, +, = ¿sen Y, Sen Fos 


ENE 


«*, =4cosx, en el entorno del punto a 


4. Sucesiones funcionales.—Ya se ha dicho (3, $ 4, cap. V) que una 
aplicación u de N x A en Vm, siendo A un abierto de V, y N el conjunto de 
los números naturales se llama una sucesión de aplicaciones de A en Va y 
que se emplea la siguiente notación : 


(1) x* = u (n, x) = u, (x). 


Se ha visto que las definiciones de convergencia y de límite, así como de con- 
vergencia y de límite uniforme, establecidas en el caso general sirven tam- 
bién, con las oportunas modificaciones, en el presente caso. 


1. Siun(x) es una sucesión de aplicaciones continuas y uniformemente 
convergentes en el abierto A de V, y si u (x) = lim u. Un (x), se verifica que 


n— 00 


u (x) es una aplicación continua en A. 


DEMOSTRACIÓN. —Sea x E€ A y e un número real positivo arbitrario. Por 
ser la convergencia uniforme se verifica que existe un número natural n tal 
que, para todo x, x’ € A y para todo n’ > n, se verifica que 


2) Jua) (9 E, Ju (2) 4 LE 


Sea 1" un número fijo tal que n œ> n. Entonces se verificará (2) y, por ser 
un (x) una aplicación continua, existe un número 8 tal que, para todo x’ que 
verifique | x—x'] <8, sea 


8) Luy (5) a (0 1 < ea ; 


Por consiguiente, para todo x' tal que |x— x’ | <ò se verifica que 


| u (x) —4 (x°) ] = | u (x) — u, (X) + p (X) — up (X) + By (0) — 4 (xo) | 


< |8 (3) — up (2) | + | up (2) — tpr (X) | +] (x) u aN e. 
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DerinicióN 1,—La sucesión de diferenciales d 4, (x) se llama convergen- 
te en A cuando, para todo vector x de X y todo e positivo arbitrario, se pueda 
hallar una función natural N (s, x) tal que, para todo par n, w œ> N (e, x), se 
verifique que || d 4, (x) — d uw (x) || < e. Si la función N (e, x) depende sólo 
de e, se dice que la convergencia es uniforme, Se dice que la diferencial 
d u (x) es el límite (el límite uniforme) de la sucesión de diferenciales d u, (x) 
cuando n > œ, y se escribe: 

(4) du(x) = lim du, (x). 


n> e 


cuando dado un número positivo arbitrario e, para todo x € A existe una 
función natural N (e, x) (N (e)) tal que para todo n œ> N (e, x) (para todo 
n > N (e)), se verifique que || du (x) — dtn (x)  < e. 


2. TEOREMA.—$i Un (x) es una sucesión de aplicaciones diferenciables de 
un entorno-intervalo E de Va en Vm, tal que: 1.5) La sucesión de las dife- 
renciales d un (x) sea uniformemente convergente en E. 2°) La sucesión 
Un (x) sea convergente en E, siendo u (x) su límite. Se verifica que: a) un (x) 
es uniformemente convergente en E. b) La aplicación u (x) es diferenciable y 


(5) du(x) = lim du, (x). 
#-> 00 
DemosTRacióN.—Demostración de a). Supondremos, por comodidad, que 
el entorno E es esférico y de radio r. Sea a su centro y x un vector arbitra- 


rio de E. Si e es un número positivo arbitrario, por la primera hipótesis, se 
puede hallar un N, (e) tal que para todo par n, n’ > N, (e) se verifique: 


da, (x) — d up (0 |< e. 
De esta relación, por el teorema del valor medio, se deduce que 
(6) | u, (x) — ty (2) — (u, (a) —,, (a)) | Celx—a!| < er. 


Ahora bien, por la segunda hipótesis, se puede calcular un N, (e) tal que 
para todo par n, n > N, (e) sea 


(7) |u, (a) — 4, (a) | < e. 


De (6) y (T) se deduce, para todo par n, n’ œN (e) = máx (N, (e), N, (0)) 


lu, (0) y (01 <.e (+1). 
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Demostración de b).—Sea lim d uns (x) = d v (x). Por ser u (x) el límite 


de 4, (x), dado un e positivo arbitrario se puede hallar, en virtud de a), un 
N (se) tal que para todo n >N (e |d x |) sea 


| u (x + dx) —u (x) — (u, (x + 4x)—4u, (x) |<e| dx]. 


Por ser 4, (x) diferenciable, dado e, se puede hallar un è tal que, siempre 
que [dx|<8, sea 


1%, (X + dx) —u, (1) — du, (xdx)|<e|dxl. 


Como además es dv (x)= lim 4,.(x), se podrá hallar un N,(e|dx|) tal que 


”— 0 


n œN, (| dx |) implique 
¡du (dx) —dv(x,dx)|<s|[dx|. 
De estas tres acotaciones se obtiene : 
|u (x + dx) —u (1) —¿v(x,dx)|<3e|dxl, 
lo que implica que 


lim u (x + d x) —u(x) —do(x, dx) — 
dx>0 ¡ax|] 


0, 


es decir, 


d v (x, d X) = d u (x, dx), 
q. €. a. 
Ejercicios: 


.., . — x" 
876. Demostrar que la función lim LA 
n> 0 1 + x 
do en la semirrecta + `> — 1, que no contenga al punto + = 1, siendo éste el único punto 
de discontinuidad. 


es continua en cualquier intervalo conteni- 


D i x3 x5 y2n+1 
877. Demostrar que Him (Fr En Pain 


878. Aplicado el ejercicio anterior, demostrar que D sen x = cos Y. 


)= senar, Y rE R. 


879. Si a(+)= lim (a, +a t+... +0, y si la sucesión 0, +... + 0,1% es uni- 
n -> o 
formemente convergente en I, hallar una función b (x) definida en I cuya derivada sea a(r). 


880. Se lama primitiva de una diferencial a toda aplicación cuya diferencial es la diferen- 
cial dada. Hallar una primitiva de sen rd x. 


35 
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5. Serjes funcionales.—Sea u, (x) una sucesión de aplicaciones de un 
abierto X de V, en Vm. Se lama serte cuyos términos son las aplicaciones 
4, (x), a la expresión siguiente : 


(8) w (I) + e AA +, (0) +... 


A partir de la serie (8) se forma la sucesión 


(9) 5 (2) =%4,(0)+-.+%,(%) 1n=1,)2.., 
llamada sucesión de las sumas parciales de (8). 


DerinicióN 1.—Se dice que la serie (8) es convergente o uniformemente 
convergente en A cuando la sucesión (9) es convergente o, respectivamen- 
“fe, uniformemente convergente en A. 


CONSECUENCIAS. —1. La condición necesaria y suficiente para que la se- 
rie (8) sea convergente en A es que dado un número positivo arbitrario. e 


exista una función natural N (e, x) tal que para todo par n, w >N (e, x) se 
verifique 


[4 AO] nL. 


2. La condición necesaria y suficiente para que la serie (8) sea unifor- 
memente convergente en EN es que dado un número positivo arbitrario e 


exista una función natural N (e) tal que para todo xEKX y todo par 
n, n > N (e) sea 


lng (OQ H o tp (|< nK. 


DerivicióN 2.—Sí la serie es convergente en XA y si lim s, (x) = s (3x), 


no 


la aplicación s(x) se llama suma de la serie (8). 


Como la suma de un número finito de funciones continuas o diferencia- 
bles es otra función continua o, respectivamente, diferenciable, los teore- 


mas 1 y 2 del número anterior dan lugar a los siguientes teoremas para las 
series, 


1. TEorEMa.—Si (8) es una serie de aplicaciones continuas que tiende uni- 


formemente a la aplicación suma s(x) en A, la aplicación s(x) es conti- 
nua en A. 
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2. TEOREMA.—Si (8) es una serie de aplicaciones diferenciables en un en- 
torno-intervalo E de Vn, tal que: 1.%) La serie de las diferenciales 


(10) du + +du, (+... 


sea uniformemente convergente en E, 2.%) La serie dada sea convergente en 
E, siendo s (x) su suma. Se verifica: a) La serie dada es uniformemente con- 
vergente en E. b) La aplicación s (x) es diferenciable en E y 


ds(x)= lim [du (x) +... + du, (1)1. 


n> o 


EJERCICIOS : 


881. Sabiendo que e* = lim (a A + 2) , demostrar que de” =e*dx, 
ni 


n—>0 
2 
882. Sabiendo que log (1 + x)= lim (+= — > tos + (— 1)” z ). [r]<1, 
n -y V 
dx 
demostrar que d log (i + +) = 
q ga+») IFz 
2 2+1 
883. Sabiendo que senx = lim («+ + em) y cos + 
24+1>0 3! (24+1)! 
2 2% 
= lim ft -5 +... + (— 1) -rh demostrar que d sen v = coss dy y deose 
2k—> o 2 A! 


= — sen 7 d y. 


2 n 
“ X x 
884. Demostrar que la serie x + + + 

n 
pero no es uniformemente convergente en él. 


+ ... es convergente en el intervalo (0, 1), 


DerInicióN 3.—Se dice que la serie funcional (8) es absolutamente con- 


vergente en A cuando es convergente en A la serie 
a) Ja, l o +1 (0]+-.. 


CONSECUENCIAS. —1. Si la serie (8) es absolutamente convergente es con- 
vergente. 

2. Las propiedades de las series numéricas absolutamente convergentes 
son válidas también para las series funcionales absolutamente convergentes. 


3. Si la serie de los módulos de una serie funcional es uniformemente 
convergente, ésta también lo es. 


3. SERIES POTENCIALES.—El caso particular más importante de series fun- 
cionales de una variable es el de las series de funciones potenciales : 


...y 


(12) ata rstas? +.. +a," 


llamadas series potenciales o series de potencias. 
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4. TEOREMA.—$1 la serie (12) es convergente para x = E, es absoluta- 
mente convergente para todo valor de x tal que [x|<|E|]. 


DemMosTRAcióÓN.—1.? Por ser convergente la serie numérica 


ata ta ĝt. ta, dto. 


sus términos están acotados. En efecto, dado un número positivo arbitrario 
e se puede hallar un N tal que para todo n œN sea |an" |< e, luego si 
M — 1 = máx {|æ | |a j, 5 | a, E” |, e), se verificará que, para todo n, 
será | an §" | < M. 

2° Si x es un punto cualquiera que cumple la condición |r| <|], 
será: 


PE e mM E 
pero la serie E M E es, para todo v tal que |x| < |Ẹ |, una serie geo- 


métrica de razón inferior a la unidad y mayorante de la serie 


la, [+14 +]1+..+10, 4% [+.., 


luego ésta es convergente. 


Dada la serie (12) se puede afirmar que es convergente para Y = 0. Si 
no es convergente para cualquier valor de xv, existirá un extremo superior 
del conjunto formado por todos los puntos en los cuales la serie es con- 
vergente. Si R es este extremo superior, se verificará que para todo punto 
x tal que |x| <R la serie será convergente, y para todo punto v tal que 
|x| >R no lo será. Para | x| = R la serie puede ser o no convergente. A 
este número R se le llama radio de convergencia de la serie. Si la serie sólo 
es convergente para v = 0, se dice que el radio de convergencia es cero. Si 
la serie es convergente en toda la recta, se dice que el radio de convergencia 
es infinito. 


El criterio de d'Alembert permite calcular el radio de convergencia en 
muchos casos. En efecto, como la serie es absolutamente convergente en 
todo el intervalo de convergencia (— R, R), si ir es un punto de este inter- 
valo se verificará, según el criterio de d'Alembert, 


| ansa! [apn CENTE | anil 
lan] |x|" 


lim 


no n— 00 | 
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P . TRA a . ; f 
Por consiguiente, si lim Jal = a, la serie (12) será absolutamente con- 
n> o x 


vergente para todo valor de x tal que | x |< — , luego 


R= = = lim an 


Cn+] | n>a 


angi 


5. TEOREMA.—Toda serie potencial es uniformemente convergente en 
cualquier segmento cerrado contenido en su intervalo de convergencia. Ya 
que si o < Ẹ < R, para todo + tal que |x | < Ẹ se verifica: 


Ja Pe 37M SL] E Sida + lapl E <e nw >N (e). 


Como las funciones +” son continuas, de este teorema y de los teoremas 
1 y 2 se deduce: 


CoroLaArIO 1.—La suma de una serie potencial es una función continua 
dentro de su intervalo de convergencia. 


CoroLario 2.—La derivada de la suma de una serie potencial es igual a 
la suma de la serie derivada dentro del intervalo de convergencia de ésta. 


6. TroreMma.—La derivada de una serie potencial posee el mismo inter- 
valo de convergencia que ella. Puesto que el radio de convergencia de la serie 
derivada: 


(13) a, + 2a, # +.. tna, gmi. 


viene dado por 


R* = k 1 = - l 1 1 Sa £ = R 
Iim (2 + 1) | ang | lim % + lim lany | Tim | any | 
n— wo n| an| n—> o 2 n—> o |an] n—> 0 Un 


El teorema 6 y el corolario 2 se pueden resumir en el enunciado siguen- 
te: la derivada de la suma de una serie potencial es igual, en el intervalo de 
convergencia de ésta, a la suma de la serie derivada. Esto se expresa breve- 
mente diciendo: las series potenciales se pueden derivar término a término 
en su intervalo de convergencia. 


DESARROLLOS EN SERIES DE POTENCIAS DE UNA FUNCIÓN MEDIANTE LA FÓR- 
MULA DE TAYLOR.—Una aplicación f se llama de clase n en A cuando posee 
diferencial de orden n, continua en A, En particular, una función se llama 
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de clase C” cuando posee diferenciales de todos los órdenes en A. Si una 
función f (+) es de clase C? en el intervalo I, se puede aproximar en un en- 
torno de cualquier punto de 1 mediante un polinomio de grado tan grande 


como se desee, Esto es, toda función f (+) de clase infinito en I da lugar a 
una serie: 


as) FE) EC? => 10) E tO E O E e a OA 


suponiendo, por sencillez, que 0€ I. 


m i (2+ 1 (0) sia i 
Sea r= E A T +0 y sea J = (—r,r) el intervalo 


de convergencia de la serie del segundo miembro de (14). Sea 


(15) F(s) = lim O +... E 100 (0) 1]. 


— 0 


Se presenta la siguiente situación: 


H a 1 
Vimeo >109> Y) 10 


¿Qué relación es la aplicación S œ? El siguiente teorema responde, en ciertas 
condiciones, a esta pregunta. 


7. TEOREMA.—La función f (x) es uniforme y de clase infinito en el abier- 
to A. J= (—r, r) es el intervalo de convergencia de la serie (14). Para todo 


punto x de J se verifica una de las dos condiciones siguientes: 
a) EŒ (x)| <M, VneN y Vxe€J, 
(16) | b) | fín) (x) 


O © VnEeN y Wxe€J. 


entonces se verifica que: 
Ea) =F VE. 
DeĮmosTRACIÓN.—De x €J se deduce, por ser (14) uniforme y absoluta- 


mente convergente en [—m, m], mE J, que, dado un número positivo ar- 
bitrario, e, Y n, EN, tal que Yn >n, y Vr € [—m, m], se verifica que 


€ 


(17) | E (7) — DNA : 


:=0 
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w an f 
Por ser > uniformemente convergente en toda la recta, ya que 
n=0 


n! 
E an 1 mo 
lim ST = tm 1+7) = e”, se verifica que, existe un número 
a m — 2% 


m— 0 
a= 


n, E N tal que, V n © n, se verifica que | PIT act < de donde 
1 n f e| f+) (0| 
(18, a) RH EDT fr (0) aer ls m 


Si se emplea la hipótesis b), por ser (14) uniformemente convergente en 
[— m, m], su término general tiende a cero, luego existe un n, € N tal que, 
Va > mn, se verifique que 


(18, b) (+1) (0) artt 


3 
<JM' Yx € [~ m, ml, 


1 
(n +1)! 


Sea m = máx [n,, Nna}. Vn >m será: 


1HO=F501< 15-100 4 109-190 
=0 i=0 
1 n al 
<| AFM! PEFD iS z`’ 


Ahora bien, teniendo en cuenta las dos hipótesis a) y b), y (18a) y (18 b), 
respectivamente, resulta: 


a) => +7 Aand (0 0) cota | — EENI fins) (0) ao a 
b) => nr JO (0 x) an 
=| ¡O 5 e Sm M=, 


luego, en cualquier caso: | f(r)—F (x)| <e, de donde f (1) = F (x), Vr€ J. 
APLICACIONES.—8, En toda la recta se verifica que 


(19) e= lim 1er e o E e) 
2 n! 


n— 00 
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9. En L= (—1, 1) se verifica que: 


(20) n(1+2%= lim (+ o En z) 


.—o 2 


10. En toda la recta se verifica: 


4 _ . at n x2nt+i 

ea) senz= lim (-— t +CD pr Tyr): 
y .— : at A 

(22) COS Y = Jim h-E + dr): 


11. En el intervalo J = (— 1, 1) se verifica que 


2 (”) 
(23) Q +r) = lim (a+os+ L Me an). 
”. — 00 21 n! 


12. En el intervalo J = (— 1, 1], cerrado por la derecha, se verifica: 


x? x?ntl 
24 = ti A A + (0 . 
en arc ig # EAG grrr rr) 
13. En el intervalo J = (— 1,1) se verifica: 
1. 1.3 a? 
25 = i o — ae amma - e 
(15) arc sen Y sm, (++ Ss +37 + 
+ 1-3...2n—1) "ti 
2.4...(21) 2241) 


DEMOSTRACIONES. —8. r= lim |n + 1|=œ. V xE [— m, m] es e < en 


= M, Ym. 


9. r= lim 241 = 1. D™ log, (1+ 1) = (Za . Aplicando la 
Pana n (+ a. +1 
e rn! 
rs , CIN UN 1 — 
hipótesis b): ipni =p S Vr>—e>—1, e>0, 
: 1 
siendo M = A 
10. Es totalmente análogo a 8. 
a” 
. ] , 1 , a . 
11. r = lim —h- = lim 2EL |=1. Sir>02>(1+.5) 


(a + 1)! 
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> (1 + mL Sio<e<l+xr => 0D > (+19, Ynja —n 
—1 <0, luego aplicando b) resulta (23) para todo [—1 + s, 1— e]. 


: . 1 
12. r= 1. La convergencia para x = 1 es consecuencia de ser 1— = 
tor —... una serie alternada cuyo término general, en valor absoluto, 


tiende a cero. 


13. Análoga a la anterior. 


14. CÁLCULO DE TABLAS DE LOGARITMOS.—Para calcular tablas de loga- 
ritmos se emplea la siguiente serie, que converge más rápidamente: 


lx Y x3 ab 
(26) 1 o) 2 FAA > 
l+x 2 _ z 
y se pone 5 =1+-5»> de donde x = -NFF >y 
(27) A tey taaa to) 
2N+2 SNF TENA 


Mediante (27) se calcula : 


(28) in 10 = 2, 302 585 092 994 045 684, 


sabiendo que e = 2, 718 281 828 459 045 235 360, Mediante este número se 
calcula : 
(29) M = Le = (ln 10)-1 = 0, 434 294 481 903 251 827. 


Multiplicando (27) por M, se obtiene la siguiente fórmula para calcular loga- 
ritmos decimales : 


3 zi 
(30) L(N+2)= L0+2M (247, +tionror RENT +...) 


Tomando el primer término de (30): 


2Mz 
L(N+2)= L(N)+ -pipz +E 


el error cometido puede acotarse del siguiente modo: 


25 2M 23 
E E ES E E 
2M23 1 — 2 M323 (2N + 2)2 M z3 z3 
SONETO = FON PENEAN] CC PNTE O 6N 


LENTA 
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Ejercicios: 


Calcular In 10 con un error inferior a una milésima, 
Calcular L11 con un error inferior a una milésima. 


Desarrollar en serie sh +, chx y thx, 


885 
886 
887, Calcular + con un error inferior a una centésima. 
888 
889 


1 
Calcular con un error inferior a una décima V 2250. 


D 


Máximos y mínimos. 


A. FUNCIONES DE UNA VARIABLE. DEFINICIÓN 1.—Si RR es una apli- 
cación definida en un abierto A de R, se dice que f(x) es creciente en a €A, 
cuando existe un entorno E, (a) tal que, para todo xv € E, (a) se verifique 
que: v <a => f(0)<f(a) y a<x => f (a) < f(r). Simbólicamente 
se puede expresar esta definición del siguiente modo: 


(1) f(x) es creciente en a <> 3 E, (a) | Vr, y € E, (|r <a <r 
> f< la < E). 


Análogamente : 


(2) f(x) es decreciente en a <> 3 E, (O)| Yr Y EE, @ |r <a <r 
=> f e> At) 


EJERCICIOS: 


890. ¿Es la función y = f (+) de la figu- 
ra 105 creciente en a? Determinar un entorno 
de a que cumpla las condiciones de (1), Aná- 
logamente para c. 

891. Dada la función y = — 42 + 34 + 5, 
averiguar si es creciente O decreciente en 

=—1 y hallar el máximo entorno-intervalo 
de este punto en el qué la función es crecien- 
te o decreciente. 


Fig. 106. 


Las dos definiciones (1) y (2) se pueden resumir en la siguiente: 


creciente 


(8) f(x) es i ena <D g E,¿(0¡V2r€ E, (0). dr+0 
decreciente 
>0 


=> [Ha + 47) —f(a)] dx <o. 
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1. Si f(x) es de clase C* en un entorno E (a) y si la primera diferencial 
distinta de cero en a es d f (a; dx), r <n, se verifica que: 


creciente 7) (a 0, 
(4) f(x) es f ena <> r=2k>+1 j (9) > 
decreciente fo? (a) < 0. 


DemosTrACIÓN.—De las hipótesis se deduce que 


(5) f (@ +da) — f(d] de =l fO (a Oda) d ar 


y como f'” (x) es continua en E (a), se verifica que existe un entorno E; (o) 
de o tal que, para todo d+ € E. (0), se verifica que sig f” (a + dx) 
= sig f™ (a), luego de (5) se deduce: 


(6) sig [} (a+ d x) — f (a)] dx = sig f (a), r=2k+1, de E, (0). 


DerinicróN 2.—Los puntos en los que una función no es creciente ni de- 
creciente se llaman puntos estacionarios. 


2. Si f(x) es de clase C” en un entorno E (a) y si la primera diferencial 
distinta de cero en a es d f (a; dx), r< n, se verifica que: 


(7) a es punto estacionario <Z> r = 2k. 


r : e, máximo 
DerInIciÓN 3.—Se dice que la función f (+) alcanza en a un Lois rela- 


tivo cuando existe un entorno E; (o) de cero tal que, para todo d x € E; (o), 


dx +0, se verifica que f(a + dx) —f (a) Se 


3. Sif(x) es de clase C* en un entorno de E (a) y si la primera diferen- 
cial distinta de cero en a es d'f (a; dx), r < n, se verifica que: 


máximo y Ko (a) < 0, 
(8) f (x) alcanza un minihi relativo en a <=> r = 2k Eo (a) > 0. 
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DemostTracióÓN.—De (5) se deduce en el caso actual que 


0) Ho+da)—H0)= 7 P9(0+042)47, 


luego, por ser f (+) continua en un entorno de a, existe un entorno E, (0) 
tal que Vd + € E, (0) es sig f'” (a'+ d x)= sig f” (a), luego: 


(10) sig [f (a + d 1) — f (a)] = sig [$6 (a), d 1], 


y para que este signo no dependa del signo de d x es n. y s. que r = 2 k, en 
cuyo caso el signo de (10) será igual al signo de f'” (a). 


EJERCICIOS: 


892. Averiguar si la función y = 275 — 15 12 + 36 r —3 es creciente, decreciente, posee 
máximo o mínimo en los siguientes puntos:1; 2; 2,5; 3. 


893. Hallar los máximos y mínimos relativos de la función y = 8 r4 — 4 x3 —30 72 
— 36 x + 1. 


894. Hallar los máximos y minimos de la función 
y=10 16412 15 — 75 rt — 20 23 + M0 1? — 20 r +1. 


895. La luz monocromática se mueve en los medios 
homogéneos con movimiento uniforme. La velocidad de 
este movimiento depende de la densidad del medio. ¿Qué 
camino deberá seguir un rayo luminoso de luz monocro- 
mática que parte de un punto A de un medio homo- 
géneo M y pasa por el punto B de otro medio homogé- 
neo distinto M”, siendo la superficie de separación de 
ambos un plano P, de modo que el tiempo invertido en 
pasar de A a B sea mínimo? (fig. 106). (Se supone que 
la velocidad en M es v, y en M’ es va) 


Fig. 106. 


B. APLICACIONES Á ER R, A ABIERTO DE V,.—Sea f(x) una aplicación de 
un abierto A de V, en R, de clase C” en el entorno E (a) de un vector 
a de V,. 


., máximo . 
DEFINICIÓN 4.—La función f(x) posee un mínimo relativo para x = a 


<—> Existe un entorno E, (0) tal que, para todo d x € E. (0), se verifica 


que f (a + dx)— f (a) } Ey 
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Suponiendo r > 2, se puede aplicar el teorema de Taylor y se obtiene: 


(1) Ha+dx)—f(a) = df (a; dx) + dfa +0dx;dx, dx). 


Supondremos en lo que sigue que d?f(a;dx,dx) +0. Siendo d f(a 
+0dx;dx,dx) una forma cuadrática, tomando |dx| suficientemente 
pequeño su valor absoluto se puede hacer inferior al valor absoluto de 
d f (a ; d x) (que es una forma lineal en d x), luego existe un entorno E”, (0) 
tal que, para todo d x € E’. (0) se verifica que 


sig [f (a + dx) — f (a)] = sig (d f (a; d x)), 


y como el signo de una forma lineal puede ser positivo o negativo según los 
valores que se den a las variables, a no ser que dicha forma sea la forma lineal 
cero, resulta : 


Una condición necesaria para que f(x) posea un máximo o un mínimo 
relativos para x = a es que 


; [1 21 Òf T 
a2) df (a; dx) = Hha ll 
o bien: 
į ò f (x) (1 x 
as) ( 9x, o. > = | Ò Xn a 


Supongamos que se cumple la condición necesaria (12). La igualdad (10) se 
reduce a 


a4) ETEESI Bra+0dx;dx,dx). 


Siendo d? f continua en un entorno de a, se puede determinar un entorno: 
Ee (0) tal que, para todo dx € E¿(0) se verifique que 


sig [d f (a +0dx;dx,dx)] = sig [d? f (a; dx, dx), 


luego, suponiendo que d x € E: (0), se verifica que 


(15) sig [f (a + d x) — f (a)] = sig [d? f (a; dx. d x)]. 
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Ahora bien: 
(16) d2ta;dxdx)=dxrH,_, 24, 


afa) ITA) 


òx? j DEREZ 


Pfa BSE 


DETTES i Dn? 


Se obtiene, por tanto, el siguiente resultado : 


4. Sif(x) es de segunda clase en un entorno de a y si Œ f (a ; dx, dx) 


PNE E iia : dximo 

+ 0, una condición necesaria y suficiente para que f(x) posea un | e 

relativo, en a, es que se verifique (12) y que la forma cuadrática ď? f (a ; d x, 
| definida o semidefiniaa negativa, 

d x) sea | definida o semidefinida positiva. 


Teniendo en cuenta el teorema 2 de 4, $ 1, Cap. IV, resulta: 


5. Sif(x) es de segunda clase en un entorno de a ysid?f(a;dx,dx) 
Zo a ¿ua áxim 
+ 0, una condición necesaria y suficiente para que f (x) posea un cad 
signatura de dxH__,¿dx=0, 


relativo, en a, es que se verifique (12) y que | signatura de dx H,_ dx 


= rango dx Max. 
EJERCICIOS : 


896. Averiguar si existe máximo o minimo para x =(0,0,0) de la función f(x) = a 
— y ly 3x3 r2 7 == y 2 Lx — 2_ 2 

2x, a, +38 f +4x,% E 4%, Bx, HBr PERT 27, 42. 

897. Hallar, si existen, los máximos y mínimos de la siguiente función: f (+) = «2 
487, %,—%,7, +1 4—4, E tA 


$ 3. FUNCIONES IMPLICITAS E INVERSAS 


1. Diferencial parcial de una aplicación.—Sean Vn, Vm y Vp tres es- 
pacios vectoriales euclideos, A, un abierto de V,, A, un abierto de Vn. 
A = A, x A, es un abierto de V, x Vm. Sea 
a) 4 


A — 


una aplicación diferenciable en A: z = f (x,y) xE A p y£ A,. Sea a €A, 
b E€ A.. 
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DerinicióN 1.—Se llama diferencial parcial respecto del vector x de la apli- 


cación Í en el vector (a, b), y se representa por d fx (a, b; d x), a un homo- 
morfismo de V, en Vp tal que 


fla+dx,b)—r(a,b)—df,(a;b;4x) 
(2) lim — aaa aaacasa 
dx—0 [dx] 


Por ser homomorfismo se verifica: 


8) df¿labidx+dx)=d/ (a,b;dx)+4df/, (a,b;dx) 
df, (a, biddx)=1df, (a,b; dx). 


Sean B, = {up ++, Un), Ba = {Vp -9 Vm} B= (u*,, ..., u*») bases de 
Va Vm y Vp, respectivamente. Sea dx = d xiu, +... + d Xu, dfx (a, b; 


dx) = dz, u*, +... + d Zp uřp. Como en caso de las diferenciales totales, 
resulta que: 


Ò z4 Ò 24 
dx, dx, 
(4) (dzoodz (dr cad dla dema : : 
y=> y => Ò 2I Ò Zp 
X Xn Ò £n x=a. y=b 


EJERCICIOS: 


898. Calcular la diferencial parcial respecto del vector x en el vector a = (1, 2), b = (2, — 1), 
de la siguiente aplicación : 


1527 +87, y 2EY HI 
274,494 9+2y, 


899. Calcular la diferencial parcial respecto del vector y de la aplicación del ejercicio 
anterior, en el vector (a. b). Idem la diferencial total en (a, b) y hallar la relación entre éstas 
y la del ejercicio anterior. 


1. Entre las diferenciales parciales y la diferencial total se verifica la si- 
guiente relación: 


(5) dta.bidx.dy)= df, (a,b;dx)+df, (a, b; d y). 


Demostración. —d f (a, b:d x. dy) = df(a,b;dx, 0) + df (a, b:0, d y) 
= di (a,b; dx)+ dfy(a. b; d y), ya que, en virtud de la definición es 
dfzla,b:dx)=df(a,b; dx, 0). 
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Las diferenciales y las diferenciales parciales son homomorfismos, luego 
se puede hablar de norma de una diferencial o de una diferencial parcial: 


: a |a fia, bi dx, 2 y)| 
(6) i d f(a, b; dx, d y) [| = ext. sup. jax, dy | ? 
d fa (a, b; dx)| 
l 4f, (a,b; dx) || = ext. sup. AA A 

y teniendo en cuenta (5): 
(C) lat(a b; dx, dy) <la b; dx) l +lldfy (a,b; dy) 1. 

EJERCICIO: 

900. Calcular la norma de df, (0.0; dx), siendo f: a SI 


2 =% — Br, + y 


DEFINICIÓN 2.—La diferencial df, (x, y; dx) se llama continua en el 
vector (a, b) cuando dado un número positivo arbitrario e existen otros dos, 
3,, 8,, tales que, para todo par de vectores x, y que verifican la condición 
¡x—a|<83, |y—b]|<8,, se verifique que 


(8) [df (x.y; d4x)— dj (a.b; dx) ]< e 


EJERCICIOS: 


901. Demostrar que d f, es continua en (0, 0) para la aplicación del ejercicio anterior. 
A PE 


902. Idem para la aplicación: f | K o ia e 
B5 ŽEP HEY +4) 


DEFINICIÓN 3.—Si n'= p, puede suceder que el homomorfismo d f, (a, b; 


, 
d x) sea isomorfismo, en cuyo caso se dice que la diferencial es reversible 


en (a, b). 


| 
A 0. 
O l(%gs Cm) x=Aa, o 


(9) df, (a, b; dx) es reversible en (a, b) <> 


EJERCICIOS: 


903. Determinar todos los vectores en que no es reversible la diferencial d fx (a.b: dx) 
de la aplicación f del ejercicio 902. 


904. Idem para la aplicación: ZEE aY, Yy 2 = 7,9, EF, Ya 
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2. Teorema de existencia de funciones implícitas. 


1. TEOREMA DE EXISTENCIA. HipPÓTESIS.—Sean A y B abiertos de Va y Vm, 
respectivamente, E una aplicación continua de A x B en Vp siendo Va Vm 
y V, espacios vectoriales euclídeos de dimensiones n, m y p, respectivamente. 
1.) Existe dí, y es continua en un entorno de (a, b), a€ 4, b€ B. 2.) 
dí,(a, b; dx) es reversible en (a, b). 3.) Existe dí (a, b; dx, d y). 


Tes1s.—1.2) Si c= f (a, b), existen los entornos-intervalo E. (a), Ea (b), 
E., (c), tales que, para todo y € E, (b) y para todo z € E. (c), existe un 
vector x E E, (a), y uno sólo, tal que z = f (x, y). 2.?) La aplicación: (y, z) 
>x = (ly, z), de E,, (b) x Ea (c) en En (a) es una aplicación continua 
en E,, (b) x E,, (e). 3.2) La aplicación e es diferenciable en (b, e) y su di- 
diferencial se obtiene resolviendo respecto de d x la ecuación : 


4 dz=df, (a,b;dx)+df, (a, b; d y). 


DemostTracióN.—Sea d fx (a, b; dx)'= dx. D, siendo D una matriz nu- 
mérica reversible. Consideremos la aplicación 


42) g (2, y) = f (x, y) D-1—x, 


siendo D- la matriz inversa de D. Diferenciando (2) respecto de x, se ob- 
tiene: 


43) d ga (y) =df, (X y) D — dx = (df, (x. y) — 4x D) D=, 
de donde 
(4) dg, (a,b) =0. 


De la continuidad de d f se deduce, en virtud de (3), la continuidad de 
dgx (x, y). De esta continuidad y de (4) se sigue que, dado un número arbi- 
trario e tal que 0 < «e Y n < 1, se pueden hallar otros dos, e, y 3', tales que, 


para todo par de vectores x € Vm, y € Va |x—al<%3. |y—b/|<53, 
se verifique: 


(5) dz, Ay 1<e. 


Consideremos la aplicación [z — f (xə y)] D~, que es continua, por ser- 
lo f y se anula para y'= b, z = e. Por consiguiente, existe un entorno 
G de (b, c) en Vm x Vp tal que, para todo vector (y, z) € €, se verifique: 


(6) | — F (a, y) D- |< (Ae y me. 
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Sean 3, < 8 y 5, dos números positivos tales que | y —b|<8, | z— e | 
< 3, => (y, z) € 6. Consideremos los tres entornos: E, (a), E, (b) y 
Ea (c), de radios e,, e, y e, respectivamente. 


Sea y € E,, (b), € E, (c) y consideremos la sucesión de vectores: 


(7) x, =z D-1 — g (xp y) ?1>12...x,=2. 


(8) I—x = 128 ar 2 (Xy yl, 


se deduce, siempre que xi, y Xi; pertenezcan a E, (a), en virtud del teore- 
ma del valor medio y de (5), que 


9) [x—x, e l Xia Xi gl y. 
de donde 

(10) lx — Xx, | < eti xx, x, | (yl 
y 


[II |< | X, (+0 axalean) H o H (e y2)+1]|x,—al 


1— (Va) i 
= yr >T leVr Ix, -a] 
(11) 1 
TT MP OTI am al 
~E n 
1 1 | 
= D-1 , D-1] = — | —5(a, D-1 , 
Va |z ł (a. y) ] Va i (z (a, y)) <e 


de donde se deduce que, efectivamente, todos los vectores x; definidos por 
(T) pertenecen a E,, (a), lo que justifica la validez de (5) y de (9). 


a) La sucesión (T) es convergente. En efecto, en virtud de (10), se ob- 
tiene: 


E TRE — Xg l Hoe t A Y DE E + te valix al 


TÚ 1— f: Var E e => 
Lle y NO —_ 8) < le y 2) ep 0<Zeyu<l 
1 Vn) 


b) Existe lim x, = x. Puesto que x, es una sucesión convergente de un 


n— 0 


espacio vectorial euclideo. 
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c) Se verifica que z = Í (x, y). En efecto, tomando límites en los dos 
miembros de (7), se obtiene: 


x =z D~! — g (x, y) = z D-1 — f (x, y) Do! + x, 
de donde 
[z — f (x, y)] D~! = 0, 
y por ser D-* reversible 
z— f(x, y) =0. 


Al vector x determinado por el par de vectores y, z de Es, (b) y El, (c), 
respectivamente, lo representaremos por 


(12) x = ọ (y, 2). 


d) La solución (12) es única cuando x € E,, (a), y € E,, (b) y z € E, (c). 
En efecto, si existiera otra solución x’ € E, (a): 


z =f(x, y), 


sería 


g(x,y) =} (x, y) D —Y = j (x, y) Dl — Xx = 8 (0) y) +xX—x, 
de donde 


186 yga yis | 


y por el teorema del valor medio, en virtud de (5), 


e a|x—x ]=|x—x]| (1-e/D9|x—x]|=0, 
y como ¿y n <1, será | x— x |= 0, luego x— x = 0. 
e) ẹọ es una aplicación continua en Es, (b) x Ea (e). 1%) lim ẹ(y,z) 
ty. z) —> (b,c) 


= ọş (b, c) = a. En efecto, de (11) se deduce que 


Iual < E l E eD l. 


Siendo f una aplicación continua en A x B, también lo es [z — f (a, y)] D”*, 
luego, dado un número positivo arbitrario, p, existen los números positivos 
Nm, Y ha tales que, para todo (y, z) tal que |y —b]|<wm,, |z—e!l< nm, se 
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se verifique que | [z — f (a, y) D-1] [<p (1 — e Y n), luego | —a| <p 


y como ọ (y, z) = lim x; resulta que lim ẹọ (y, z) = a = ọ (b, ©). 
$> o (y, z)>(b, 0) 


2.) Como df, es una aplicación continua en un entorno de (a, b), exis- 
tirá un entorno E (a, b) en el que df, seguirá siendo reversible y en cada 
uno de los puntos de este entorno se podrá repetir el razonamiento realizado 
anteriormente respecto de (a, b). 


f) ọ es diferenciable en (b, c). Por ser f diferenciable en (a, b), se veri- 
fica que 


(13) dz=dj,(a,b;dx)+4f, (a, b; d y). 
Poniendo 
(14) df (a,b:dx)=dxD,. df, (a,bidy)=dyD, 


en donde D, y D, son matrices numéricas, y D, es, por hipótesis, reversi- 
ble, es decir, 


(15) D, DP? =l, 


siendo 1 la matriz unidad, será: 


(16) dz=dxD, +dyD,, dx*=dxD,, dy" =dyD,. 


Recordando la definición de norma de una aplicación lineal se obtiene, 
poniendo 


(17) [df (a,b;dx) || =m, [df (a, b;dy [| =7, [df(a,b;dx.dy) | => 
que 
|d x Dx| 1 1 
ext. inf jaz 0t inf jax] = ext. inf Taroz 

|Z x Dx] [2x8 

(18) 
1 1 
|ax* oz" | m 

ext. sup [zx] 


Sean d x y d y vectores arbitrarios de V, y Vm, respectivamente, y pon- 
gamos 


(19) dia= (a+ dx,b+4dy)—7 (a, b). 
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De (16) y (19) se deduce 
, dz —dxDx-— dy Dy 
lim =0, 
(Ax, 4y)>0 |dx,dy | 


de donde, dado un número positivo arbitrario e, tal que 1 —m e > 0, se de- 
duce que se puede hallar otro número, 5, tal que siempre que sea | dx |< 83, 
|dy| <8 (y por tanto |dx,dy|<|dx]+|dy]|<25), se verifique que 


|4z—dxDx-— dy Dy) 
lax, ay | Se 


de donde 
(20) [dz—dxD,_—dyD, | <Keldx dyj|&eldx|+ejdy]. 


De c = f (a. b) y de (12) y (14) se deduce que 
(21) 


a+dx=gqp(b=+dy,c+ 42). 

De (21), y por la continuidad de e en (b, c), se deduce que se puede hallar 
un número positivo 8' tal que 

(22) 


o<? <L; Yldy <ë dz] <7 => |dx]<3, 


Por consiguiente, si dy y dz son dos vectores cualesquiera que verifiquen 
idy|<S, |dz|<%, se verificará (20). 
Teniendo en cuenta (17) y (18), se obtiene : 


|dz—dxD,—dyD,|>|—dxD,|—|¿dz]—|—¿yD,| 
(23) 


> 


A pax¡—¡dz|—njdy| 
m 

De (20) y (23) se deduce: 
(24) 


m m(n- e) 
A 


en donde s es un número arbitrario que se ha elegido de modo que 
1—me>0. 
Ahora bien, en virtud de (20), se verifica que 
[dx—dzD'—dyD, Dl |=|(4xD¿—¿d2—dyD,)DZ*!| 
(25) 


<m|jdxD,—dz—dyD, | =m|dz—dxD, —(—¿yD,|< 
Emeldx|+4me|—dy|=me |dx|+mejldyl. 


566 $.3. FUNCIONES IMPLÍCITAS E INVERSAS [Capítulo VI] 


De (24) y (25) se deduce: 


_ a 1 mail m 
(26) [dx dz D7 dy D,D? [Sm láy] + mez idz] 


De (26), en virtud de (21), se deduce: 


(27) [p(b+2y,c+d2)—e(b,c)— [42 D* + a y Dy DZ*]| ome RAEE 
ldy,dz| 1— me 


. » “os . . , 1 7 
Si y es un número positivo arbitrario, V e < mín | 7 A 
será el último miembro de (27) menor que 7, luego: 


(28) dp(b,esdy, dz) =d2D +dyDyD7? 


con lo que queda totalmente probado el teorema. 


EJERCICIOS : 


905. Dada la aplicación 


Í: 3, =4 24,9, EF Ya 
E 7 Y tF, Yp 
calcular d p, siendo x = ọ (y, z). 


906. Calcular el vector x correspondiente a los vectores y = (1, 1), z = (2,3), en la 
aplicación g, con una aproximación de una. milésima. 


907. Calcular la raiz de la ecuación: 2 sen r — shx = 0. 


2. CoROLARIO 1.—Dada la aplicación f (x, y) = 0, si existe d fx y es con- 
tinua en un entorno del punto (a, b), siendo reversible en el punto (a, b), 
existe una aplicación x = o (y), que es continua en un cierto entorno de. b, 


verificándose idénticamente en él que 
ie (y), y) = 0. 


Además se verifica que 


doly) =dyDyD* 


3. CoroLario 2.—Dada la aplicación f (X,, ..., Xa, y) = 0, si A es dis- 


tinta de cero en el punto (x,”, ..., Xa’, Y°), siendo continua en un entorno 
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de él, existe una aplicación y = 9 (X,, ..., Xn), continua en un entorno de 
(X°, ..., Xa’), tal que, en dicho entorno, se verifique idénticamente : 


[E *p pp.) =0 


siendo en (Xx, ..., Xp”): 


of 
06 0x; E 
E A 
òy 


4. CoroLario 3.—Dada la aplicación z = f (x), si existe df y es conte 
nua en un entorno X, siendo reversible en él, existe una aplicación x = ọ (z), 
llamada inversa de la anterior, tal gue en un entorno de z, = Í (xo) se veri- 
fica idénticamente z = Í (9 (z)). En el vector z, se verifica 


dp =dzD-1) dz=dxD. 


5. COROLARIO 4. (TEORÍA GENERAL DE LA ELIMINACIÓN).—$1 z = f (x) es 
una aplicación, con diferencial continua, de un espacio vectorial euclídeo V, 
en otro Vm, verificándose que O'= f (a), y sí zi = Zi (Xi, ..., Xp) son las ecua- 

O (Zy <.. Zm) 
Ò (Xp Xn) 
fica que el sistema de ecuaciones 


(29) 2, (+ 


ciones de f, siendo rango 


=r en un entorno E de a, se veri- 


poo) =0, i=1,....m, 


es equivalente en E a un sistema de la forma 


(80) z= gp Erne i=l, sur 
È; (Pp eo Pr Tr 224,330, j=r+l.....2. 


en donde las y; no dependen de X., --i, Xn- 


Ò (Zne. e Zr) 


DEMOSTRACIÓN. —Supongamos que 
R pong q FRET 


+0 en E. Poniendo 


K = (Xp. pa. X= (Xpy 1 Xah 


la aplicación o = 2, (x, x”), i = 1, ...,r, posee diferencial, reversible en E, 
respecto de x’, luego en virtud del teorema será x’ = q (x”). Llevando estos 
valores de (xr,, ..., 1,) a las ecuaciones 2, (x)= 0. ¿=r+1,...,n, se ob- 
tiene 


(31) O; (p1. -es Qr Frps s Ln) = Zrtj fepe 0 Pr Er rs Xn) 
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Ahora bien, diferenciando las identidades: 


A E A 


se obtiene 
Ò Z; Ò z; 
‚= 2d vaN d 
d 2; E t by + + F Er Pr 
Ò Zi DEZ f 
~ Go te= lote et 
A dx + + EA dx 0, 7 r 
Ò (živ. ees Zm) es y 
Pero, por ser el rango de LU“. r, resulta que 
Ò (Lire e es Co) 
r 
d örtj = Cid Zi 


luego diferenciando (31): 


» 
dO =de Y cid=0. 


$=1 


lo que prueba que las db, no dependen de £s ..», Un. 


Las condiciones d, = 0, j = r +1,...,n son, por tanto, necesarias y su- 
ficientes para la equivalencia de los sistemas (29) y 


(39) 


Xi = Gi (Lrtjr Xd, i=l,...,r 


en el entorno E de a. Las funciones b; reciben el nombre de resultantes del 
sistema (29) al eliminar v., ..., vp .Las ecuaciones g, = 0, ¿= 1,..., r se Ia- 
man principales, y las variables x,,..., Y,, variables principales. 


EJERCICIOS: 


908. Hallar las ecuaciones principales y la resultante del sistema: 
pas 2 
LAER 1, = D, 
Dio, = 
* e, = 0, 


f, —*, = 0, 


en un entorno del punto (1, 1, 1). 
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909. Resolver el mismo problema respecto del sistema 


r2—y2 ta 
1 Y AA 0 | 
as E 
Xx, Y, A 0 


r¿—1+%,1=0 


er un entorno del punto (0, 0, 1). 


910. Si E, ..., %,) =0 es una ecuación diferenciable y si E +0, calcular d x, 
x) =0, y si Sa +0, calcular (d £ dx) 


YU. Si, (4,%,7)=0, f, (4,1 ad 


2 


912. Calcular dx, én un entorno del origen de 


4,714 %,7,+1,7,+5,1,=0, 
21,1 +27, +3x%, =0, 
+ — 27 =0. 
913. Calcular E en el punto (38, —3 + y 3) de la función implícita definida por 
Xi 
241241, +67, +90. 


914. Calcular Ai en un punto genérico de la función implícita definida por +,2— x,2 


xı 
+ xXx, =0. 
915. Calcular = y 2z , de la función implicita definida por: 12y + 4 yz— 2 + yz 
+124Y4xr—2y+:2>—1=0,. 


916. Calcular AR y 2$ 
ge òy 


2 = #2? — 3v? 4 u— l. 


, en la función implicita definida por v = 3u? +v, y=uv +Ë 


7. dnd i : . E == = rr. 
917. Eliminar v, x, en el sistema y COS £, SEN X,, Y, = SENA, SENY,, Y, = COS T, 


2 
918. Calcular d z en la resultante de eliminar u y v en el sistema x = f (4, v), y = g (u, V), 
2 = h (u, v). 


3. Máximos y mínimos condicionados.—Se presenta algunas veces el 
siguiente problema de extremos relativos: Dadas las funciones 


Evos Fah 
(D) ta 


hallar condiciones necesarias para que z posea un máximo o mimmo relati- 
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vo en el punto a = (ai, ..., an). Suponiendo que la aplicación definida por (1) 
sea de diferencial continua, y suponiendo que 


rango CIAO 


=f, 
dx, v.r Xn) 


en a, que f: = 0, ¿=1,...,r sean las ecuaciones principales, y que +4,,..., r 
sean las incógnitas principales. En virtud del corolario 4 del número anterior, 
existe un entorno E de a en el que el sistema (1) es equivalente al siguiente: 


3 pr pe Ta) Fl co Py Ep eo Todo 
2) E, = q Pro o Y)» 


Como el entorno E” = proy E sobre V,_, es un entorno del espacio vec- 
torial V,_,, las variables *,,,,..., 4, son independientes en él; luego nos 
encontramos en el caso ya tratado anteriormente de hallar los máximos y 
minimos de una función de varias variables independientes. Según vimos 
(1. c.), una condición necesaria: para la existencia del extremo relativo es que 


9F ðq OF dq 2.) 
dz = ... —— —, e 
o ($ EPA Tar ges, a tr 
f ÒF dq OF òy aF) 
+ t rr )i ast 


Ahora bien, como en F’ se verifica idénticamente 
(4) fi Pp eo Pp Aro 7) =0, i= i, or 


de (3) y (4) resultan los n — r sistemas lineales siguientes : 


oF 04%, ÒF ðr, aF —4 

dx Ox Heet Ò xr CEFET T Xrti ` 

dfi 9% dfi Ò 9r òf — 

dx, Her Heet ÒL, ÓOXr+¡ EA =0, i=1,....1n—- 7, 
Ò fr 0% Ò fr 09, Ò fr — 

ÒX, xpt; ++ Ò Xr ÒXr+i Ò Xrti =0, 


cuyas condiciones de compatibilidad dan las siguientes condiciones necesarias 
de extremos relativos: 


6 oE, fn end) 


= 0, i=1,..,n—f. 
9(x,, e...) py Lrt) 
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Las condiciones (5) equivalen a la anulación de la diferencial de la función 
F+Af to tà f 

en donde à,, ..., A) son parámetros arbitrarios. Hemos obtenido el siguiente 


Teorema. —Una condición necesaria para que la función z definida por (1) 
posea un extremo relativo en a es que 


(6) dF+a dj +. +AMdf=0 


€n a. 


Los parámetros 4,, ...,Ap se llaman multiplicadores de Lagrange. 


CoroLaAr10.—Una condición necesaria para que la función z definida por 


l 
o 


fo E, 0.0, Y, 2) = 
f, (£ sms Eas 2) =0 


posea un extremo relativo en a, es que z sea una variable principal en este 
punto y que 


(Af, +A Í ++ fp) =0. 


EJERCICIOS : 
919. Hallar los máximos y minimos de la función 

2= A 1,2 + 82 Z + 853 x7 + Cas z + 2 Giz ri * + 28,, z, Ts + 28, z, Za 

+ 24, EY + 24, Fa % + 245, T3 Ya + 280, Ggs + 285, kf + 285% F + 286, Ta + Goo 
con las ligaduras 

bd +b,x, + bst, +b, z tb, =O, eter ter ter HC 4, = n, 

920. Hallar los ejes de la cuádrica 
Í (ry Fy 2.) = ayw Fh +? + t Ea r? +2 42%% 
+20,1,1,+20,,1,1, = 0. 


[Solución: Se trata de hallar los máximos y minimos de la función z = z+ 7,2 +13? 
sujeta a la ligadura f(x,, y z) = 0]. 
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921. Hallar los ejes de la cónica intersección de la cuádrica del ejercicio anterior con el 
plano 


Lr) =4, 7, +4,7, +4,7, =0, 


[Solución: Se trata de hallar los máximos y mínimos de la función s = s3 + 2,3 + x, 
con las dos ligaduras f (x,,*,, 1,) =0, I (+) = 0]. 

922. Definir condiciones necesarias de extremo relativo de la función z de +, y definida 
mediante las ecuaciones paramétricas: 


¿=FQAjJAD) 7=f QA) Y= fa Ap Agh 
923. Idem para la función z definida por 


2=FlA,s Ap) 7%, EA A,» en Aab eo Er = fa Ap es An) 


Pı Ao no A) = 0, ..., Par a. rA) == 0. 


924, Calcular los puntos de la siguiente cónica cuyas distancias al plano s = 0 son 
máxima y mínima: 


2 2 
rețete] 
g=4z+y—2s=0. Í 


925. Calcular los ejes de la cónica del ejercicio anterior. 


4. Cambio de variables.—Sea ALÍ>V una aplicación del abierto A 


de V, en Vm, que suponemos diferenciable en A. Sea B*>A una biyección 
diferenciable del abierto B de V, sobre el abierto A. La aplicación producto 
fg se llama cambio directo de variables: 


BA 
(1) N A x=£(t) y=/() y=h(t). 
Ven 
Por consiguiente: 
0) dh(t;dt)=d/(2(t)i dx 0ode(tidt) 


son las fórmulas que permiten calcular la diferencial respecto de las nuevas 
variables t. Si 


Ox, Ò Xu 
JU DF 
(8) dg(tidt) =d1]J, j= : : , dt=(dt,.. dt) 
dx; Ò Xn 
Òfn O Otn 


df(x;dx)=dxJ,, 
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siendo 
lo) Y Ò Ym 
ò x; E 
a= : : 
9% Ò Ym 
Ò Xu aran Ò Xa x=g (t) 


esto es, la matriz que resulta al sustituir en e ei vector x por el vector 
i 


g(t), la ecuación (2) se puede escribir en la siguiente forma : 


44) dy=4t]] ®© 


La biyección g puede venir definida por ecuaciones implicitas, en cuyo 
caso bastará aplicar el teorema de existencia de funciones implícitas. Supon- 
gamos que la biyección g viene definida implicitamente por las ecuaciones 


5) o F(x0=0. 


Del teorema de existencia de funciones implicitas se deduce que 
dF, (Œ t:idx)+0F, (x,t;dt) =0, 
de donde, si 
dF ŒŒ t;dx) =d], y dF¿(utidt)=dt], 
resulta : 
di=—dtJ,J,0, 


y sustituyendo en (4), se obtiene la siguiente fórmula para el cambio de va- 
riables en este caso: 


(6) dy =—dt], J]J], (1) 


Si en lugar de venir definida en forma implicita la biyección g, viene de- 


finida en forma implicita la aplicación f, se procede de modo análogo. Sea, 
en efecto, 


1) Ga, y)=0 
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la ecuación implícita de f. Si 
dGr(xy;idx)=dxs]i, de, Œ y;dy)=dy]J3, 


será: 


dy=— da ]} J$, 


y en virtud de (4), será: 


(8) | dy =—d ti OI e) 


Finalmente, si tanto f como g vienen definidas en forma implicita por 
las ecuaciones (7) y (5), respectivamente, la fórmula del cambio de varia- 
bles será: 


(9) 


dy =D eN 


Se conóce con el nombre de cambio inverso de variables al problema de 
calcular la diferencial de f mediante las diferenciales de g y de h, siendo g 
una biyección diferenciable. De (2) se deduce que: 


10) df(x;dx) =dh(tidt)odul g(t; dt). 


En el caso de venir en forma explícita tanto f como g, la fórmula (10) se 
escribe: 


a1) | dy=dx]-1], | siendo  dy=dt], 


Si g viene definida en forma implicita por las (5), se obtiene: 


(12) 


dy =—dx3_ JJ. | 


Si h viene definida en forma implicita por las ecuaciones 


(13) H (t, y) =0, 


y si 


dHt (ty;dt) =d:]e dH, (ty; dy) =dyJp* 
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será: 


(14) dy = —d z Jj! J* IZ | 


Finalmente, si tanto g como h vienen definidas implicitamente, las fór- 
mulas del cambio de variables seran: 


(15) | dy ds] IP, 


Como resumen de todos los casos resulta que cualquier problema de cam- 
bio de variables se reduce a un problema de eliminación lineal. 


Ejercicios: 


926. Caicular la diferencial de la aplicación t —> y definida implicitamente por 
= Y), %7+9Y,%,+3,=0 

2 2t +: —2t,+13+1=0, 1 21 
z, 1, t¿— 4) t, + t, l t 2 =0, 


927. Calcular la diferencial del ejercicio anterior para t, =t¿=1, 7, <0. 


928. Dada la aplicación x = x (t), y la biyección definida por E = |x (t) |, efectuar 


el cambio de variable t — s. 


CAPITULO SEPTIMO 


CALCULO NUMERICO 


En este capitulo se estudian algunos métodos elementales de cálculo nu- 
mérico como aplicación del cálculo diferencial. El cálculo numérico de inte- 
grales se estudiará en el capitulo respectivo. 


$ 1. RESOLUCION DE ECUACIONES 


1. Ecuaciones algebraicas. Relaciones entre las raíces y los coefi- 
cientes de un polinomio.—Se llama ecuación algebraica con una incógnita a 
toda relación de la forma 


(1) a zt +a slt. t a, 7+ =0, 


que se obtiene igualando a cero un polinomio en una indeterminada o incóg- 
nita x. Raiz, cero o solución de una ecuación es todo número que sustituido 
en lugar de la incógnita transforma la ecuación en una igualdad numérica. 
Las ecuaciones algebraicas pueden ser con coeficientes enteros, racionales, 
reales o complejos. En lo que sigue, mientras no se.advierta lo contrario, 
supondremos que los coeficientes son números reales. El Algebra clásica des- 
cansa en el siguiente : 


1. TEOREMA FUNDAMENTAL. —Toda función algebraica, con coeficientes 
complejos, posee una raiz dentro del cuerpo de los números complejos. 


De este teorema y del teorema de la divisibilidad de un polinomio por el 
binomio rx —a, se deduce: 


2. COROLARIO.—Una ecuación algebraica de grado n, con coeficientes 
complejos, posce exactamente n raices dentro del cuerpo de los números 
complejos Estas raíces pueden, parcial o totalmente, ser iguales entre si. 
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Si una ecuación (1) posee a raices iguales a a, siendo todas las restantes 
raices distintas de a, se dice que a es una raíz múltiple de orden a de (1). 

Si las raíces de (1) son r,, ..., s, con multiplicidades p,, ..., ps, respectiva- 
mente, p, + pj +... + ps = n, se verifica que 


(2) 8,440 UL q AR == 0 (4 — 1%... (7 — rps 


Al segundo miembro de (2) se le llama descomposición factorial del po- 
linomio del primer miembro. (Obsérvese que, aunque el polinomio del pri- 
mer miembro tenga sus coeficientes reales, los binomios del segundo pue- 
den tenerlos complejos, por ejemplo: x? + 1= (x + i) (x —i).) 

Efectuando el producto del segundo miembro de (2) e identificando los 
coeficientes con los del polinomio del primer miembro, se obtiene 


(8) Er cor = (EDI. 


en donde la suma del primer miembro está extendida a todas las combina- 


(es (Ps (5 
ciones t-arias de las raices (7i, ..., 9,3 Ya 0» Fai e. 2 fs,- 1s) (en donde se 


considera cada raíz tantas veces como indica su multiplicidad). Para mayor 
claridad, supondremos ahora que todas las raíces de (1) sean simples, es decir, 


(4) at ta MUI q 6, 14 0, ==, (4 — 1) (a —r,) (+ —,). 


Una función 9 (r,, ..., ra) se llama simétrica cuando ® (r, ..., fn) 
= 0 (raay  Tom)), siendo ¢ una permutación arbitraria de (1, ..., n). Como 
al efectuar una permutación cualquiera entre raices de (4) no se altera el se- 
gundo miembro. lo mismo sucede al primero, luego los coeficientes de una 
ecuación son funciones simétricas de las raíces. Estas funciones simétricas (3) 
se llaman funciones simétricas fundamentales. 

Otra función simétrica muy importante de las raices de una ecuación al- 
gebraica (1) es la siguiente, llamada discriminante de la ecuación: 


D = aP D (r e Jr, == lr)" 


(5) X (7, —T,? ... (r, —r,)? 
X (Taa Tp)? 


Evidentemente, al efectuar cualquier permutación entre las r,, ..., Ya se pro- 
duce únicamente una alteración en el orden de los factores del segundo miem- 
bro. De la expresión (5) se deduce que la anulación del discriminante de una 


37 
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ecuación es condición necesaria y suficiente para que la ecuación posea una 
raíz múltiple. 


Ejercicio: 


929. Calcular los discriminantes de las ecuaciones de segundo y tercer grados. [Solu- 
ión: =a2— =ata? — 3—4a3a — 2a 2 res- 
ción: D= a, 4 2, 8 D= a, a? t 18 2,4, 4,0, 4 2,4, 4 aña, Ta, a,? res 


pectivamente.] 


2. Resultantes.—Dadas dos ecuaciones algebraicas : 


(6) E E EH TO, 
7 bpt” t b atl t n t bma t bp O, 
se llama resultante a toda relación R (a, b) entre los coeficientes de ambas 
ecuaciones, cuya anulación sea necesaria y suficiente para que las dos ecua- 
ciones tengan una raíz común. 

Para hallar una condición necesaria supongamos que f(x) y g(r) tengan 
una raíz común r,. Si (4) es la descomposición factorial de f (+) y 


(7) g (0) = bare ES n) 


es la descomposición factorial de g(x) y r, =",, los polinomios h (v) 
= ao (E — ra)... (£ — rn) y k(x) = ba(t — ra)... (— rm) serán de grados 
n—1 y m— 1, respectivamente, y se verificará, idénticamente : 


(8) EE) kE g h a). 


Hemos alcanzado el siguiente resultado: para que f(w) y g(x) tengan 
una raíz común es necesario que existan dos polinomios, h (+) y k(x), de 
grados n—1 y m— 1, respectivamente, tales que se verifique la identi- 
dad (8). 

Vamos a ver que esta condición es suficiente. En efecto, supongamos que 


SEA A RS E Saa) 


k (A) =d Mi t de E d, (A) A td» 


sean dos polinomios de grados n—1 y m— 1, respectivamente, que verifi- 
quen la identidad (8). El factor (r—r,) divide al primer miembro de (8), 
luego debe dividir al segundo. Si v—r, es igual a uno de los factores de 
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g(r) habremos terminado la demostración. En otro caso lo será de /h (1), 
por ejemplo v — +, =x—s,. En este caso considerariamos el factor x — r, 
y asi seguiriamos. Si llegamos a un factor +-—r, que lo sea también de 
g(x), habremos acabado la demostración; en caso contrario, todos los fac- 
tores de f(x) tendrian que serlo de h (r), y como este polinomio sólo tiene 
n— 1 factores, uno por lo menos de los factores de f(v) no puede serlo de 
h(x); tal factor lo será, por tanto. de g (+). Por consiguiente: la condición 
necesaria y suficiente para que f(x) y g(x) tengan una rais común es que 
existan los polinomios h(x) y k(x), de grados n—1 y m— 1, respectiva- 
mente, tales que se verifique la identidad (S). Efectuando el producto de los 
polinomios de ambos miembros de (8), e identificando los coeficientes de los 
términos semejantes, se obtiene: 


ay do — Šg Co =0 
a, dy + ao di — Llo Èo =0 
a, do + 8, d, + ao d3 — balo - Èy c — boce = 
(9) a o... .... o 


PA ss 


La existencia de los polinomios k(x) y L(x) que verifiquen (8) es, por 
tanto, equivalente a la existencia de solución para el sistema (9), en el que 
se consideran como incógnitas las d; y las ci. Como el número de incógnitas, 
igual al de ecuaciones, es m + n, la condición necesaria y suficiente para la 
existencia de solución en (9) es que 


a 0 0 3 0 0 
4, 4 O å 6. 0 
0% 4 > dy b 0 
NC 
(10; R (a; b)=|an | > a i o. dy |=0. 
O an | bm bmi : 
oE o l O bmwo i 
0 0 da 0 0 Öm 


La anulación del determinante (10) es, por consiguiente, una condición 
necesaria y suficiente para que los polinomios f(v) y g (4) tengan una raíz 
común. Dicho determinante (10) es, pues, la resultante de las ecuaciones 
f(x) =0, g (7) =0. 7 

Derivando la identidad (4), se obtiene que la condición necesaria y sufi- 
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ciente para que f (r) posea una raiz múltiple es que f (x) y f (w) posean una 
raíz común. Por consiguiente, el discriminante de una ecuación es igual a la 
resultante de dicha ecuación y de su ecuación derivada. Esto da otro méto- 
do de cálculo del discriminante. 


EJERCICIO: 


930. Comprobar que el discriminante de las ecuaciones de ¿segundo y tercer grados calcu- 
lados mediante la resultante coinciden con los calculados mediante las funciones simétricas 
fundamentales. 


3. Eliminación.—Sean las ecuaciones algebraicas con dos incógnitas: 


; Lay =a a Ha E) IA. 0, (4) = 0, 

a gy) = b, (4) 97 + b, (2) yl 4... + bp (A. 

Para resolver el sistema (11) se comienza por hallar todos los valores de 
una de las variables, por ejemplo de x, para los que (11) posea solución en 
y. Según acabamos de ver, para que (11), considerando como única incóg- 
nita la y, tenga una solución, es necesario y suficiente que 


(12) R (a (4); b {x)) =0. 


Ahora bien, en el caso actual, como los coeficientes de las y en (11) son 
a st vez polinomios en .r, (12) es una ecuación en v que proporciona todos 
los valores de v que, sustituidos en (11), hacen compatible al sistema, con- 
siderado como sistema en y. La resultante (12) se dice que es la ecuación 
que resulta de eliminar y entre las dos ecuaciones (11), por lo que también 
recibe el nombre de eliminante. En general, dadas las r ecuaciones : 


(13) ffUy=0...f, (hy) =0, 


se llama eliminar la incógnita y entre todas ellas, a la operación que consis- 
te en pasar del sistema (13) al sistema 


us Ra) =0, R,(=0.,R,,,(0)=0, 


Y-1,7 


en donde R;, (+) es la resultante correspondiente a f; y f} Obsérvese que el 
r - r r . . 
número de ecuaciones en (14) es (3) y que, en general, no puede prescindir- 


se de ninguna de ellas, pues al hacerlo se pueden introducir soluciones ex- 
trañas, 
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EJERCICIO: 


931. La ecuación del cono que desde el punto (a, b. c) proyecta'a la cúbica alabeada 
v =t, y=ť, 2=13, se obtiene eliminando t entre las tres ecuaciones: 


x—a yb nc 


fa TT AT BT 


Hallar la ecuación de este cono. 


En vez de dos incógnitas, en (13) puede haber n; el proceso de la elimi- 
nación de una incógnita, como es natural, no depende esencialmente del nú- 
mero de ellas. 


4. Raíces racionales de una ecuación. —Consideremos el caso en que 
los coeficientes de (1) sean racionales. Multiplicando la ecuación por el mi 
nimo común denominador de todos sus coeficientes se obtiene otra ecuación 
equivalente a ella cuyos coeficientes son enteros. Podemos, por consiguiente, 
suponer que se ha realizado ya esta preparación previa y que en (1) los coe 
ficientes son enteros. Efectuando el cambio de variable a, += y y multi- 
plicando por a,*-* los dos miembros de (1), se obtiene: 


(15) y” +a y 1 + a, a, I? Ho t a l an = 0. 


Toda solución racional de (15) debe ser entera, pues siZ- es una raiz ra- 


cional de (15) siendo p y q primos entre si, multiplicando por q” todo divisor 
primo de q tendría que serlo también de p, contradicción. Por consiguiente. 
si y es una raíz racional entera de (15) deberá dividir a a," a,. Como el 
número de divisores de a,” a, es finito, mediante un número finito de 
operaciones se pueden separar las raíces racionales enteras de (15). Ahora 
bien, toda raíz racional de (1) se transforma en una raíz racional entera 
de (15), luego halladas todas las raíces racionales enteras de (15) se obtie- 
nen todas las racionales de (1) sin más que dividir aquéllas. por a,. 


EJERCICIO : 


932. Separar las raices racionales de la ecuación: 60.x5— 87 rt — 158 13 + 98 x2 
+ 76 x — 48 = 0. 


5. Separación de las raíces irracionales. —Vamos a ocuparnos aho- 
ra del problema de calcular, con una aproximación dada, las raíces reales de 
una ecuación algebraica. Para ello se comienza por buscar una ecuación 
cuyas raices sean las mismas de la ecuación dada, pero que sean todas ellas 
simples. Como las raices múltiples de una ecuación son las que tiene comu- 
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nes con su ecuación derivada, bastará dividir la ecuación dada por el m. c. d. 
de eila y su derivada para obtener la ecuación, cuyas raíces son todas sim- 
ples e iguales a las de la ecuación dada. Una vez efectuada esta reducción 
se separan de la ecuación que resulta todas las raíces racionales, siguiendo 
el método que acabamos de ver en el número anterior. Supondremos, por 
consiguiente, que la ecuación (1) tiene todas sus raíces distintas y que son 
todas irracionales o complejas, Para calcular las irracionales se comienza 
por resolver el siguiente problema, llamado de separación de raíces; Ave- 
riguar cuántas raíces reales posee la ecuación (1) en el intervalo I = (a, B). 

Este problema queda resuelto mediante las funciones de Sturm. Estas 
son una sucesión: 


(16) FE h O (Oso fn 0, 


de funciones continuas en I, la primera de las cuales es el primer miembro 
de (1), que verifica las siguientes condiciones: 1.% Dos funciones consecu- 
tivas no se anulan en el mismo punto de I. 2.) La función f(x) tiene 
signo constante en 1. 3.) Si £. (E)=0, ¿€l, se verifica que sig. [f (£)] 
+ sig [fan (0].4 S: EE = 0, tE, sig. Tf, (9) = sig. [FP (3)]. Estas cua- 
tro condiciones no determinan de modo único a la sucesión de funciones (16), 
pero cualquiera que sea la sucesión (16), siempre que cumpla estas cuatro 
condiciones se le llama una sucesión de Sturm y permite resolver el proble- 
ma propuesto. Al sustituir en (16) en lugar de + el extremo inferior de « del 
intervalo, se obtiene una sucesión de números. Se dice que esta sucesión 
Presenta una variación cuando dos términos consecutivos tienen distintos 
signos. Al númerc de variaciones de (16) para 1 =z- se le representa por 
v (2). Análogo significado tiene v (8). Cuando + recorre el intervalo I de a 
a B, si es un punto tal que f; (2) = 0, en un entorno de E, fia (E) y fin (E) 
tienen distinto signo, luego al pasar v por una raiz E de f; (r), v (E) no varía, 
Unicamente varía cuando v pasa por una raíz i de f(w), ya que si f(x) 
fuera creciente en E, seria f(¿—<<0, f(—e>0 y fE+:)>0, 
FE -2>0, y análogamente si f(r) fuese decreciente en E; luego hay 
pérdida de una variación. Es decir: el número de raíces de la ecuación per- 
tenecientes al intervalo I es igual a v(2)—v(8. 

Entre los distintos métodos de calcular (16), citaremos únicamente el si- 
guiente: aplicando el algoritmo de Euclides a f(r) y £, (1) = F (0), cam- 
biando el signo del resto de cada división, se obtiene: 


q 
ar LO Shah =h 


fma O = am fma fmi (m=n) 
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Los polinomios f(x), f, (1) y los f, (+),...., f, (1) obtenidos en (17) forman 
una sucesion de Sturm, como se comprueba fácilmente. (Obsérvese que por 
tener f(r) todas sus raices simples, fa es una constante.) 


El teorema siguiente no resuelve completamente el problema, pero en 
muchos casos es suficiente y de más fácil aplicación que el de Sturm. 


TEOREMA DE BuDban-FourIeErR.—El número de raices de f(x) pertenccien- 
tes a I es igual a v' (1) —v'(B), o es inferior a este número en un número 
par, siendo v' (x) el número de variaciones de la sucesión 


(19) (DF. O 


para x= x, y, análogamente, v (2). En efecto, para que se produzca un 
cambio en los signos de la sucesión (18), cuando v recorre el intervalo I, es 
necesario que uno de los polinomios (18) se anule en un punto E de este 
intervalo. Si $" (E) =0, el par (1 (¿—e), PY (E—e)) forma siempre va- 
riación y (f (E + e), fO+D(+e)) forma siempre permanencia, luego se 
pierde una variación al pasar por E. Si sig. (0 (E) = sig. (f0+4D (3) 
se pierde también una variación al pasar de (0-0 (E—e), [E -—e) a 
ENDE + e), FO (E +); mientras que si sig. (f07 (E) + sig. 01 (E) 
se gana una variación en este paso. Es decir, al pasar por í se pierden 
dos variaciones, cuando sig (f07P (2) = sig. (f0+9 (2)) o no hay altera- 
ción en el número de variaciones cuando estos signos son distintos. 


Un corolario del teorema de Budan-Fourier, cuando se toma I=(0, + m), 
es el siguiente: 


TEOREMA DE DEsCcARTES.—El número de raíces positivas de la ecuación 
(1) es igual, o inferior en un número par, al número de variaciones de la 
sucesión formada por los coeficientes de la ecuación. 

Sea F (+) el polinomio que se obtiene cambiando v por — x en f(r). 
Las raíces positivas de F (v), cambiadas de signo, son las raíces negativas 
de f(x). Esto permite enunciar el teorema de Descartes para las raíces ne- 
gativas. Además, el número de variaciones en la sucesión de coeficientes 
de f(x), que representaremos por v, es igual al número de permanencias en 
la sucesión de los coeficientes de E (v), que representaremos por p*. Lla- 
mando x y v a los números de raices positivas y negativas, respectivamente, 
de f(x), y v* al número de variaciones de la sucesión de los coeficientes de 
E (1), será ==v—2k, y= 0 —2K. 

Ahora bien, el número de permanencias, más el de variaciones en los 
signos de una sucesión de números, es igual al número de términos de la 
sucesión disminuido en una unidad. Por consiguiente, p* + v* = n, siendo 
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n el grado de (1); luego teniendo en cuenta que v = p* y sumando las 
igualdades anteriores, se obtiene r+v=+v%* — 2 (R+k%)=894—2(k+k'). Si 
f(x) poseyese todas sus raíces reales, seria v + v =n, y llevando este va- 
lor a la ecuación anterior, resultaria k + k“:= 0, pero como k y k son nú- 
meros no negativos, k = k’ = 0, Por consiguiente: 


TrorEMA 1.— Si f(x) posee todas las raices reales, el número de sus ra- 
ces positivas es igual al número de variaciones de la sucesión de sus coe- 
ficientes, 


TEOREMA 2.—Si f(x) posee todas sus raíces reales, la diferencia entre el 
número de raices positivas y el número de raices negativas es igual a la di- 
fereucia entre el número de permanencias y el número de variaciones en los 
signos de la sucesión que se obtiene cambiando alternativamente el signo a 
la sucesión formada por los cocficientes de f(x). 

Los teoremas 1 y 2 se han utilizado ((8), 3, $ 1, cap. IV) para el cálculo 
de la signatura de una forma cuadrática. 


6. Cálculo de las raíces reales de una ecuación.—Para efectuar el 
cálculo numérico de las raices de una ecuación algebraica (1), se comienza, 
como ya se ha dicho, por dividir la ecuación por el máximo común divisor 
de la ecuación y su derivada, con lo que se obtiene una ecuación con todas 
sus raices simples. Se calculan a continuación las raices racionales (4) y se 
divide por los binomios correspondientes a cada una de éstas, con lo que. 
se obtiene una ecuación cuyas raices son todas irracionales o imaginarias, 
Si esta ecuación es de grado superior al cuarto, y aun en los casos que sea 
de tercer o cuarto grados, se procede a separar las raices reales, es decir, 
determinar unos intervalos I,,Í,,..., tales que en el interior de cada uno 
de ellos exista una raíz y sólo una. Para ello se aplica el teorema más con- 
veniente de los estudiados en 5. Una vez separadas las raices reales, vamos 
a estudiar los principales métodos para calcularlas con una aproximación 
dada. Supongamos, por tanto, que se ha separado la raiz £ de la ecuación (1); 
f(x) = 0, mediante el intervalo I= (2,8), es decir, FE) =0, M<iti<B. 
Como los métodos de interpolación y de Newton que vamos a ver son váli- 


dos para ecuaciones trascendentes, prescindiremos de la hipótesis de ser f(x) 
ün polinomio, 


MÉTODO DE INTERPOLACIÓN O REGULA FALSI. — Consideremos la curva 
y=f(x) y la cuerda ¢ determinada por los puntos A=(x, f (a)), B=(8, f (8)). 
Como f(x) es una función continua que posee una única raíz en I, los sig- 
nos de f(x) y f (B) serán distintos, luego la cuerda A B cortará al eje v en 
un punto a! del intervalo «a, B. Este punto al, juntamente con aquel extre- 
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mo de I en el que f(v) toma signo distinto a f(a*), proporciona un interva- 
lo 1, más pequeño que I, que contiene a j. De este modo se puede ir redu- 
ciendo de vez en vez el intervalo que contiene a E hasta obtener la aproxi- 
mación deseada. El punto a! es 


) =a— fl) I TA 
an *="075-70 7 70-10 


MéroDo DE NewtoN.—Cuando el intervalo I es pequeño, se puede susti- 


tuir f (x) por su desarrollo de Taylor en las proximidades de f. Poniendo 
=0u + h, será: 


(20) 1E =I lath) FaH RN DADAS (a) + 


a) å) c) 
Fig. 107, 


Siendo k pequeño, en una primera aproximación se pueden tomar sólo 
los dos primeros términos de (20), y teniendo en cuenta que f (E) = 0, será: 


fla) 


Zo 
DFe $ 


Tro 


=g 


El valor E, no será igual a E, por haber prescindido de todos los términos 
que siguen al segundo, pero en muchos casos constituirá una aproximación 
de E. En efecto, el punto E, es el de intersección de la tangente en A= (a, f (a)) 
con el eje v, y en los casos de la figura 107, a) y b), se obtiene una mejor 
aproximación. No así en el caso c). 
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Un criterio para saber cuándo conviene aplicar el método es el siguiente :- 
Si f(x) y f(x) tienen signo constante en el intervalo I, y si sig. (£f” (8) 
= sig. (f (8), el intervalo D (at, 8%), siendo 


_ FB == LO, 
e!) d= Fera TrA 


está contenido en el iumtervalo I. (Obsérvese que el punto a! es el de inter- 
sección de la cuerda A B con el eje r.) 


EJERCICIO : 


933. Calcular con cuatro cifras exactas la raíz de 13 —242—2 = 0 comprendida entre 
a = 2,3 y B = 24. 


$ 2. CALCULO NUMERICO 


El cálculo numérico trata del siguiente problema: Definida una función 
por cualquiera de los procedimientos empleados en el Análisis Matemático, 
calcular el valor de la función correspondiente a un valor dado de la varia- 
ble independiente con una aproximación dada, 


Los métodos para tal cálculo dependen de la forma de definir la función 
(mediante su expresión analítica, por una serie o una sucesión, mediante una 
integral o mediante una ecuación diferencial, etc...), dependen también de la 
naturaleza de la misma (función inversa de una dada, función implícita, etcé- 
tera). A continuación estudiaremos algunos de los métodos más elementales 


correspondientes a funciones definidas mediante los procesos estudiados. en 
los capitulos anteriores. 


1. Interpolación.—El problema de la interpolación puede enunciarse así: 
Conocidos los valores y, de la función, y = f(x) de una variable real y de 
clase C”, correspondientes a los valores 1, < Y;,,, 1=0,...,m, de la varia- 
ble independiente, calcular el valor y” de la función para r=Y4”, Ky <L x < Xp 
con una aproximación dada. El cálculo de y” debe hacerse, por consiguien- 
te, empleando únicamente los números +, e y, es decir, sin recurrir a la 
expresión matemática de la función, que puede ser desconocida. 


1. MÉTODO DE AITKEN.—Si el punto +” se encuentra entre v, y r,, una pri- 
mera aproximación se obtiene interpolando por partes proporcionales, es de- 
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cir, sustituyendo el arco de curva entre los puntos P,=(%,, Yo) y P,=(4,, Y) 
por la cuerda P, P,: 


(1) Yo, (1) = a-m 


En general, si si, < <f, la fórmula de interpolación por partes pro- 
porcionales será: 


1 ++ 


Xp Xia 


i-1 Yi, 


(2) iaa (4) 


*—?+ y; 


Ahora bien, en muchas ocasiones la fórmula (2) no proporciona la aproxi- 
mación necesaria, En tal caso, si x pertenece al segmento Yi- Yi, se puede 


sustituir el arco de curva P; P,,, por un arco de parábola de segundo or- 
den de eje paralelo al y que pase por I! ,, Pi, Pine Como la recta y = yia. (1) 
pasa por P,_,, P; y la recta Ji: (1) pasa por Pa, P;,,, resulta que la pa- 
rábola de segundo orden 


(e — A) Ia ia — (8 — Ci) Yi 


Yii, t41 (x) = 


Kity = Yi 
pasa por los tres puntos P,_,, Pa P,.,. Esta ecuación se puede escribir en 
forma determinante asi: 
(3) (x) — 1 X = Xizi Ii- i 
Yiri ir 7 


Lii S Xi | V — Xii Yii 


Las parábolas (3) proporcionan, generalmente, una mayor aproximación 
que las rectas (2). Cuando esta aproximación no es todavía suficiente se em- 
plean parábolas cúbicas que pasen por Pia, Pa Paas Pio. En general, si 
se han calculado las parábolas de orden r: Win, ser se calculan las de 
orden 7/4 1 mediante la fórmula: 


o A 


Yia = 
vitl, n 1741 . mo 
Fara T |E Eir Vrana 


La ventaja de este método consiste en que se va obteniendo la aproxima- 
ción mediante aproximaciones sucesivas y que todos los cálculos efectuados 
se aprovechan para obtener una mejor aproximación, lo que permite prose- 
guirlos hasta obtener la deseada. 
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EJERCICIO: 


934. a) Calcular sen (4,238) con cinco cifras decimales exactas sabiendo que sen (4) 
= — (),75680250, sen (4,1) = —0,81827711, sen (4,2) = — 0,87157577, sen (4,8) = — 0,91616594, 
sen (4,4) = — 0,95160207, sen (4,5) = — 0,97753012. b) exp(0,20) = 1,2214027581, exp (0,21) 
= 1,2336720599, exp (0,22) = 1,2460767305, exp (0,23) = 1,2586000099, exp (0,24) = 1,2712491503. 
Calcular exp (0,226). c) cos (1,0) = 0,5403023058, cos (1,11) = 0,4535961214, cos (1,2) 
= 0,3623577544, cos (1,3) = 0,2674988236, cos (1,4) = 0,1699671429, Calcular cos (1,189). d) 
arc tg (0,05) = 0,04995, arc tg (0,1) = 0,09966, arc tg (0,15) = 0,14888, arc tg (0,2) = 0,19739. 
Calcular arc tg (0,123). e) sh (0,5) = 0,52109, sh (0,6) = 0,63665, sh (0,7) = 0,75858, sh (0,8) 
= 0,88810. Calcular sh (0,66). f) arg th (0,1) = 0,100335347, arg th (0,2) = 0,2027325M, 
arg th 0,3 = 0,309519604, arg th 0,4 = 0,423648930, arg th 0,5 = 0,549306144, arg th 0,6 
= 0,693147180, arg th 0,7 = 0,867300527. Calcular arg th (0,33) y arg th (0,47). h) Si (0,5) 
= 0,49310, Si (0,6) = 0,58812, Si (0,7) = 0,68122. Calcular Si (0,63). i) E, (1) = 0,14849, 
E, (L1) = 0,12828, E, (1,2) = 0,11110, E, (1,8) = 0,0944, Calcular E, (1,12). j) E, (1) 
= 0,14849, E, (1) = 0,1099, E,, (1) = 0,03639, E,, (1) = 0,01834. Calcular E, (1). k) T (1,5) 
= 0,88622, P (1,6) = 0,89851, T (1,7) = 0,90863, T (1,8) = 0,93138, P (19) = 0,96176, 
T (2) = 1. Calcular T' (1,765). 1) $ (1) = 0,41510, $ (1,1) = 0,33647, $ (1,2) = 0,28734, 
ó (1,3) = 0,20820. Calcular $ (1,16). m) C (0,8) = 0,14137, C (0,4) = 0,25132, C (0,5) 
= 0,39269. Caicular C (0,44). n) Hallar el polinomio interpolador de segundo grado de 0,7; 
0,23500) (0,8; 0,46000) (0,9; 0,715). p) Halar el polinomio interpolador de tercer grado de 
(0,6; — 0,86) (0,7; — 0,1925) (0,8; 0,08) (0,9; 0,4725). 


2. MÉTODO DE LAGRANGE.—Dados n+1 puntos: Py=(4,, Yi), i= 0, ..., n, 
existe un polinomio de grado n, P, (+), tal que la parábola de orden 


n:y =P, (xr) pasa por todos ellos. Lagrange dio para este polinomio la 
siguiente expresión : 


_ Z n Ñ la — 8o) s.o (8 — Lin) la — Ag). ($ — Xa) 
O P.()= Y Y L,/W (2), LM (2) = NN PER ea 


1=0 
Se comprueba inmediatamente que, efectivamente, la parábola y =P, (+) 
pasa por los n:+ 1 puntos P,, ¿=0,...,1. Llamando Q (x) al polinomio 
Q (x) = (£ — x.) (x — x1) ... (1 — sa), que tiene como raíces Xy... Ly, Se 


ihi (n) _ Q (x) e; 
puede escribir L; ™ (x) = aaye en lo que resulta la siguiente ex- 
presión de la fórmula de Lagrange: 


(6) MO o 
2 {x _ xy) Q (x) 


La propiedad más importante de la fórmula de Lagrange es la de ser inva- 
riante respecto de las transformaciones lineales x = ht +a; es decir, que 
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si x, = ht, + a, se verifica que L,™® (x) = L,™ (t). De aquí resulta que si 
los puntos .r, son equidistantes, es decir, si Yi, — 3, = h, i= 0)... 1. +1, 
efectuando la transformación lineal + = ht + xp, la fórmula (6) se puede 
escribir del siguiente modo: 


nn ” n 
— 1) y; part) . . E 
D RO= D e Sia > 


s=0 (=0 


expresión que permite tabular los coeficientes de la fórmula de Lagrange. 


Las funciones tabuladas, o experimentales, se pueden considerar que son 
funciones enteras de variables enteras. Una introducción al estudio sistemá- 
tico de estas funciones, es el siguiente: 


3. FUNCIONES ENTERAS DE VARIABLE ENTERA. DIFERENCIAS.—Sea y = f (1) 
una función entera de variable entera cuyo campo de variabilidad de la va- 
riable independiente sea todo el anillo de los números enteros. Si +, es un 
valor de la variable independiente, es decir, un número entero, se llama di- 


ferencia de y= f(x) para x= 54,, y se representa por Ay, o bien por 
A f(x), a la expresión 


(8) AY, =AÍE)=1, +D—Íf(G), 
o bien, en general: 


(9) Ay=A10)=f+D—f(6). 


Esta operación posee un conjunto de propiedades fundamentales, que 
vamos a estudiar brevemente a continuación. Sea ce un número entero cual- 


quiera y sean f, g, h, .. funciones enteras de variable entera definidas sobre 
todo el anillo de los números enteros, 


IL AcfA)=caf(r). 


IL Alf) + g(1)) = Af (4) + A g (o), 
estas dos propiedades, cuya demostración dejamos a cuidado del lector, se 
resumen diciendo que A es un operador lineal. 


UT. AGC) g (2) = EE Agl) e (maf() 
= f(x)A g(r) + g(r + 1I)Af(r). 
En efecto: 


AGEE = eD EDHE + Dga Hago] 
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y también 

AGW = HEDE $) ED 11 2 (+ Df (0) g (0), 
y de estas dos expresiones resulta inmediatamente III. 


fix) Z2MDAÍD—I1MAg (+) 
TES glr+Dg() 


IV. A 


En efecto, 


AO VEFDLSO—1M:3M1+ 0202 +Df0]_ 
gl) — 


gr+De() 
8 HATD—IPA2( 
gtr+De(r) 


Entre las funciones enteras de variable entera más sencillas y más im- 
por tantes se encuentran las factoriales generalizadas; éstas son las que se 
presentan al calcular el número de variaciones r-arias de orden n y las ex- 
presaremos en lo que sigue con la notación 


sm = y (x — 1)... (1 —n +1). 


El principal interés de estas funciones es la facilidad que ofrecen para el 
cálculo de diferencias cuando se opera con ellas, ya que se verifica la si- 
guiente propiedad: 

V. AM = pam, 


En efecto: 


AX = (x + Di (x — n + 2) — ar (x — 1)... (r —n + I) 
= x (x — 1)... (x—n +2 (r +1—r +n] = 94m), 


Esta propiedad muestra la conveniencia de expresar los polinomios me- 
diante factoriales generalizadas, cuando se trata de calcular sus diferencias. 
Para ello es conveniente usar las siguientes identidades. 


a4n=10+x 
=D Br yx, 
(10) IN IO 
15 = 00 LOA Y AO ra, 


x6 = 416) 4 15105) + 651300 4 90 1508) 4 3115202 4 5. 
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O bien, estas otras: 


AD = g?g, 


¿0 = r3 Bgry By, 


ZA) = gå 6rt4 Lr — 6x, 
11 
(1) 465) =15 1014 35r m Na? Ar, 
416) = 18-—15154 85 rt— 225r 2Mié— 10, 
23M =51—2 484175155 —735 rt + 16% 15 — 1764 1? + 70 x. 
EJERCICIOS : 


985. Expresar 17 mediante las factoriales generalizadas. 
936. Comprobar que A (244—434 512477 +2) =8x(9) + 33 1(2) + 327 + 13, 


VI. Aa =(a—1)a”, en particular, A 2 = 2, 
Una función o (+) se dice que es periódica cuando existe un número f, 
distinto de cero, tal que para todo valor de + se verifica 


(12) w(x +1 = /(5). 


El valor positivo más pequeño de ¿ que cumple con (12) se llama periodo. 


VIT. Si (r) es una función periódica arbitraria (no de variable entera) 
de periodo 1, se verifica que A o (+) = 0. 


Supuestas definidas las diferencias de orden (n — 1), que se representan 
por A*-*f (x), se definen las de orden n mediante la siguiente fórmula : 


(8) A” f (2) = A" f (x + 1) — A7 f (o). 


Diferencias de primer orden, A? f (+), son las diferencias A f(r). 
De esta definición se deduce: 


A 1) =A + A A EYEE Ha 
as) =} (7+2) —2f (z +1) +f) 


NORE C NOES E E E E) 


En general, resulta : 


a5) vt Y en ro. 


1t=0 
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De (9) se deduce que f (x + 1) = A f (x) + f (x). Llevando este valor a la pri- 
mera (14), se obtiene 


FE +2) =A?1(4)+2Af(0)+$(); 


sustituyendo este valor en la segunda (14), resulta : 


FEHI =A EAIA EBA EHF 


Asi siguiendo, se obtiene, en general: 


r 


as) 1o+m= (7) aro, 


¿=U 
en donde se conviene en poner A° f(x) = f(r). La fórmula (16) se puede 
escribir en forma simbólica así: 
(17) fr +8) = 144) /6), 


en donde (1 + A)" debe interpretarse como un operador. 


La fórmula (16) constituye la llamada fórmula de interpolación de New- 
ton, Se suele escribir poniendo en ella x = 0 y n = v, con lo que se obtie- 
ne la siguiente expresión: 


(15) 16) = y METIO 


s$=0 


La fórmula de interpolación de Newton permite caracterizar a los poli- 
nomios. En efecto, vamos a demostrar el siguiente: 


TreoreMa.—La condición necesaria y suficiente para que una función en- 


tera de variable entera sea un polinomio es que todas sus diferencias de or- 
den n sean nulas. 


DemosTRAcIÓN.-—Condición necesaria, Sea Y= @,+ GY +... + amx” un 
polinomio con coeficientes enteros. Las fórmulas. (10) permiten escribirlo 
mediante factoriales generalizadas del siguiente modo: 


Y=0,+0,X+..40, 17%= b to PA ho +d, 70m 


y teniendo en cuenta la propiedad V, se obtiene: 


Ay = b + 2b, 04, mb, simon, 
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Supuesto demostrado que 


(19) A y= id t (DO dy AD mi y, mt) 


y aplicando el operador diferencia a ambos miembros, se obtiene: 


At+ y = (i + 1)! biya + (i + 2 G+) Bu E 4 mut) bm xm-i-1), 


por consiguiente, (19) vale para todo i, luego para i= m se obtiene 


A™”y=m! bm 


y parai=m+1 


AM y = 0, 


luego para n = m + 1 se verifica el teorema. 
Condición suficiente.—Sea y = f(x) una función entera de variable en- 
tera tal que para n se verifique: 


(20) A” f (7) =0, para todo +, 
La fórmula (18) da 


— A" $ (0) s00, 


10) =PO AFO) + ME) Ha EN 


para todo v, lo que prueba que f(r) es un polinomio de grado m =m—1. 


Q. E. D. 


Este teorema resuelve la cuestión de hallar un polinomio igual a una fun- 
ción entera dada. Ahora bien, para la mayor parte de las funciones tabula- 
das se verifica que las diferencias, aun cuando no se hagan nulas todas ellas 
a partir de un orden dado, si se hacen menores que un cierto número d, 
siempre que 0< xv <ÑN y para todos los órdenes iguales o mayores que n. 
Para todos estos valores de y se verifica, en virtud de (18): 


[o—[1+ra10.7+ Fa 050 +. + an= 4 (0) seo] 


en = NI t. PETO akali am s +1] 
n! x! pa! 


<=." (5)a = rm (,%,) 4, 


38 


594 § 2. CÁLCULO NUMÉRICO [Capítulo VIIT 


que da una acotación del error cometido al sustituir la función entera dada, 
f(r), por el polinomio: 


(2)  PH=I0+Af0+ 


: A? jO D + aT A-1 f (0) en 


Si, por ejemplo, d = 10, n = 5 y v = 6, el error al sustituir f (+) por 
P (1) es inferior a 60. Si el valor de f(x) para + = 0, T, 2, 3, 4,5 es del or- 
den de 10°, el error relativo será del orden de 60 : 10° < 10-4. 

El polinomio P (+), que no coincide con la función entera f (+), pero se 
le aproxima para valores de + de un cierto conjunto: 0<x<N, se llama 
polinomio interpolador de f(x) para 0<x<N. 


4. FÓRMULAS DE NEWTON, GAUSS, STIRLING Y EverET.—Hemos halla- 
do la fórmua de Newton (22) cuando la amplitud de los intervalos £i, — fe 
era igual a 1. En el caso en que sea fı — 1, = h, basta efectuar la trans- 
formación lineal + = ht + x, con lo que se puede aplicar la misma fór- 
mula: 

(23) vesn ttan + E TS 

k Y, 5 2 Y tes i Yo: 
siendo x = ht+w, De esta fórmula se obtiene fácilmente la siguiente, 
debida a Gauss: 


t +1 
yt =3. ttan + hajas pS ) 


t+1 . a $ 
+ 4 | 5 AY Fen 


A3 Ya 
(24) 


asi como la de Stirling: 


? ` Z (£2? —1 22 (723 — 1 
y()=y, +0b9t+89 3 Huy La y LED 
(25) (t? 1) (42 92 
lA — 
q y HE ZSA g., 


en donde los operadores 3 y se definen por 
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La fórmula de Everet es: 
ara (Ea ( Een T ent 
EE a LEET ES LOES O LOES 
siendo ++ t* = 1. 


5. ACOTACIÓN DEL ERROR.—5Sea P, (+) un polinomio de interpolación, ob- 
tenido por cualquiera de los métodos anteriores, correspondiente a la función 
y = f(x); es decir, se verifica que f(4,) = P, (7), 1=0,...,n. Se trata de 
calcular una cota del error f (4) —P, (xr), siendo +” un punto del interva- 
lo I cuyos extremos son el menor y el mayor de los v, ¿=0,..., n. El pro- 
ceso es completamente análogo al empleado para calcular el término com- 
plementario de la fórmula de Taylor (2, $ 2, cap. VI). Pongamos: 


(27) F (x) = (4) —P, (4) —p (4—%,) ..., (4 — %,), 
en donde se calcula p por la condición 
(28) HOP, E) p (17) P—+).. (4 —+*,) =0, 


para el punto +” de I. Por anularse F (+) en los n:+ 2 puntos 4,, Xis o., Tay 1%, 
en virtud del teorema de Rolle, F' (+) se anula en n + 1 puntos de 1; F” (+) 
se anula en n puntos de I, etc., FÐ (x) se anula en un punto E de I. Aho- 
ra bien, FO+D (x) = [00 (1) —(n + 1)! p, de donde resulta que 


p= jun, ¿eL 


_ 
ni 


Llevando este valor a (28), se obtiene: 


r LAA 1 3 r d , e 
(29) Jw) = Pa (7) + apy (E) (r — r 4). (4 I Ap), 
que es la fórmula buscada. El último término de (29) se llama término com- 


plementario y permite calcular una cota del error f (+) — P, (+) siempre que 
se conozca una cota de "+9 (1) en I. 


DERIVACIÓN NUMÉRICA.—Si de una función f(x), tabulada, se quiere co- 
nocer el valor de la derivada en un cierto punto +, puede procederse del si- 
guiente modo: Sea P, (+) un polinomio de interpolación correspondiente a 
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FG); es decir, f (+) = Pa (4,), i = 0, ..., n. Derivando en (29) (haciendo pre- 
viamente 1” =r), se obtiene: 


"(y P 1 n d (x — Xo) -.. (X — Xa) 
a =P rr O = 
1 dfar) (E) 
LEESE (1 — r) ... (7 — Rn — 


Ahora bien, ¿ depende de r, pero es desconocida la forma de tal dependen- 
cia, por lo que no puede calcularse el último término de (30). Sin embar- 
go, si x coincide con uno de los puntos v, ¿=0,...,1, la fórmula (30) se 
reduce a 


1 


6D) FE)=P,E)+ Ta EDT 


RED (E) (4, — 4) (Pi — Ea) (7, — Fn) e (A, — 1.) 
Fórmula que permite calcular una cota del error que se comete al tomar 


como valor de f (x,) el valor P’, (x:), siempre que se conozca una cota de 
f0+D (E). Si se emplea el polinomio de Lagrange (6), se obtiene: 


Pere NY ara 
j=0 ¡J=0 


Hi iti 
Esta fórmula se encuentra tabulada para los valores más usuales de n. 


2. Funciones implícitas.—Sea la función implícita f(x, y) = 0, en don- 
de f es una aplicación de clase C*+!, Se trata de calcular aproximadamente 
el valor de y correspondiente a un valor b de la variable y, en la hipóte- 
sis de existir un intervalo I en el que f(x, b) = 0 posea una única raíz sim- 
ple. El proceso de recurrencia empleado en la demostración del teorema 
fundamental de las funciones implícitas es un método constructivo, esto es, 
sirve para calcular x con tanta aproximación como se desee. En efecto, po- 
niendo 


(1) pla) =f b +r, FE, b) = gar, 


consideremos (1. c.) la sucesión definida por 


(2 Ta =p), n=0,1,2.. 


Según se ha visto (l. c.), la sucesión 1, es convergente siempre que 
Le a| <k <1 en I. Ahora bien, esto siempre se puede conseguir, pues 
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si y, es un punto cualquiera de I en el que LARA E 0, bastará susti- 


tuir (1) por 


3 y _ F(s, b) 
© POS hea t| 


con lo que será g’ (1,) = 0, y por ser ọ (+) continua, se puede elegir un en- 
torno J de x, en el que |g (x)| <k <1, siendo k un número positivo arbi- 
trario. Bastará tomar como intervalo I el intervalo IN J. Supondremos que 
esta transformación previa se ha efectuado, caso de ser necesaria, con lo 
que se obtiene (l. c.) que la sucesión (2) es convergente y que su límite 
pertenece a I. Si 


a = lim x,, 
n — 0 


se verificará a = q (a), y sustituyendo en (3), f (a, b) = 0. 


Ejercicios: 


937. Resolver la ecuación 1,27 = tg x. 

938. Calcular con un error inferior a una diezmilésima la raíz de la ecuación sen y . ex 
= 1,2, Tómese como valor aproximado xr, = 0,66. 

939. Hallar la raiz de la ecuación 


0 


s5—r+z—10=0 


comprendida entre 0 y 2, 


MÉTODO DE LA FUNCIÓN INVERSA DE SCHRÓDER.—Sea y = f(v) una fun- 
ción analítica, o de clase suficientemente elevada, en un entorno E de una 
raíz simple E de la ecuación f(x) = 0. Se trata de calcular E. Sea x = q (y) 
la función inversa de f en E. Evidentemente que E = (0), luego por el 
teorema de Taylor, será: 


(4) ¿=pl0)=p0—1 =¿0)—y g (Y) ey Yo 0)—. + ZA PM. 


Si y = f(x), sustituyendo en (4), se obtiene: 


1 ES 1 FF +3pe 
© |ts- O AGRO PO 


que permite calcular % con tanta aproximación como se desee. 
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Obsérvese que el método de iteración anterior (3) es un caso particular 
de éste, cuando en (5) se toman únicamente dos términos. 


Si en (5) se llama gn (r) a la suma de los m + 1 primeros términos, se 
obtiene otra aproximación por recurrencia poniendo: 


Xi = Em E) «  =x€E. 


La sucesión v; así obtenida converge hacia E siempre que se tome E de radio 
suficientemente pequeño. 


EJERCICIOS: 


940. a) Calcular la raíz comprendida entre 1 y 2 de la ecuación 15 — 42? + x — 10 = 0. 
b) Calcular la raiz de e* = 10 comprendida entre 2 y 2,5. 


941. Calcular la raiz de 10* — 2 cos v = 0 comprendida entre O y + 


; La T So 
942. Calcular la raiz, próxima a-y , de la ecuación x — 2 cos r = 0. 


SISTEMAS DE ECUACIONES.—Sea el sistema de ecuaciones: 


(6) F(s, y) =0,  g(4,y)=0. 


Se trata de hallar las soluciones del sistema. Se comienza por hallar un punto 
aproximado a una solución. Esto puede conseguirse por resolución gráfica 
o por tanteos. Sea x, = (Xo, Yo) el valor aproximado de la solución. Sı f y g 
son analíticas en un entorno de la solución que estamos estudiando, que com- 
prenda al punto x,, llamando ((£, q) a la solución que se busca, y ¿ — x, = èx, 
i — Yo = 3 y, a los errores de la aproximación, el teorema del valor medio da 


o=flEy=f(x,33+1,(4,+0,8%,9, +0, dr + $, (5,+0,8%,3y, +0,89dy 
o = g (En) =8(4,3)+8,(4,+0,8%,9,+0,8y)30+8y(5,+0,8%, 9, +9 89 ly 


que, aproximadamente, equivalen a las siguientes: 


em) PEI) H AY) Irt (39,083 =0, 
EFI) F Er y I) EE t Ey (3 83 =0, 


que permiten calcular aproximadamente ô x y 8 y, siempre que ò G, 8) 


Dh +0 
Repitiendo el proceso con el punto aproximado (x, + 31, Y, + 54), siendo 
(8 x, èy) la solución de (7), y asi siguiendo, se obtienen, en general, puntos 
cada vez más aproximados a la solución. 
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EJERCICIOS: 


943. Resolver el sistema 
n—iry=4 
312 y + y? = 2. 
944. Idem 
x10 + yl0 = 1024 


£—e =i. 


MÉTODO DE RECURRENCIA.—Como en el caso de funciones con una única 
variable, se puede transformar el sistema (6) en el siguiente sistema equi- 
valente : 


s=) [5h + 


o 5H ceci 
sayen KKH << 


Entonces, si (xo, y,) es un punto suficientemente próximo a una solución 
de (8), se verifica que 


a = p Fey Yai Ya = Y Aa Yna) n= 1, 2, ..., 
es una sucesión de puntos que converge hacia la solución (£, n) del sistema. 
EJERCICIOS : 
945. Resolver el sistema 


2 y = sen 


946. Idem 
2 cos.x cos y =1 


sen y = 2 sen v. 


947. Hallar las raíces complejas de la ecuación rt+3 13 —31? + 2x —180 = 0, 


3. Ajuste de funciones.——Un problema que se presenta con frecuencia 
en la matemática aplicada es el siguiente: 

De una función experimental, o bien de una función matemática compli- 
cada, y = f (+), se conocen los pares de valores correspondientes (£, Yo), ---> 
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(Tns Yn) que son el resultado de ciertas medidas, en el primer caso, o de un 
cálculo aproximado en el segundo. Interesa calcular los coeficientes, o pará- 
metros, de una función perteneciente a una familia dada de funciones: 
P (T; o -o Am), de modo que la aproximación de la función ọ al conjunto 
de los n + 1 puntos (Yo, Yo), -+<» (Tns yn) sea la mejor posible. La determi- 
nación de la familia de funciones q (4; Ap, -=s An) depende de la naturaleza 
de los puntos (£y, Vo), ++.» (In, Yn), pero, generalmente, se trata de familias 
de funciones de expresiones analíticas sencillas. La cuestión que es nece- 
sario aclarar, en primer lugar, es la de qué se entiende por la »mejor» 
aproximación posible de una función a un conjunto de puntos. 


El problema planteado tiene bastante analogía con el de la interpolación, 
mientras no se precise qué se entiende por mejor aproximación. Porque si 
m= n y convenimos en que la mejor aproximación es que q (4;; Ap, ..., Am) 
= yn 1=0,...,n, nos encontramos con el problema de la interpolación, del 
que nos hemos ocupado anteriormente. Sin embargo, ahora sucede que 
m< n, por lo que el sistema anterior no tiene solución. En tal caso parece 
natural admitir la siguiente: 


DerIisicióx.—Diremos que la función o(x; Ap, ..., Am) se aproxima lo 
más posible al conjunto de puntos (X; yi), 1=0,...,1n, m< a, cuando se 
verifica que la función 


a) F (Age eo Àn) = Deo Mos ees A) Y 


1i=0 


posee un minimo para (Ay, ..., Am) = Oj, ..., Am). 
Cuando se admite esta definición se dice que se ajusta la función 
P(X; Ay) -s Am) a los puntos (x;, yı) por el método de los mínimos cuadrados 


AJUSTE POR EL MÉTODO DE LOS MÍNIMOS CUADRADOS.-—El problema ha 
quedado reducido a un problema de mínimos, que hemos estudiado en (B, 
5, $ 2, cap. VI). Para la existencia de minimo en el punto (A/%,...., A'm), es 
necesario que se anulen las derivadas parciales de (1) en él: 


a > 1 p Ag e Amd] 2? 0 j=0,.. m. 
i=0 òy 


(2y es un sistema de m + 1 ecuaciones con m + 1 incógnitas, que, en 
general, posee solución. 
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EMPLEO DE UNA FAMILIA DE POLINOMIOS COMO FUNCIONES DE AJUSTE.—Con- 
sideremos el caso particular en que ọ (£; àes... An) sea la siguiente familia. 
de polinomios: 


(8) P ÀE; A o Am) =A HAT o H A 7, 


Las condiciones (2) se reducen ahora a las siguientes: 


” 
1 9F 
(2) TF yT A MATA mAn] x =0, 1 = 0,- m. 
i=0 


Como las incógnitas son las (1,), conviene escribir (4) del siguiente modo: 


6) AIJA, + (HTA, + 0 lema, = [y], j=0 00m, 
en donde: 
(6) [ri] == +0 + ..+ 4, [y A =y, 71 + + Yn Py 


TEOREMA 1.—El sistema (5) posee siempre solución única, y dicha solu- 
ción proporciona el minimo de (1). 


DemosTRACIÓN.—El determinante de la matriz de los coeficientes de (5) es 


[s0] [a]. e 
; wej ee] e [a+] 
m Amr = 
[em] [amt] o [wem] 
1 1 111 oF m 
Le E En 1 1 rm 
r z” e 7 1 XIa e Fa” 


Como las +, son distintas entre sí, los menores de orden m + 1 de la pri- 
mera matriz del último miembro de (7) son determinantes de Vandermonde 
distintos de cero; luego los m + 1 vectores (+%, ..., 12), 1=0, ..., M, SON: 
linealmente independientes y como m <n, se pueden hallar n— m vectores 
Vi = (Vios e Vin), i= 1, ...,n— m, tales que se verifiquen las siguientes re- 
laciones : 


AAA (O jgr > Vin) = 0, i=0,..,m, ¿=1,..,n—m, 


¡Am 0203 Vip) - My aU = Aip 
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siendo j; das $ de Kronecker. Entonces se verifica que 


[13 [r1] .. [xs] 0..0 


ma 0 0. ...0 1..0 
0 0 0 0... 1 
(8) 1 .. 1 
x x x 
0 1 n 
= z” Ne Md >0 
Yo 11 in 
Y n-m, 0 am, 1 e Uam. n 


ya que los vectores (+*,, ..., F'n) (Ujos «<<, Vin), 1=0,...,M; ] = 1, ... A — m, 
son linealmente independientes, por lo que el último determinante de (8) es 
distinto de cero y su cuadrado un número positivo. Con esto queda probado 
que el sistema (5) posee solucion única. 


Para demostrar que esta solución proporciona un mínimo de (1), basta 
demostrar que la forma cuadrática 


1 ð F 1 ót F 
2 on M0 2 hod Am 
(9) dxbdl-.......... co... +... .. dx, 
1 ò? FE 1 92 F 


2 hmh * 00002 Ahm 


es de rango =m + 1, de signatura lineal igual a m + 1 y que para cual- 


quier vector d x toma valor positivo, es decir, que es una forma cuadrática- 
definida positiva. 


Ahora bien, de (4) se deduce que 
1 ò? F 4 
(1 A a = > = 
(10) 2 Non — .« aE = eret, 


2:=0 


-con lo que la matriz de .(9) es 


1i œF 1 aF 
2 31 OR Dhd hm E e... [2] 
J= o. 4 . +... . +... ... 0.0. . o... .. Zlhbh+*+*.+».»..1u.. , 
1 9 F 1 F [e] ds) 
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es decir, la misma matriz del determinante Amı. Por consiguiente, la ecua- 
ción caracteristica de (9) es 


AD (Da pm + (y pm D pa] + (yt pl Sa, + — o D An + A 
=0 


Como en virtud de (8) es Amı +0, resulta rango (J) = m + 1. La misma 
demostración empleada anteriormente para ver que Am, >0 prueba que 
todos los A,, ¿=0,...,m, que son los menores principales de J, son todos 
ellos positivos; por consiguiente, la suma Y A, cuyos sumandos son todos 
positivos, son números positivos, y como en (11) los términos tienen alter- 
nativamente los signos + y —, resulta que el número de variaciones de 
la sucesión característica : 


1 S e, Na, y 00 Y w Amy 
:=0 


es cero, y el número de permanencias, m + 1; luego la signatura lineal de J es 
m + 1. Como consecuencia, la forma cuadrática (9) es definida, es decir, su 
signo es siempre el mismo, cualquiera que sea el vector dx. Tomando para 
dx el vector (1,0,...., 0), la forma cuadrática (9) toma el valor m + 1>0, 
luego (9) es una forma cuadrática positiva, y en virtud de (B, 5, $ 2, capi- 
tulo VI) la función F pasa por un mínimo cuando las A, toman como va- 
lores la solución del sistema (5). 


EJERCICIOS: 


918. Ajustar un polinomio de segundo grado a la siguiente función: f{6,10) = 1,87180, 
f (6,51) = 1,87333, f (6,52) = 1,87487, f (0,53) = 1,87640, f (6,54) = 1,87793, f (6,55) = 1,87946, 
$ (6,56) = 1.88099. 


949. Ajustar la función f(— 3) = — 0,71, f(— 2) = — 0,01, f(—1) = 0,51, f (0) = 0,82, 
F(1) = 0,88, f (2) = 0,81, f (8) = 0,49, mediante un polinomio de segundo grado. 
950. Ajustar mediante un polinomio de primer grado la función f (0) = 3,02; f(0,1) 


= 2,81; f(0,2)= 2,57; f(0,3) = 2,39; f(0,4)=2.18; f(0,5)=1,99; f(0,6)= 1,81; 
$ (0,7) = 1,85. 


951. Ajustar mediante un polinomio de segundo grado la función f(1) = 7,4; 
12) = 84; f8) = 91; (4) = 9.4; f5) =95; f(6) = 95; f0) = 9,4. 


AJUSTE MEDIANTE POLINOMIOS ORTOGONALES.—El ajuste de una función 
con polinomios mediante el método de los mínimos cuadrados se simplifica 
empleando los llamados polinomios ortogonales. Este procedimiento puede 
emplearse cuando los valores de la variable independiente que se utilizan se 
encuentran igualmente espaciados, es decir, que v; = 4, + ih. Efectuando 
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este cambio de variable, se puede tomar como nueva variable la ¿, con lo que 
los valores que toma la nueva variable son siempre 0,1,2,..., n. Supondre- 
“mos efectuado este cambio previo de variable. Se conoce, por consiguiente, 
una función entera de variable entera, f (+), en la que el campo de variabi- 
lidad de la variable independiente es {0, 1, 2, ..., n}. Se trata de ajustar esta 
función entera f (+) con un polinomio de grado m, Q (x), mediante el mé- 
todo de los mínimos cuadrados. Según acabamos de ver en el cáso anterior 
se trata de calcular los coeficientes de Q de modo que la función 


(19) F (Agee Ana) = > "F0 — Q 032 


=0 


sea minima. La idea del nuevo procedimiento consiste en lo siguiente, Ex: 
presemos el polinomio desconocido Q (+) del siguiente modo: 


(13) Q) = A, Ppl HA Ppt Ho +A, Pp”, 


en donde P’, es un polinomio de grado i, i= 0,...., m, tal que 
(14) DTE aP a= iHi 
2=0 


Por verificarse la condición (14), se llaman los polinomios P*, (+) polinomios 
ortogonales. Luego demostraremos la existencia y calcularemos los polino- 
mios P*, (+) que cumplan la condición (14). Vamos ahora a ver la ventaja 
que supone el empleo de dichos polinomios. Llevando (13) a (12), se ob- 
tiene: 


(15) F (Aps s Am) = > [Z (2) —A, Pp? (2) —A, Pu (8) —..: — Ay Ppa (E, 
x=0 
de donde: 
-5 s =D UM Pea Pia) o Ay Pp (2) P, (2) 
xa=0 


= > HP, (a, > [Pt (1332 = 0. 
x=0 x=0 
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de donde resulta inmediatamente que 


AMP, 
_ =0 


5 [Pi (2932 


=0 


(16) A 


con lo que el cálculo de las }; es mucho más rápido que resolviendo el sis- 
tema (5). 

Pasemos, por tanto, al cálculo de los polinomios ortogonales P*, (4), 
i= 0, ¿y Ma 


TEOREMA 2.—Se pueden calcular los polinomios P'a, (x), i=0,..., m, de 
modo que se verifiguen las relaciones 


(17) D OPOS; »+  4j=0m  n>m 
=0 


DemosrTracióN.—El cálculo se simplifica expresando los polinomios P*, (+) 
mediante factoriales generalizadas (3, 1). Sea 


(18) Pi, (4) =1+40,4+0,42 + +a r0, i = 0,1, ..., m, 


en donde se entiende que r“ = 0 si r <j. La condición (17) se verificará 
si se verifican las relaciones: 


(19, p2 PED =0, j=0,1, p i1. 
x=0 


Ahora bien, con objeto de simplificar el cálculo de (19) conviene emplear 
un pequeño artificio. La expresión de un polinomio mediante factoriales ge- 
neralizadas (l. c.), se puede modificar del siguiente modo: Sea OQ? (+) un 


polinomio arbitrario de grado j; se pueden calcular las c,, ¿'= 0,...,j de 
modo que: 
(20) Qi (x) = +0 (+ D+ c, Y+ 22 +... + c} (+ DD, 


para lo que basta con identificar los coeficientes de ambos miembros, obte- 
niéndose un sistema que permite calcular las c,. No efectuamos este cálculo 
porque, como se verá, no lo necesitaremos en lo que sigue. 
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Evidentemente, que se verificarán las relaciones (17) si se verifican las re- 
laciones más fuertes: 


2) X PAYE =0, i=0,..,m j<i 
2=0 


y se verificarán éstas, en virtud de (20), si se verifican las relaciones : 


kad 
(22) > PD E+JO=0 ¡=01..,¿—1 


==0 
Estas relaciones tiener la siguiente ventaja sobre las (19): 
(23) PA, ADE = ENE a AR + NOA, 


y sustituyendo en (22): 


n a ” 
0Y PROMED s Y EDD +a, DEHN 4 
z=0 


== ==0 
(4) 
ta $ apen. 
x=0 
Ahora bien: 
AFD O ADO SADA ADO (+ DO) 
z=0 
= [04 +AU + (01+79001+9D+..+(M+]0D0(1+J 
= [1 4+0Q+7+0+70(14+)D]+—..+(M+900+]7) 
= 24 90 B+DA BIDASOA + DIWIA+]7 
=.. = (n +j +U, 
de donde: 


y "n+j+ DHD 
Yia E 
> (+9 1+5 . 


=0 


Análogamente se procede con las otras sumas de (24), con lo que se obtiene: 


(64 + 10D 


r 
= Dir GE 
0 2? 1) (++ 70 + 
E 


(25) 
n +] + 1U+2) (n + j+ DiH+D 


+4 247 o Pair] 
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Dividiendo por (n + j'+ 1)Y*®, resulta: 


(2) qi) 
” n =0, ¡=01..¿—1 


1 n 
e qg tayy teat ta agy TO 


Sumando el primer miembro de (26), se obtiene: 


20) . ; 
aria TO 3=0,1,..,1—1l 
De donde: p (f) = 0 para j =0,1,...,¿—1, y como $ (j) es un polinomio- 
en j de grado no superior a ¿—1, que se anula para j = 0, ..., 1—1, será. 
MO=cijG—D..G—i+D=cj". Resulta, por tanto: 


1 n níti) cp) 
+..+868 = A 
(27 I+; taai CIP IEA 


y multiplicando por (1-+ f) los dos miembros: 


n(147 E) cau—D.. G—i+1 
A A E rar CHG- Atit 
y haciendo ¡ = — 1, se obtiene: 


o eD. eD O 
LAA A 
de donde ¢ = (—1); luego sustituyendo en (27): 


ny EDO 
o) 


1 n 
(28) agr ba-g tote 


Quitando denominadores en (28): 


+i jem tan a +i+ ón 


A+ is pan 
a o (CA A 
14) 1 245 ton 


r+1+j 


(+ ¿4 pun 


n 
tan? gn 


= (~ I} j0, 
Haciendo j = — 1 —r, resulta: 


a,nn (1—1—1(Q—-1—..(r—1—N (+21. (1+i-I—p) 
= (Dt 1», 
o bien: 


CD a,nn rtir)! = (r +0. 
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de donde 
(— iy {r +) A 
Gr = pr Gri * r=1,2,....i, 
o bien: 
Cy eID O E 
a= amna il a | r M.L,)= D a| r (7) 


con lo que resulta : 


20m E ca E 


nír) r r 


+ En PAG) z0, 


nii) 1 i 


(29) 


q. e. d. 


De (13) y (16) se deduce que el polinomio de ajuste de la función f (1) es: 


mn A AOL 
(30, 00) = y Pr, (e). 


= > rm, 
x=0 


El grado de aproximación de Q (+) a la función f (+) puede medirse por 


, , » P ore | 
(81 e= Y ro-ro- Yro- y A 
x=0 z=0 z= > [Pi (m7 


s=0 
Ejercicios: 


952. Calcular los polinomios ortogonales Pi (4), 1=1,2,3, 4. 

953. Idem P!, (7), i= 1, 2, 8, 4, 5. 

954. Idem P!, (r), i= 1, 2, 3, 4, 5, 6. 

955. Tabular los polinomios anteriores para v =0,1,...,r =5,6,7, respectivamente. 

956. En una cierta reacción química se ha obtenido la siguiente función experimental 
y = f (+), en donde + son minutos e y es la concentración del producto obtenido mediante 
la reacción, $ (0) = 0, f (10) = 0,000216, f (20) = 0,000344, f (30) = 0,000415. f (40) = 0,000451, 
f (50) == 0,000466, f (60) = 0,000470. Ajustarla mediante polinomios ortogonales y el método 
de los minimos cuadrados empleando un polinomio de tercer grado. 
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957. Aproximar cos + mediante un polinomio de tercer grado en los puntos v = 109, 
150, 200, 259, 300, 330, 40°. 

958. Aproximar la función experimental y = f (r): [f(0) = 1980, f (1) = 635, f(2) = 824, 
f (8) = 162, f(4) = 76, f (5) = 43, f (6) = 19, mediante una función de la forma y = a el%, 


4. Nomografía.—La nomografía tiene por objeto el cálculo aproxima- 


do de valores de funciones mediante el empleo de ciertas gráficas, llamadas 
ábacos. 


1. ESCALAS FUNCIONALES.—Una función y = f (x) puede representarse grá- 
ficamente, según se ha hecho en capítulos anteriores, por el conjunto de los 
puntos (v, f (1)) del plano. Pero, en ocasiones, conviene más otra represen- 
tación sobre una recta. Para ello, tomando una unidad de medida u, y un sis- 
tema de abscisas sobre la recta {O, U}, O U = u, se pueden considerar los 
puntos X,, X,,..., cuyas abscisas sean f (1), f(2),.... Si en los puntos 


-æ 
La 


9 
3 
2¿ 
ES 
E 
a 
2 5 
+ 
32 
o 
n 
ul 

23 4 5 6. 7.00901%2 100 
Fig. 108. 
X, X... se colocan los números 1,2,..., el conjunto de puntos de la rec- 


ta asi obtenido, juntamente con los meros colocados sobre ellos, constitu- 
yen una representación gráfica de la función y = f (v), llamada escala fun- 
cional de f(x). Para conocer el valor de la función correspondiente al valor 
x de la variable, basta buscar en la escala el punto X señalado con el nú- 
mero * y medir, con la unidad u, la distancia O X. 

Si se dispone de la gráfica cartesiana de la función y = f (4), la construc- 
ción de la escala puede hacerse fácilmente, según se ve en la figura 108, para 
la función logaritmica. 


Erercicios: 


959. Construir la escala de la función lineal y =2:x + 3. 

960. Idem de la función logarítmica de base 10. 

961. Idem de la función exponencial de base 10. 

862. Idem de la función de los cuadrados y = 1? y de los cubos y = 43, 


39 
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La función bilineal o proyectiva: 


a je 


se presenta muchas veces en la práctica, por lo que conviene conocer una 
construcción cómoda de su escala correspondiente. La ecuación (1) es la de 
una proyectividad entre dos rectas, o la de una perspectividad cuando el pun- 
to- común de las dos rectas tiene la misma cota en las escalas de las dos rectas. 
Por consiguiente, bastará trazar dos rectas que se corten, r y s, una de 
ellas, r, se gradúa, a partir del punto P de intersección de ambas, con la uni- 
dad u. Si se asigna al punto P la abscisa fp, se señalan los puntos p'+-1, 
$+ 2,... a un lado de P, y los de abscisas fp — 1, p —2,... al otro. Sean 
Q y R otros dos puntos de r de abscisas q y r, respectivamente. Se calculan 
los números 


*  Gp+b ._ aq+b .  er+h 
te DA A O erra 


cp+d ca+d 


y en la recta s se señalan los puntos Q* y R*, cuyas abscisas (respecto de un 
sistema de abscisas de unidad u y cuyo punto origen se fija por la condición 
de que P tenga respecto de él por abscisa p*) sean g* y r*, respectivamente. 
Si O es el punto de intersección de las rectas Q Q* y RR*, se obtiene la es- 
cala de la función bilineal (1), trazando rectas por O y colocando como cotas 
en los puntos X* en que cortan a s las abscisas de los puntos de r situados 
en las rectas O X*, 


Ejercicios: 
983. Construir la escala de y = > 
964. Idem de la función y = re 


El soporte de la escala puede ser curvilineo, en lugar de rectilíneo, como 
en los casos anteriores. Sea, por ejemplo, la función 


2) z=x(b), y=y(, 


que representa una curva plana. Si al punto (+ (t), y (t)) de esta curva se 
le asigna como cota +, se obtiene la escala curvilinea de la función (2). 
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EJERCICIOS: 


965. Construir las escalas curvilineas de: 


aj) Y = sent, y=cost; b) r=2sent, 
y = 83 cost; c) x = sht, y = cht. 


2. ABACOS DE PUNTOS ALINEADOS.—Consideremos tres curvas del plano: 


E 
Y 


(8) t ==, (7), z = #4, O) O |a = 2 (2), 


HENENG] iy =y O) Ys) y, = y, (E) 
La condición necesaria y suficiente para que los tres puntos 
P, = Ca (CP Y, (0), P, = (x, (9), Ya 0), y PB, = E, O, Y (2) 


estén alineados es que 


(4) teya i 20 ya) j=., 


o bien, 
(5) lr, O) — 7, (M1 y, 4) + [7, (3) —3, 1] y, (Y) + [x, (4) —, 09) y, (2) =0. 


Ahora bien, (4) es una relación de la forma f(x, y, 2) =0, luego dados 
dos valores de las variables v, y, 2 y buscados estos valores en las escalas 
de las curvas correspondientes (3), el valor correspondiente de la tercera va- 
riable, en la función f (+, y, 2) = 0, se obtendrá sin más que leer la cota del 
punto de intersección de la recta que une aquellos puntos con la tercera es- 
cala (3). 

El problema de construir un ábaco de puntos alineados correspondiente a 
una función de tres variables f(x, y, 2) = 0, consiste en poder expresar esta 
función en la forma (4), lo que, naturalmente, no siempre es posible. 


Vamos a estudiar algunos casos sencillos de construcción de ábacos de 
puntos alineados. 


3. ABACOS CON DOS ESCALAS RECTILÍNEAS PARALELAS.—Consideremos el caso 


particular en que y, y y, sean dos rectas paralelas, Tomándolas paralelas al 
eje y. las ecuaciones (3) se reducirán a las siguientes: 


$ 
| 


_ 0, 
gir) 


=c z, = 4,2). 


Xx 
8 t 2 
o » 9, =Y0) y, = 3, (2). 


Ya 


e 
O 
It 


i 
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Por consiguiente, la relación (4) se reduce ahora a la siguiente: 


m Ey 2) = [c—%, (87 g(r) +7, yey (2) =0, 


es decir: «Si f(x, y, 2) = 0 se puede representar mediante un ábaco de pun- 
tos alineados con dos escalas paralelas, se verifica que f(x, y, 2) se puede 
expresar como una función lineal de dos funciones ọ (+) y y (y) con coeficien- 
tes que son funciones de 2.» 


Reciprocamente, supongamos que se verifique 
48) E y, 2) =A (2 p U) +B ELO) +0() =0. 
Para que f(x, y, £) se pueda representar mediante un ábaco de puntos alinea- 


dos con dos escalas paralelas, es suficiente que (8) sea equivalente a (1), y 
esto se verificará si 


A() B® __ CO 
c — xs (2) xl — — cy lz)’ 
de donde 
(9) RS E A 


3 A()+B()” AmB 


Hemos obtenido, por tanto, el siguiente : 


4. TEOREMA.—La condición necesaria y suficiente para que f(x, y, z)=0 
se pueda representar mediante un ábaco de puntos alineados con dos escalas 
paralelas, es que Í se bueda expresar en la forma (8). 


EJERCICIOS: 


968. Construir el ábaco para la resolución de una ecuación de tercer grado: 
28+x2+y=0. 


967 Idem para cos? (2) + + sen? (2) y+1=0, 


1 


968. Idem para z +z2— +1=0. 
E 


1 
TF 


5. ÁBACOS CON TRES ESCALAS RECTILÍNEAS PARALELAS.—Supongamos que 
f(x, y, 2) se pueda representar mediante tres escalas rectilíneas paralelas : 


10 E >: 75d, 
(10) Y, Ta , Ya y, = { (2). 
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La relación (5) se reduce en este caso a la siguiente: 


at (c — d) p (#) + d 4 (y) — c $ (2) = 0. 


Reciprocamente, supongamos que se verifique 


a2) f(r y, 2) = aglr tby) mi0 a+b4m=0, 


siendo a, b y m constantes. La equivalencia de (11) y (12) implica que 


a b m 


ca d —c ' 


de donde, en virtud de la condición a + b+ m= 0, basta poner d =b, 
c =— m, con lo que ai= —m— b = c —d. Por consiguiente: 


6. TrOREMA.—La condición necesaria y suficiente para que la función 
f(x,y,z) =0 se pueda representar mediante un ábaco de puntos alineados 
con tres escalas paralelas, es que se verifigue (12). 


Ejercicio: 


3 
969. Construir el ábaco de la función z = y+ . 
y 


7. Aracos EN N.—Supongamos que f(x, y, 2) = 0 sea representable por 
un ábaco en N. Las ecuaciones (3) serán en este caso de la siguiente forma: 


z =0, s=, = { (2), 
13 . 1 y 2 3 
9 "dy, = 90, , ),=v0) n! 


en donde se toma y, en el eje y, y, en una paralela, y y, en el eje v. La rela- 
ción (5) se reduce en este caso a la siguiente: 

(14) [e — $ (lp (1) + E) y O) = 0. 

Reciprocamente, supongamos que 

a5) FE y, 2) = A (2) p (4) + B (2) y 0) 
Identificando (14) y (15) se obtiene 


A) _ B() 
el Tu” 
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de donde 


cB(z) 


O= ata ' 


Por consiguiente : 


8. TroreMma.—La condición necesaria y suficiente para que f(x, y,z)=0 
se pueda representar por un ábaco en N de puntos alineados, es que se veri- 
fique (15). 

Ejercicio: 


2 
970. Construir el ábaco de la función z = geny, 


ABACOS CON DOS ESCALAS RECTILÍNEAS CONCURRENTES.—Supongamos que 
(3) sea de la forma 


(16) 


Y 


*,=0, A x=, r,=x.(0, 
nsp a i 


3 y, =0, Y, = 3, (2), 
con lo que (5) se reduce a 

(17) [y (y) — 7, (7 p (7) — y 0) y, (2) =0. 
Reciprocamente, supongamos que se verifica 

(8) FC, y2) = A (2) 9040) + B (2) y (4) + C (2) y O). 


La equivalencia de (18) y (17) implica que 


A()_ B() _  C( 
1 7 —« (2) cni) ” 
de donde 
B Cc 
AO AMD 


Hemos obtenido : 


9, TroreMa.—La condición necesaria y suficiente para que f(x, y, z)=0: 
se pueda representar mediante un ábaco de puntos alineados con dos escalas 
rectilíneas concurrentes, es que f(x,y,z) =0 sea la ecuación de una proyec- 
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tividad (18) en y(x) y Y (y), sin término constante, y con coeficientes fun- 
ciones de z. 


10. AñBacos CON TRES ESCALAS RECTILÍNEAS CONCURRENTES.—Supongamos 
que las (3) tengan la forma 


(19) 


con lo que (5) se reduce a 


(20) g (my O) — e (1) 3 (2) — à y 6) 5 (2) =0, 


que se puede escribir también, dividiendo por y y%, del siguiente modo: 


1 1 1 
(21) A Y A 0, 
-+ p (x) $0) E (2) 


con lo que resulta : 


11. Treorema.—La condición necesaria y suficiente para que f(x, y, z)=0 
se pueda representar mediante un ábaco de puntos alineados con tres escalas 
rectilineas concurrentes, es que 


1 1 1 
= de . 
Mesne TEA 


EJERCICIO ; 


; E A i : 1 
971. Construir el ábaco correspondiente a resistencias en paralelo : —-— = — . 


CAPITULO OCTAVO 


CURVAS Y SUPERFICIES 


$ 1. CURVAS 


1. Concepto de curva. Tangente.—Sea x = x (ft) una aplicación de 
V, en V, de clase Ct, esto es, con diferencial continua en un abierto A de V,. 


Si y = y (t) es otra aplicación de V, en V, de clase C? en A, el produc- 
to escalar x (t). y (£) define una aplicación A > V.. 


DIFERENCIAL DEL PRODUCTO ESCALAR.—Ñea x = V, (tu +... + Xa (E) Un 


y =y (tu, +... + Yn (t)u, siendo B = (fu, ..., us) una base ortonormal 
de V,. De 


x.y =r (09, O o t rn (3, (0, 
se deduce 


Ed) d(x.y) =[r Hay (DH t r Ddy, (91 
+i Hdr O+-.. Hyn dar O =x (1) -d y (1) + y (0) d x (2). 


En particular: 


(2) d [x (0)? = 2x (i) . d x (8). 


Recordando que |x(t) |? = [x (£)]?, resulta: 


-d 
a 


DIFERENCIAL DEL PRODUCTO VECTORIAL DE DOS APLICACIONES DE V, EN 
V,.—De 


r) y, È 


Zo 7, (0 y, O 
3 Y 


za) y. (0 


Xx (1) x y (1) = u, + 


s 3,(0) 
(y yal 


3 
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se deduce 


(3) dlx(09xy()]= x(0 x d y (t) + d x(t) x y (1). 


DIFERENCIAL DEL PRODUCTO MIXTO DE TRES APLICACIONES DE À EN V, — 
Si x = x (t), y = y (t), z = z (t) son tres aplicaciones de A en V,, se ve- 
rifica que 


(3) d {x (t), y (0), z (t) } = (dx (t), y (t), z(t)) 
+ {x(t} dy (t), z (0) +4x(), y (1), dz (0). 


DerixicióN 1.—Sea x = x (t) una aplicación de clase C! de un abierto. 
A de R en V,, Sea O un punto del espacio euclideo. Para cada número + 
de A, el vector x (t) posee un representante 


OX con origen O, Al lugar de todos los ex- 
tremos X de estós representantes se le llama 
curva del espacio euclideo. x= x (ft) se dice 
que es la ecuación vectorial de la curva respec- 
to del origen O. 


DerinicióN 2.—Se llama tangente en el 
punto a de la curva de ecuación x = x (£), a 
la recta que más se aproxima a la curva en el 
entorno de a. Tomando como origen el punto Fig. 109. 
A, la ecuación de la tangente será: 


(5 dx=dx(a, di), 


siempre que dx (a, dt) 50. 


Por consiguiente, la ecuación de-la tangente respecto del origen O será - 


(6) y—a=dx(0,dt), 
o bien 
T) y=x(4)+dx(0, df). 


Si x(ż{) = v, (u, + + 4,(0) u,, la ecuación (T) da lugar a las si- 
guientes ecuaciones paramétricas de la tangente 


y =x (a) +v (dt, 
BA rra 
y = r, (14 7,(0) dt, 
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que se pueden escribir eliminando el parámetro, del siguiente modo: 


(9) Jla) _ a Ja — “n (a) 


la 0 a (a) 
Ejercicios: 


972. Escribir las ecuaciones de la tangente a la curva x, =f, x 
punto ft = 2. 


973. ¿Existe tangente a la curva «, =+, 7, =t — li en el punto t= 0? 


= 12 = [3 
z P, x, t3 en el 


Para que no exista tangente según la definición 2, siendo x = x (t) una 
aplicación de clase C!, y existiendo por tanto dx, es necesario y suficiente 
que dx=0 en el punto considerado. 

Si d x(a, dt)= 0, la recta que más se aproxima viene dada por 


(0)  y=x@) +A tm CHIDO pj SEHIN 


+0. 
di—=>0 di y dt— 0 dt 


Si la ecuación de la curva es de clase C’, y si en el punto a se verifica 
d'x(a)=0, i=1,...,r—1, el teorema de Taylor proporciona 


r 
i x(a + d t) —x (a) i dx(la+0dtidt,..,dt) 
im ——— m yr 
ao dtr o ridt 


1 1 
= lim — x” (a49 dt) =— xl (a). 
dar! r! 


Por consiguiente, la tangente a la curva x = x(t) en el punto a, puede 
escribirse, en cualquier caso, del siguiente modo: 


(11) y =x (0) +Ax0 (a), x (0) 50, x (8) =.. =xU-D (a) = 0. 


EJERCICIOS : 


974. Ecuación de la tangente a la curva del ejercicio 973 en el punto t = 0 
975. Ecuación de la tangente en el punto t = 0 de la curva x =1—cos t, x, 


312 +5, 
z= et — sen t — 1. 


ll 


976. Ecuaciones de la tangente en el punto £=0 de la curva x, =8%, e, =t. ldem 


„a la curva 1, =t, x, =8 Idem a la curva 4 =t x=, Comparar estas curvas entre sí. 
977. Representar gráficamente las siguientes curvas en el segmento [— 1, 1]: a) x =é, 
7, =t; b)x4 së, zB; or ar Et; drst, r =t; e) 1 =t, r =t 


En los ejercicios anteriores se observa que aplicaciones distintas de V, 
en V, pueden dar lugar a la misma curva. Ahora bien, para que esto suce- 
da es necesario y suficiente que exista una biyección del abierto A, en que 
está definida la curva sobre sí mismo: ¿ = ọ(ť) tal que si x = x(t) y 
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x =y(f) son las dos aplicaciones definidas sobre A, se verifica que 


y (8) =x (9 (6), x(t) = y (97 (1). 


DerInIcióN 3.—Se dice que el punto A de la curva x = x (t) es un punto 
singular cuando se verifica una de estas dos cosas: 1.” Para toda ecuación 
y = y (s) de la curva equivalente a la x = x (t) se verifica que d y (s;ds)=0 
en el punto A. 2.9) 


(12) x(0)=x(5) ts. 
Los puntos no singulares se llaman ordinarios. Si A es un punto ordi- 
nario, supondremos elegida la ecuación de la curva de modo que la diferen- 
cial de la aplicación en A sea distinta de cero. 


EJERCICIOS : 

978. ¿Son equivalentes las siguientes ecuaciones de curvas? : r=, 1, =t y 7, =%, 
Fa = 4? 

979. ¿Son equivalentes las ecuaciones de las siguientes curvasi: r =£, x =t y 
1, = 44, x, =t, (Se supone que están definidas sobre el cuerpo real.) 


980. ¿Es singular el punto ż = Q de la curva 4, =(4, 1, = 1? 
981. ¿Es singular el punto t = 0 de la curva =P, 5, St 


to 


ta 


2. Puntos singulares de las curvas definidas en forma explícita.— 
Como el estudio es el mismo en el caso de las curvas planas que en el caso 
de las curvas del espacio, lo haremos conjuntamente. 


DerinicióN 1.—Si para todas las ecuaciones equivalentes de la curva e 
se verifica que la primera diferencial no nula en el punto P es de orden 
mayor o igual a r > 1, existiendo una ecuación e cuya diferencial r-ésima sea 
distinta de cero, diremos que P es un punto singular de clase r. 

El aspecto de la curva en el entorno de un punto singular de clase r de- 
pende de la paridad de r. Para comprobarlo, consideremos la curva e de 


Fig. 110. 


ecuación x'= x (£), que tiene el punto P : x(a) como punto singular de 
clase r, siendo d x (a) +0. 
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DEFINICIÓN 2.—El punto P se llama punto de retroceso o cúspide, cuando 
si M y N son los puntos definidos por x(a—dt) y x(a + d s), siendo 
o<dt, o<ds, se verifica que 


(1) lim MPN =0, o<dt, o<ds. 
di— 0 
ds — 0 


Vamos a buscar condiciones necesarias y suficientes para que un punto 
sea una cúspide. : 


[PM] =x(a—d1) —x(0) 


A A A (a— 0d t) (dt) 
r! 5 r! 


[P N] = x (a + d s) — x (a) 


= dna+ e dsids, ds) = = xO) (a + 0 dt) (d sy. 


Ahora bien: 


EN HA —> —— 
lim MPN=0<=> lim co(MPN)=1<=> lim ((PM] [PND >0 
di—0 di—=0 di—0 


ds —0 ds—0 ds—0 
<> lim xM(a—0d1).x" (a+6ds5) (ds) (— diy >0. 
di—>0 (r n3 
ds -> 0 


Como 


lim x (a—9 dt). x (a +6 ds) = [x (aP > 0, 
dt — Ù 
ds ~> 0 


la condición anterior equivale a (—d tY >0, dtœ>0 y ésta equivale a 
r=2k, 


1. La condición necesaria y suficiente para que el punto P : x = x (a) 
de la curva e sea una cúspide, es que P sea de clase r y r= 2k. 


Ejercicios: 


982. Hallar los puntos de retroceso de la curva C 


2 


983 Idem para la curva EA = y Ri+1 Y, = FP+R—31+2 


984. Calcular los puntos singulares de clase r >1 de la curva z, =5 tt — 26 483: 


1 1 1 7 5 
- ¿5 penan e iian A ER AA A 
E DN AN r A 


—2tx 
t, 5 


2. PUNTOS SINGULARES DE LAS CURVAS DEFINIDAS EN FORMA EXPLÍCITA 
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Otros puntos singulares, llamados múltiples, vienen definidos por la 


condición : 
x(b=x() tus. 


Ejercicios: 


985 Hallar los puntos múltiples de :a curva r, = t2 +2, r, =f8—t+05 


986. Ecuaciones de las tangentes en el punto doble de la curva del ejercicio anterior. 


987. Ecuaciones de las tangentes en el punto singular de la curva +, = (t—8), 


x, = i(t — 83). 


3. Fórmulas de Frénet.—Sea x = x (t) una aplicación de clase (C? de: 
un abierto A de R en V,. Todo lo que sigue es válido también para curvas 
planas sin más que suponer el plano de la curva sumergido en el espacio 


euclideo. 


ELEMENTO DE ARCO.—Se llama elemento de arco de la curva x = x (t), 


y lo reperesentaremos por ds, a 


(1) ds=|x(0|dt. 


La ecuación (1) permite calcular las derivadas del vector x (£) respecto de 


la nueva variable s, y se obtiene: 


(2) PE REO e iRU 
ds dt ds — IX(0| ` 
(8) ax _ dx(dtY, dx dt xXx (H) 
de “qa (5) CTI OT 
Aa) — a (9) x G) 
EJTOTS 
ax] Vr aP 
€) ds |x (5) j3 
De (2) se deduce que 
d 
(5) | sx =1. 


— x (t) 


x.x 


ESOS 


A las derivadas del vector respecto del arco la representaremos del siguien- 


te modo: 


d . 2 .. 
(6) ES = x (5), == =x (s). 


De (4) se deduce que x? (s) = 1, y derivando aqui 


1) x (5) .x (5) =0. 


(8) 
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VECTORES TANGENTE, NORMAL PRINCIPAL Y BINORMAL.—La fórmula (7) 


prueba que los vectores x (s) y x(s) son ortogonales Al vector x (s), que 
es un vector tangente y unitario, se le llama vector tangente, y lo represen- 
taremos por t. Al vector unitario que tiene la dirección y el sentido del 
vector x (s) se le llama vector normal principal, y lo representaremos por 
n (s). Al producto vectorial del vector tangente por el vector normal prin- 
cipal se le llama vector binormal, y lo representaremos por b (s). Por con- 
siguiente, el vector binormal es también unitario y ortogonal al vector tan- 
gente y al vector normal principal. Se verifica, por tanto: 


M __XE (2) 5 
to =x) ToT 1t(5]=1 
ios zo ES x2 (8) x” (t) — [x t) x” (H] x (0 > ER 
Ix (5) | x 01Vx2(00170—Kk0x 07 
pco A NE E 
1x (s)| Vi A xe 0 — x A) x 07 


o ya ts) -b(s) =0, n (s) b (s) = 0, 
) 


te) xne) =b), ns) xb) =t(s), bís) x tks) =n (s). 


TANGENTE, NORMAL PRINCI- 
PAL Y BINORMAL.—La recta in- 
cidente con el punto X de la 
curva y que contiene al vec- 
tor normal principal se llama 
normal principal, y la recta 
incidente con X y que contie- 
ne al vector binormal se llama 
binormal. Por consiguiente, las 
ecuaciones de la tangente, de 
la normal principal y de la bi- 
normal serán las (10), (11) y 
(12), respectivamente : 


Fig. 111. 


y =x(5)+At(5)=x (1) +A x (t), 


(10) ATA) ya—%glf) _ Ya — Xal) 


sa) O alt) O le) 


3. FÓRMULAS DE FRÉNET 623- 


y =x(sS+An()=x(0 +2 [x E) x” (1) — (Y (1) x” (0) x ()] 


Y1—x,6) e Yg — Xq (É) 
am ( x0r 0-a OOO Or -E 0X0)7,0 


=Z Ya — %g (É) 
T x(a Ha x e () 


y =x (s) +A b(s) =x (0) +A (x (H) x x” (2)) 


12 Yy — xy (2) Ya — X (1) Ya — %3 (É) 
(12) 00 07,0 070 


220 2700 RIONE AAO) 20 270 


Ejercicios: 


988. Calcular el elemento de arco de la hélice: x, = r cos ż, x,=rsent, xr, =rht. 
989. Calcular el elemento de arcó de la circunferencia y de la elipse. 


990. Calcular los vectores tangente, normal principal y binormal de la circunferencia y 
de la elipse. 


991. Calcular los vectores tangente, normal principal y binormal de la cúbica alabeada: 
r= y=, zs. 


992. Ecuaciones de la tangente, normal principal y binormal de la hélice: 4, = Cos l, 


a = sen 1, X, = lt, 


PLANOS OSCULADOR, NORMAL Y RECTIFICANTE.—Se llama plano osculador 
en el punto x (t,) de la curva al plano incidente con él y paralelo a los vec- 
tores tangente y normal principal. De esta definición resultan inmediata- 
mente las siguientes ecuaciones del plano osculador : 


(13) yYEx@J AOD tan);  (y— xt. b) = 0, 
(14) Ly —X (1), Xx (,), x” (8,)) =0. 
Se llama plano normal en el punto x (t) al plano incidente con él y pa- 


ralelo a los vectores normal y binormal. Por consiguiente, se obtienen las 
siguientes expresiones de la ecuación del plano normal: 


(5) y=x()+An(G)+pb();  (y—x(,)).t (t,) =0, 


(16) (E, 4, Y) 7, (1) + (7, —%, (1) 7, (4) + (4, —%, (1,9) 7, C) =0. 


Se llama plano rectificante en el punto x (t,) al plano incidente con él y 
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paralelo a los vectores tangente y binormal. Resultan, por tanto, las siguien- 
tes ecuaciones del plano rectificante : 


(17) y =x()+At() tab);  ly—x()]-n(,)=0 
(18) [y — x (£31 [x2 x" — (x - x") x] =0. 
EJERcIcIioS: 


993. Calcular las ecuaciones de los planos osculadór, normal y rectificante en un punto 
de la hélice. 


994. ¿Con qué plano coinciden todos los planos osculadores a una curva plana? ¿Qué 
les sucede a todos los planos rectificantes de una curva plana? 


CURVATURA EN UN PUNTO.—Sea la curva x = x (s), que supondremos re- 
ferida al arco. Consideremos los puntos x(s,) y x(S, + ds). Se llama cur- 


vatura de la curva en el punto x(s,), y se representa por x (sy), a la ex- 
presión 


GA +ds 
A cas a 


De la definición anterior resulta 


f 


| a sen (X (sp), X (So + ds) 


ds>0 ds 
ia X (50) X Xlo + ads)  [x (59) X X (s x ds) 
ds>0 ds [E (59) X X (sp + d5)] 
(20) aia E (s) x X (5) +25) ia [x (so) x x (Sa + ds)] 
ds>0 ds ds>0 |X(S9) X X(S9 + ds) j 


— tim ŽD X (=(50+X (0) ds +.) 
= lim 
ds>0 ds 


- biso) 


=Gxx3b=[xxb)=(t.[ximb)=|x()|(tmb)=¡x6) 1 


Empleando coordenadas, se puede escribir (20) del siguiente modo: 


(21) x (s) = YE 6) HE) H? Cs) 
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Si la ecuación de la curva está referida a un parámetro arbitrario x= x (t), 
efectuando el oportuno cambio de variables, se obtiene: 


x2 x” — (x. x”) x 


x (50) = | X (55) | = Ed; 


(22) 


EYERCcICIOS : 


995. Calcular la curvatura de la curva v| = acos t, x, = b sen t en el punto (t). 


2 
996. Idem de la curva z =a cht, s, =bsht, v, =å. 
997. Idem de la curva x, = e’, 1, =ef, x, =t. 


998. Calcular la curvatura de la curva y = f (+4). 


FÓRMULAS DE FrénNeT.—Todo el estudio local de las curvas en el entorno 
de un punto ordinario se apoya en las fórmulas que dan las derivadas de los 
vectores tangente, normal principal y binormal en función de estos vecto- 
res. Como estos tres vectores son linealmente independientes, se verificará : 


S ais 


(23) (tm, b) = (t,m,b)] %, Co Oog 


Ahora bien, de las identidades 


(24) t =n? =b =1, t.n=0, t.b=0 y n.b=0, 


se deduce, derivando, que la matriz del segundo miembro de (23) es hemi- 
simétrica : 


0 Giz ais 
(25) (t, n. b) = (t.n, bf —2, 0 a 
— 8, Sy 0 
; t t : ; 
Ahora bien, de n =- T =— , se deduce t = xn, y comparando ésta con la 
t x 
primera ecuación (25): t=—a,,n—a,, b, resulta que — d: = x, 4, = 0, 


con lo que (25) se puede escribir en la forma siguiente : 


0 —x« 0 
(26) En b=(tnbfr* 0 a, 
0 —a, 0 


que son las fórmulas de Frénet. 


40 


626 $ 1. Curvas [Capítulo VIII) 


Torsión.—Sea la curva x = x (s$), referida al arco. Se Hama torsión em 
el punto x (s), y se representa por 7(s), a la expresión 


bi), b (s + ds) 


(27) ($) = lim Ts 


ds->0 
De esta definición resulta : 


sen (b (s) b(s +45) n |» xbe+ds) 


t(s) = lim li 
o) ds>0 ds ds>0 ds 
¡AGA J iim b (3) x [bts +b(9ds +] 
LICEO j aso ds l 


tim —P (9 X [b 45) + bds +.) 
diso IBD) XO + b (5: ds +...) | 


= [b (s) x D (s)} t (s) = {b (s), b (s), t (0) 
(28) =14t (9 x n (8s), t(s) x n (9) + ts) x n (s), t(9)} 
=4 t(s) x n (s), t(5) x n (s), t (5) ) 
= ([t (s) x n(9] x Tt (s) x n (9D t(s) 
= ({t (s) n (8), n is) }t (5) —1t (5), n 1s), t(s) } n (5) t 6) 


X (s) x(S) X (s$) — x X (5) 
z (5) y x? (5) 


tx (0), x” (2), (0) 


x? (1) x”? (1) — (xx) 


= {t(s); n (5); n (s) } = 4 xX (s), 


= O 20, 30] = 


Por otra parte, de la última fórmula de Frénet, b = aa n, se Obtiene em 
virtud de (28): 


7 (5) = {b(s), 2, n (s), t(s) }=— a {t n, b} = — ays 


luego llevando este valor de a,, a las fórmulas de Frénet, se obtienen éstas- 
en la siguiente forma definitiva: 


. —k 0 
(29) (tn, b) = (tn b)i x 0 —r 
Vo T 0 


EJERCICIOS : 


999. Calcular la curvatura y la tórsión de la hélice circular z =rcost, r, =f sen t. 
z =kt. 
3 
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4. Curvas planas. 


I. CURVAS PLANAS EN COORDENADAS POLARES.—Si (p, w) son las coorde- 
nadas polares de un punto, una aplicación de clase C! de R en R tal como 
e = f (w), define una curva plana, ya que esta ecuación, en virtud de las 


fórmulas de cambio a coordenadas cartesianas (8, 1, $ 4, cap. 111) equivale 
a las ecuaciones 


a) ENS x =f (a) COS w, 


x, = f (9) sen w, 


que representa, en virtud de 1, una curva plana. Por consiguiente, el es- 
tudio de las curvas en coordenadas polares es un caso particular del estu- 
dio de las curvas en forma paramétrica: x = x (t). 


Ejercicios: 


1.000. Hallar la ecuación de la tangente en un punto genérico a la curva p =f(o). 


1.001. Calcular los vectores tangente y normal de una curva definida en coordenadas po- 
lares. 


1.002. Calcular la curvatura de una curva plana en coordenadas polares. 


II. PUNTOS DE INFLEXIÓN DE La CURVA x = x (t).— Sean X e Y los 
puntos de la curva x = x (t) correspondientes a los vectores x (t) y x (t+dt) 
(fig. 112); si | dt] < e, siendo e suficientemente pequeño, el signo del án- 


— 
gulo p = (X Y, t), siendo t el vector tangente en X, viene dado por el signo 
del vector 


IxG+di—x(0] xt. 


Ahora bien, teniendo en cuenta el teorema de Taylor, resulta que si 


dx(0xdx(0=0 i=2%..,2 
será: 


1 


(2) ER MAS Or 


ARMOR IO xx (Dd H; 


luego si e es suficientemente pequeño, el signo de x“"+D (t + edt) x x (0) 
será igual al signo de x“+* (t) x x(t); por consiguiente, si n + 1 = 2k, 
el signo del primer miembro de (2) será igual al signo de x“+" (t) x x (£), 
cualquiera que sea el signo de di y la curva está situada, en un entorno 
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de X, a un mismo lado de la tangente. Si n + 1= 2k +1, el signo de q 
depende del signo de dt y la curva atraviesa en 
X a la tangente; a estos puntos se les llama pun- 
tos de inflexión. 

II. La condición necesaria y suficiente para 
que el punto x(t) de la curva x = x (t) sea 
punto de inflexión es que el primer vector 
Fig. 112. x% (t) x x (t) distinto de cero, i=2,3,..., sea 

xD (t) x x (t). 


EJERCICIOS: 


1.003. Hallar los puntos de inflexión de la curva s =+ 1, s =*+4+t 


1.004. Dibujar los puntos de inflexión, sus tangentes y arcos de la curva en sus entor 
nos, para la curva del ejercició anterior. 


Si la curva viene dada por la ecuación y = f (+) se verifica que los vec- 
tores derivados sucesivos son 


(8) x = (1, f), x” (of... x0) = (0, [9); 


por consiguiente, 


(4) xPO x x s — jH) y, 


siendo v un vector unitario, normal al plano de la curva. De II y de (4) 
se deduce: 

III. La condición necesaria y suficiente para que la curva y = Í (x) 
posea un punto de inflexión en (x,y) es que la primera derivada de orden 
superior a uno distinta de cero en x sea de orden impar. 


EJERCICIOS : 


1.005. Dibujar la curva x, =1—, +3x,2—+,9 —1,* en los entornos de sus puntos 
de inflexión. 


1.006. Dada la curva o = f (w), demostrar que la condición necesaria f”f—2/f24+]? =0 
es suficiente juntamente con la condición f“f—3f"f —2ff' +0, para que un punto sea 
punto de inflexión. 


III. CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD.—Si el punto X de la curva x = x (t) 
no es punto de inflexión, se dice que la curva es cóncava en el punto X 
respecto del punto Z de su plano (fig. 112), cuando en un entorno de X se 
verifica que la curva está en el mismo semiplano que el punto Z respecto de 
la tangente; en caso contrario, se dice que es convexa en X respecto de Z. 
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Análogamente, se dice que la curva es cóncava en X respecto del sentido 
determinado por el vector v cuando el representante de y con origen en X 
se halla en el mismo semiplano respecto de la tangente en X que el trozo 
de curva perteneciente a un cierto entorno de X. En caso contrario se llama 
convexa respecto del sentido de v. Ambas definiciones pueden reducirse a la 


sumi 
segunda sin más que tomar como vector v el vector {X Z}. 


De la definición anterior y del teorema de Taylor se deduce que: 


1. La condición necesaria y suficiente para que la curva x = x (t) sea 
cóncava en X respecto del sentido del vector v es que el primer orden de 
derivación n, para el que el primer miembro de (5) es distinto de cero, sed 
par: n= 2k y que 


(5) EM. YAML? n=2k. 


En efecto, si x(t + dt) es un punto de la curva próximo al punto x (£), 
el sentido del ángulo que forma el vector x(t + di) —x(t) con el vector 
tangente x'(£) viene dado por el signo del producto vectorial de ambos 
vectores; como lo mismo ocurre respecto al signo del ángulo que forma 
el vector v con el vector x (t), resulta que la condición necesaria y sufi- 
ciente para que ambos ángulos tengan el mismo signo y que, por tanto, la 
curva sea cóncava respecto del sentido de v, es que 


(6) {ix +d — xH] xx (l.v xx (1) >0. 


Sustituyendo en (6) en lugar de x (t + dt) su desarrollo de Taylor, y supo- 
niendo que x™® (t) x x (t) +0, siendo v® (t) xx (1)=0, 1<nm, si [dt] <e, 
siendo e suficientemente pequeño, el signo de la expresión que figura entre 
llaves en (6) es el mismo que el signo de [xP (t) x X(0] df”, y sin=2k, 
dicho signo es igual al signo de [x™® x x'(£)]; por consiguiente, la con- 
dición (6) es equivalente a 


(7) zw HA xx Al xx (0)>0 »n=2k 
y (T) es equivalente, por la identidad de Laplace, a (5). 


2. La condición necesaria y suficiente para que la curva x,= f(x,) 


sea cóncava en el punto X = (X,, Í (x,)) respecto del sentido del vector 
v = (v,, V2) es que 


(8) man ESN, n=2k, [0=0, i=2..,n—l 
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En efecto, de (3) y (T) se deduce que 


AM x x) (rx) = (1,0, NE. 


En particular, si se elige v de modo que tenga el sentido del semieje 
positivo de las r,, lo que equivale a tomar v = (0, 1), se obtiene: 


3. La condición necesaria y suficiente para que la curva x, = f (x,) sea 
cóncava en el punto X = (x,, Í (x,)) respecto del sentido del semieje positivo 
de X,, es que 


(9) [20 (0)>0 f0(8)=0, i=2,...,2k—1 


4. Una condición suficiente para que la curva e = fÍ (w) sea cóncava 
en el punto X = (w, f (u)) respecto del sentido del vector v = (v,, Xa) es que 


(10) (ff 2 F? + $2) [F (uv, sen w —0, COS w) + f (7, öso + 7, sen w)] >o. 


En particular. una condición suficiente para que la curva sea cóncava res- 
pecto del origen de coordenadas polares es que 


(11) FM 2f2 412) <0. 


En efecto, (10) es consecuencia inmediata de (T), para n = 2. En cuanto 


—> 
. o XO . . 
a (11) basta observar que el vector unitario [ , siendo O el origen de 
XO 
coordenadas, tiene por coordenadas: w:= (— cos o, — sen w). 


EJERCICIOS : 


1.007. Comprobar que la elipse x = acoso, Y, = b sen p es cóncava respecto del ori- 
gen de coordenadas en todos sus puntos. 


1.008. Averiguar la concavidad o convexidad de la curva y = 24% —212 +1 en uno de 
sus puntos, respecto del semieje positivo de las x. 


IV. AsíntoTas.—Dada la curva x = x(£), se llama vector asintótico de 
la curva al vector unitario 


x(t 
(12) a = lim 9, cuando lim |x (H) |= œ. 
eto 1x (2) ] tl 
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EJERCICIOS: 


t {2 
1.009. Calcular los vectores asintóticos de la curva x = | ——————, —— 
c x la y myr] 


a 1 

1.010. Calcular los vectóres asintóticos de +. = _, 

2" ED 

1.011, Calcular los vectores asintóticos de la curva p = —A 
o sen (2w — 1) 


Der1INICIÓN.—Si a es el vector asintótico correspondiente al valor t, de 
t, se llama asintota de dirección a a la recta, si exis- 


te, paralela al vector asintótico a, tal que la distancia 


del punto general de la curva x (t) a dicha recta tien- 
da a cero cuando ¿-> t. 


Si a = (a,, a,), el vector n = (a,, — @,) es uni- 
tario y normal al vector a. Las rectas paralelas al 


vector a pueden expresarse mediante la siguiente 
ecuación : 


(18) a) y=pen+da; 


“para cada valor de pọ se obtiene una paralela. La ecua- Fig. 113 
«ción de la paralela a la recta (13) trazada por x (t) es OS 


(14) y=(x.njn+Aa, 


y la distancia entre las rectas (13) y (14), que es igual a la distancia de 
x(t) a la recta (13), es: 


distancia (X, a) =p — (x . n); 


por consiguiente, para que la recta (13) sea asintota es necesario y sufi- 
ciente que 


{15) lim [p—(x.m] =0, o bien, 


p= lim (x.n), 
1 h 


t— h 


Por consiguiente, la asintota correspondiente al valor t, del parámetro tie- 
ne por ecuación 


(16) y= lim (x(0.n.n+aA lim A lim |x (0) | = 00. 


> to e>to [x$] ” tito 
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Ejercicios: 


1.012. Calcular las ecuaciones de las asintotas de la curva del ejercicio 1.009. 


. La ecuación (16) se puede escribir también, en forma cartesiana no pa- 
ramétrica, del siguiente modo: 


(17) 999,7 0,3= P 


en donde a = (a,, a,) es el vector calculado en (12), y p es el número calcw 
lado en (15), que puede escribirse del siguiente modo: 


(18) p= lim (CA (t) 8, —_ fa (1 a,) 


th 


En particular, si la curva viene dada por la ecuación y = f(x), será: 


(19) a= lim ——É——, aim P. 
s= VAE 3% YA + 1107 
y 
(20) p= lim (a, + —a, fa). 
Para las curvas definidas por una ecuación en coordenadas polares: 
(21) p = f {oh 


los vectores asintóticos se determinan por la condición 


(2) lim j(0)=0w, a = (005 wgs SEN wg)» 
w—+ w 


con lo que será: n = (sen wp, — cos wọ), y la fórmula (15) se reduce a 


(23) p= lim (x.n)= 


lim — 
wm eu Í (o) sen (CA w). 


La ecuación (16) se escribirá, eliminando el parámetro A: 


(24) SEN wg Y, — COS w Y, = ps 


que es la ecuación cartesiana de la asintota correspondiente al valor de œ, 
de la variable independiente que hace infinito a p. La ecuación (24) se es- 
cribe, en coordenadas polares, del siguiente modo.: 


(25) r sen (o, — p) = ps 
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en donde las variables son (2, 1), y œ y p son los valores calculados en (22) 
y (23), respectivamente. 


EJERCICIOS: 


1.013. Calcular las asintotas de la curva p = a cot w (llamada curva de Gutschoven). 


r 


1.014. Hallar las asíntotas de la trisectriz de Longchamps: p = — TES 
e W 


5. Curvas planas definidas implícitamente.—Sea f (+,, 4,) una apli- 
cación del plano vectorial en R. Supondremos que f es diferenciable tantas 
veces como sea preciso, Sea c el conjunto formado por todos los puntos 
X = (x, 12) del plano euclideo tales que 


a) H(x,,x,) =0. 


Sea A = (a,,a,) un punto de c en el que df (x,,x,) es distinta de cero, lo 
1 02) P q 1% 
que equivale a que una, por lo menos, de las derivadas parciales 


E, i ah 


sea distinta de cero; si, por ejemplo, es AR: 0, el teorema de existen- 


cią de las funciones implicitas establece que se puede hallar un entorno 
E(a,) y una función r, = p, (+,) tales que 


(2) ipp = Vx,€E(). 


Recordando la definición de curva plana, resulta que el conjunto c, for- 
mado por todos los puntos X = (*,, 9, (1,)), 1, € E (a,) es una curva pla- 
na, en el sentido que acabamos de mencionar, y por otra parte, la rela- 
ción (2) prueba que y, es un subconjunto de c. Si c, = c, el conjunto c es 
una curva plana. Si existe otro punto B = (b,, b,) que pertenece a c y no 
pertenece a c,, se podría repetir con él lo dicho para el punto A y podría 
obtenerse otra curva c, cuyos puntos pertenecerían a c. Si mediante un nú- 
mero finito de curvas ĉj, Ca, ..., Cn se agotan todos los puntos de c “salvo un 
número finito de ellos, se dice que c es una curva plana representada por la 
ecuación implícita (1). Según esto, una curva plana, definida por una ecua- 
ción implícita (1), equivale a un número finito de curvas según la definición 
de 1. La curva c,, de ecuación r, = o, (v), que forma parte de la curva (1) 
se lama rama de la curva (1) respecto de la variable de uniformización X,. 
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Si todos los puntos de c, salvo un número finito de ellos R,, 


..., Rp, per- 
tenecen a una de las ramas 


(3) ĉj ,=9 4) i=Lb..J 


se dice que estas curvas son todas las ramas de (1) respecto de la variable 
de uniformización xr, y que R,,..., R, son los puntos de ramificación de la 
curva (1) respecto de la variable x,. Los puntos de ramificación respecto 
de la variable x, están caracterizados por la propiedad de que en ellos 


(4) ÒS (Xp a) = 


9% 


Análogamente, los puntos de ramificación respecto de la variable x, están 
caracterizados por la propiedad de ser en ellos 


(5 Of (y Xy) =0. 
LEZ 


Todo punto de la curva (1) que no sea de ramificación respecto de +, per- 
tenece a una de las ramas 


(6) či: +, 7 Y, (z) i=lb.o.q; AEA (2), z.) =0, 


respecto de la variable de uniformización +,. 


Se llama punto ordinario de la curva (1) a todo punto que pertenece a 
una de las ramas (3), (6) de dicha curva. Los puntos que no pertenecen a 
ninguna de las ramas (3), (6) se llaman puntos singulares de la curva (1). 
Por consiguiente, la condición necesaria y suficiente para que un punto de 
la curva (1) sea singular es que en él se verifiquen las dos ecuaciones : 


mM Of y Sa 


f =(. 
EA O Xy 


EJERCICIO: 


1.015. Hallar los puntos singulares de las siguientes curvas: a) (+, — 1)? + (+, — 1? 
— (+, +1)? =0. b) r —xa)?= 0. 


En virtud de todo lo que antecede, el estudio local de una curva defini- 
nida implicitamente, en uno de sus puntos ordinarios se reduce al estudio 


de dicho punto en una curva definida explicitamente. Vamos, por consiguien- 
te, a resumirlo brevemente. 
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ESTUDIO LOCAL DE LAS CURVAS DEFINIDAS IMPLÍCITAMENTE EN UN PUNTO 
ORDINARIO DE LAS MISMAS.—Í. TANGENTE.—Sea A= (4,, @a) un punto ordi- 
nario de (1). Supongamos que A pertenece a la rama c, de ecuación s= q, (1,) 


Se llama tangente en A a la curva (1) a la tangente en A a la rama c,. Por 
consiguiente, su ecuación será: 


(8) s, — a, = g, (a) (x, a) 


Ahora bien, derivando en (2), se obtiene: 


Òf £ 
(9) LEN +~ ø, E) =0 
de donde: 
(E 
P (a) = — + A » 
ZAR 


con lo que (9) se puede escribir del siguiente modo: 


(10) ANG 


sZ =a) + (52), (@,—0,) = 0. 


IT. 


NormaL.—De (10) se obtiene la siguiente ecuación de la normal en A: 


(11) Ho 


DES 


III. VECTORES TANGENTE Y NORMAL.—De (10) y (11) se deduce que los 
vectores tangente y normal son: 


of 31 
CE A 
ICI VEIS) 

of of 

dx, Ò Xa 
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IV. PUNTOS DE INFLEXIÓN.—De (9) se deduce que los puntos de infle- 
xión verifican la ecuación 


asf (eL EE A EA f =o. 
y 


dx Ò xq ÒL ÒX, ÒX dx Lox, 


EJERCICIOS: 


1.016. Halar los puntos de inflexión de las siguientes curvas: a) s, + ax, 34+bx%2=0. 
b) azp =z teg + d (distinguir los siguientes subcasos; e=d=0; c=0, d0). 
co) 1,1 2-6=0. d) x, z? — 3b (az) = 0. €) z (4, +02) —abx,=0, f) x, 1,2 
= (a — z, )3. g) 1,1, =(a—,)(b — z). h) ax, 7,2—(,—b=0 1] ax - 
= tx, — b) (EA = c) (r, — d). 


V. AsínTOTAasS.—La recta X,=¿X,, que une el punto (x,, 74) de la 


curva (1) con el origen de coordenadas, tiene como pendiente t:= 2. A la 


A 1 
dirección de esta recta, cuando el punto (+,, r,) tiende hacia infinito (enten- 


diendo por tal que una, al menos, de sus coordenadas tienda a infinito), se 
le llama dirección asintótica. Por consiguiente, las direcciones asintóticas,. 


distintas de la dirección del eje X,:= 0, vienen dadas por los valores de + 
calculados por la condición: 


(12) lim sf (ptr) = O. 
x> ¿o 


Análogamente, las direcciones asintóticas, distintas de la dirección de la 
recta X, = 0, vienen dadas por 


13) lim 1"f(tx,x,)=0, 
z> to 


en donde v es un número entero conveniente. 


EJERCICIOS : 


1.017. Hallar las direcciones asintóticas de las curvas del ejercicio 1.016. 


1.018. Hallar las direcciones -asintóticas de las siguientes curvas: a) s — en, 
b) z, —2x, + sen (1, —21,) = 0. 


1. Se llama asintota a toda recta cuya dirección es asintótica y tal que 
la distancia de un punto de la curva a dicha recta tienda a cero cuando el 
punto de la curva tiende a un punto del infinito. 
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Sea 
(14) X, = iX, +2, 
un haz de rectas de dirección asintótica correspondiente a la curva (1). Su- 


pongamos que t se ha calculado mediante (12). La distancia del punto (+,, x,) 
a la recta (14) viene dada por 


Xy — tx — n 
Vie 


Para que (14) sea asintota debe verificarse que 


d= 


Ca — ÉL, —n 
lim A N j) 


s> to Vir 


, 


de donde 


(15) lim  (4,—tx, —1) =0. 


> +0 


La ecuación (15) permite calcular, en general, n. De (15) se deduce que n 
verifica la ecuación 
(16) lim s 0-Df(x,,tx, +1) =0, 

G>io . 


de donde se pueden calcular los valores de n correspondientes a los valo- 
res de l. 


EJERCICIOS : 


1.019. Calcular las asíntotas de la curva a? # 1,2 — (+, — b) (4, — e) (*, —d) =0, 
1.020. Calcular las asintotas de la curva +,i— x,t + 24,2 =0, 
1.021, Calcular las asintotas de la curva x,%—x,3x, —+4,2 =0. 


VI. PUNTOS SINGULARES.—>Supondremos en lo que sigue que f(x,, Y) 
es una función analítica en el intervalo considerado; esto es, de clase infi- 
nito y convergente en un entorno de (0,0). Hemos visto que la condición 
necesaria y suficiente para que el punto (r,, 1,) de f(x., 1,) sea un punto 
singular es que 


(17) òf (Xis xa) Gi 0, of (£i x3) 


a = 3% =l. 


Vamos a estudiar ahora la curva en las proximidades de un punto singu- 
tar P, que tomaremos en el origen de coordenadas. Supongamos que las 
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primeras derivadas no nulas en P son las derivadas de orden r, por lo que 
en un entorno de P se verificará : 


l ir) 
1 
0=f (Xp 2a) = Fr | da + EPA ] J (£p xy) 


(0,0) 
(18) 


1 ð (r+1) 
+ CFI [a4 dz +a: 35] Z px) t. 


(0,0) 


En la demostración del teorema de existencia de las funciones implicitas. 
se ha supuesto que el punto P, en cuyo entorno se estudiaba la función, 
era ùn punto simple; sin embargo, puede ser cierto el teorema, salvo la. 
unicidad de la función p, sin necesidad de exigir que el punto P sea simple. 
Se verifica que, si f(x,,x,) es un función de clase 00 en el punto P, siendo 
(18) convergente en un entorno de P, existe una función x, = 9 (x,) (o bien: 
X, = Y (33), y en general r, cuando todas las derivadas parciales de órde- 
nes inferiores a r son mulas y no todas las derivadas de orden r lo son em 
P, tal que 


(19) Fep (xp) =0, 


en un cierto entorno de P. La función q (,) admite, en algunos casos, un 
desarrollo en serie de Taylor, de la forma: 


e , to, 
(20) prp =p (Or + q? (01,2 +... 


En efecto, para calcular las derivadas sucesivas de q (ww) basta derivar la: 
identidad (19), obteniéndose las ecuaciones siguientes : 


ey A) a LL eor =o, 


ar f (o, 0) r+1 o9rt flo, Dd, àrt f (o, o) ; 
| d x + 1 Ia O) 


Ò xri 
, r+1 or f (0, o) r—1 ð floro) , 
(22) +73 ) E 0x1 Oo +1; dx toxs ? 0) + -+> 


r=1) IL) fond ah 
H mot AE ga Jero.. 


En la primera de ellas se puede calcular g’ (0) y se obtienen (suponiendo: 
een + 0) r- valores, lo que indica que el punto P pertenece en este caso» 
2 
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a'r ramas. El primer coeficiente, »' (o) de (20), es por tanto una raíz de la 
ecuación 


w Òf (0, 0) + ) Eze òr floro) LLO ro. 


da PETERE EZ atese EZA 


Si tomamos para g (o) una raiz simple de (23), la ecuación (22) permite 
calcular q” (0), ya que la expresión contenida en el paréntesis rectangular 
de (22) es igual a Z multiplicado por la derivada de (23) al sustituir en ella 
x por g’ (o), lo que prueba que si y” (o) es raiz simple de (23), dicho parén- 
tesis rectangular es distinto de cero. Si, por el contrario, se toma como: 
valor de q' (o) una raíz de orden de multiplicidad s de (23), la ecuación (22) 
no permite calcular o” (0); por ser cero el coeficiente de q” en (22). Por: 
consiguiente, para que el cálculo sea posible es necesario que el término en- 
cerrado entre llaves en (22) sea también cero. Si esto no ocurre, ello indica: 
que la función (v) no es desarrollable en serie de potencias enteras en el 
entorno del punto P. Si el término entre llaves de (22) es también cero, 
se pasa a la derivada siguiente, de orden r + 2; si en ella se puede calcular: 


”» 


p” se obtendrán para él dos valores. Si esta segunda derivada diese lugar 
a una igualdad imposible, el problema no tendría solución; si diese lugar a: 
una identidad se pasaría a la siguiente, y así sucesivamente. 


EJERCICIOS : 
1.022. Calcular las ramas en el origen de la curva: 
PAN = rly FAR GA. 
[Las derivadas sucesivas de f(x, p (+)) son: 


Dj=14 +1,% 
D? f= fa +21, t apti 
IS H ap)” jg” 
Dt = finr t finat tehir t tifia t tiap" 
H3 A AS P? + fao — tilia + apo” + j, p 
AR t tofa P? ER P? t Sfat t Hn P 
+0 fine H30 Aa P HOF AO P HI HI fa P p) p” 
+f HOF p +10, pH pe” 
+f tfa p) pe H f, o n 
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Para la curva dada, en el origen, se verifica que f =f, =f; =f" fa, = 0, 
hi Lam =O fu 2% fi22 = —% fnn = fango = A fine = fa = Sig =0 y todas 


las derivadas siguientes son nulas. Por consiguiente, la tercera derivada da 


p—p?=0, 


de donde g =0, yg =1. Para y =0, la derivada cuarta da q” =—2, y la derivada 
quinta, «p”” = 6. Por consiguiente, una rama en el origen es: 


P, (1) = — 43 4 r3 a 


Tomando la raiz g = 1, se obtiene py” = 4, ọ” = 24, luego otra rama es 


P, (7) =r Hr pir.. 


Considerando la rama x = v (y), se obtiene, análogamente : 


¿0 =39+-] 


1.023. Calcular las ramas en el origen de la curva 


Feyer y Bryt 


2. La expresión (20) se Hama rama en el origen de la curva (1), y el 
origen se llama centro de la rama. Si en el punto P son nulas todas las de- 
tivadas parciales de f(x,, x,) hasta las de orden r, y no lo son todas las de 
orden r, se dice que P es un punto múltiple de orden de multiplicidad r. 


Si r, = q (x,) es una rama de la curva (1) en el origen de coordenadas, 
siendo éste un punto de orden de multiplicidad r, la ecuación de la tangente 
en el origen a esta rama es: 


(24) z= g (o) ty 


Ahora bien, por ser nulas todas las derivadas parciales de f(x., 4.) hasta 
las de orden r, se verifica que la derivada r-ésima de (19) es: 


(25) D" [F (æ, p(r))]=4, +a, g (0) +a, g (02 +... +a, g (0) =0, 


en donde 


BE Eg Ò f (Er Xa) . a 
a, = i ) El, iS i=0,...,r. 


Ahora bien, como la ecuación (25) posee r raices, la gurva (1) posee en 
un punto de multiplicidad r, r tangentes, que pueden parcialmente coincidir, 
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Ejercicios: 
1.024. Hallar las ecuaciones de las tangentes en e] punto singular de la curva 


24 yt + 2A + 24r 412r 4 4 13 — 24 07 =0, 
1.025. Demostrar que si la ecuación de la curva es de la forma 
LOAN+Í, ANA +1,69=0, 


en donde f, (x, y) es un polinomio homogéneo de grado i, se verifica que la ecuación con- 
junta de las tangentes en el origen es f, (x, y) = 0. 


1.026. Hallar los puntos múltiples, con sus tangentes, de la siguiente curva: 


e= 1484 at arya y42x yt4 y5=0. 
1.027. Idem de la curva 
st— x3 y+ 8r y3—3x y5 + y? =0. 


1.028. Idem de la curva 


(4? — y2)2 — 15 = Ô. 


3. Se llama parábola aproximada de una curva en un punto, la curva 
que se obtiene tomando un número finito de términos de una rama de la 
curva con centro en él. 

Para representar gráficamente una curva conviene dibujar las parábolas 
aproximadas en los puntos múltiples, en los máximos y minimos y en los 
puntos de inflexión. 


EJERCICIO : 


1.029, Representar gráficamente la curva del ejercicio 1.022, dibujando las parábolas 
aproximadas de segundo y tercer orden en los puntos múltiples. 


$ 2, SUPERFICIES 


1. Superficies. Definición. Plano tangente.—Sea x = x (u) una apli- 
cación de clase C? de V, en V,, siendo V, y V, espacios vectoriales euclídeos. 


DerINICIÓN 1.—Se lama superficie de un espacio euclideo tridimensional, 
respecto de un origen O del mismo, al lugar de los extremos de los repre- 


41 
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sentantes con origen © de los vectores de una aplicación x = x (u), de clase 
C:, de un abierto A de V, en V,. 

A cada curva u = u (t) de A (fig. 114), le corresponde mediante la apli- 
cación x = x (u) una curva x = x (u(2)), contenida en la superficie dada. 

Sea A” un punto arbitrario de A: A" = u, = (4,*, u), y sea A = x (u,) 
su. homólogo de la superficie. Si u (t) es una aplicación arbitraria de V, en 
V, de clase C! tal que u (fo) = up, u= u (t) representa una curva plana que 
pasa por el punto A”, y x= x (u (t)) una curva de la superficie que pasa 


CAS 


Fig. 114. 


por el punto A. La tangente a la curva u = u (t) en el punto A’ tiene por 
ecuación: 


a) =u) tut )dt, 


y la tangente en A a la curva x- = x (u (t)) tiene por ecuación 


gx Òx 
x= Er 


(2) x =x (ug) +(x, u +x 9)dt x Saa 


Ahora bien, como la aplicación x = x (u) es de clase C* existe la dife- 
rencial dx:= x, du'i+ x, du’. Por consiguiente, 


(3) x=x (u) +x de +x du 


es un plano, siempre que d x (u,) sea inyectiva, como supondremos de mo- 
mento (las variables independientes son du! y du?), incidente con el punto 
A. La ecuación (2), de la tangente en A a la curva x(u (£)), es un caso 
particular de la (3): basta sustituir en ésta dul por u4“dt, y du? por 
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u?” dt para obtener la (2). Esto indica que todos los puntos de la tangen- 
te (2) están en el plano (3). Resulta, por consiguiente, que: las tangentes 
en À a todas las curvas de la superficie que pasan por A están contenidas 
en el plano (3) que recibe el nombre de plano tangente a la superficie en A. 

La ecuación (3) expresa que el vector x — x (u,) es combinación lineal 


de los vectores x, y Xx, lo cual puede expresarse también del siguiente 
modo: 


(4) {xx (u) x, (u) x, (4,)) =0, 


que constituye otra expresión de la ecuación del plano tangente a la super- 
ficie en el punto A. 


Tomando una base (e,,e, e,) en el espacio vectorial V, y poniendo 
X = F, & + 17€, + 1,0, y x(u) = v (u)e, + 1,(u)e, + 7, (u)e,, la ecua- 
ción (4) se pdede escribir en la siguiente forma: 


Ò xy (Hp) O xy (Uy) 


424 (u) 


dul gui 
dx Ò Xz (Uy) 
(5) +, — 7, (u,) ai 3 o | =0. 
Ò xa (Uy) 9 xy (Uy) 
Ty Fg (u) T > P $ 


Ejercicios: 


1.030. Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie 4, = ul, x= 8% x = (u1)? 
— 4 (u2)? en el punto (2, 1, 0). 


1.031. Idem a la superficie x, = (41)? —u?, s, = u' 4%, x, = (w?)? en el pusto (--1, 2, 4). 


DerinicióN 2.—Un punto de la superficie x = x (u) se llama ordinario 
cuando la diferencial d x (u) en él es una aplicación inyectiva. 


TEOREMA 1.—La condición necesaria y suficiente para que el punto x (u,) 


sea ordinario es que (25x ES ), +0 


DEMOSTRACIÓN. —Sea dx = (d4, dX, dx); entonces será 


dx dx dx, 53) 
da= (25 Jae + (55 ), que. dx; (Sa LG o 
_ (dx Ò xa 2 (53) ($) 
(6) d xy = (52) 2 + (5 E dx alla. 0 
_ dx , Ò x3 LEF LEE 
de (55) c+ (53 ),2e. dxy (E E, 
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CONDICIÓN NECESARIA.—Si la diferencial (6) es inyectiva, el sistema 
(6) posee solución única respecto de dul y du, lo cual implica que 


Ò (X,, Xq, Xg) — H ~: gx ES 
Dai u T 2, y esto equivale a que los vectores Sa Y GAE sean 
linealmente independientes y, por tanto, su producto vectorial distinto de 
cero. 


rango 


, . . {òx òx , Ox ¿gx 
CONDICIÓN SUFICIENTE.—5i (Ex) +0, los vectores Su Y) ja 
Ò (Xis Xp, Xa) 

ò (ul , u?) 
ma (6) se puede resolver respecto de du’, du* de modo único, esto es, la 


diferencial es inyectiva. 


no son paralelos, luego rango = 2, lo que implica que el siste- 


CoroLAr10.—La condición necesaria y suficiente para que el punto x (u,) 
sea ordinario es que (3) sea la ecuación de un plano. Esto equivale a lo 
siguiente: la condición necesaria y suficiente para que x(u,) sea un punto 
ordinario es que posea plano tangente. 


TEOREMA 2.51 A es un punto ordinario de la superficie x = x (u), sien- 


lo) (xis Xy) 


do, por ejemplo, a) F0, existe un entorno de A en el que la super- 


ficie puede representarse por una ecuación, llamada explícita, de la siguien- 
te forma: 


(1) Ti = CAERE P E 


DEMOSTRACIÓN.—Basta poner x= (1,, 17), y'= v, y aplicar el teorema 
fundamental de existencia de las funciones implicitas (2, § 3, cap. VD. 


La ecuación (T) es un caso particular de ecuaciones paramétricas, ya 
que (T) es equivalente a 
= yl 
s =m, 
(8) x, = “2, 


r, = p (ul, 42), 


Aplicando la ecuación (5) del plano tangente a (8), se obtiene: 


4 


x — 0 
1 *, 


1 0 
tmr 0 1 
— de de 
Ya ze ( ò ), Ò u? ), 
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que puede escribirse del siguiente modo: 
(9) o (2), EA =r) + (25 2), (x=, — 4,0), 


que es la forma más usada de la ecuación del plano tangente a una superfi- 
cie definida por su ecuación explícita (T). 


DerInicióN 3.—Se llama normal en un punto de una superficie a la recta 
incidente con él y perpendicular al plano tangente en él a la superficie. 


Por consiguiente, las ecuaciones de la normal en A a la superficie 
x = x(u) serán, en virtud de (5), 


(10) ro) _ O Fa Aalto) L L a Uo 
Ò (Xg: y) Ò (Ys, Ened | Ò (£1, Xa) j 
O (ul, u?) lo O (ut, un Ò (el, u?) lo 


y las ecuaciones de la normal cn A a la superficie (T) serán: 


0 — uy 
xy — Xy Xy — Xy 


(2, Ez 
dul dui lo 


2. Superficies en forma implícita, Curvas en forma implícita.-——Sea 
f una aplicación de clase C! del espacio vectorial euclideo V, en el V,, tal 
que en el punto A = (a,, a,, @,) se verifica f(a,, 6,, 4,):= 0 y (25) +0. En 
Xy A 
tales condiciones,el teorema de existencia de las funciones implicitas ase- 
gura la existencia de un entorno E del punto (a,, a,) del plano V,, tal que, 
para todo punto (x, x,) € E, está definida una aplicación de clase C': 


(11) — (r 


37 z") = 


(2) z =ọ (£ LAN (7, 7)€E, 
tal que 
(18) Hp (a, r) =0. 


Ahora bien, (12) representa, según hemos visto, una superficie. Si no 
existe ningún otro punto, fuera de la superficie (12), que anule a la función 
Í (Yis Zao Za), se dice que 


(14) H (Forty x) = 0 


es la ecuación implicita de la superficie (12). Si existen otros puntos se 
procede con ellos como se ha procedido con A y se. obtiene un número fi- 
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nito o infinito de superficies de la forma (12) cuyos puntos verifican todos 


ellos la ecuación (14), De aquí que convenga ampliar el concepto de super- 
ficie, admitiendo la siguiente: 


DEFINICIÓN 4.—5e llama superficie definida por la ecuación implicita (14) 
al conjunto formado por todas las superficies (12) definidas mediante el 
teorema de existencia de funciones implícitas, y a los puntos de acumulación 
de todas estas superficies. 


DerintcióN 5.—La superficie (12) se llama hoja de la superficie (14), res- 
pecto de las variables de uniformización (x,, xa). Los puntos de la superfi- 
cie (14) que pertenezcan a una hoja se llaman puntos ordinarios, y los que 
no pertenecen a ninguna hoja, puntos singulares. 


Sea A = (a,, üa» a,) un punto ordinario de (14), y sea (12) la hoja a la 
que pertenece A, El plano tangente a (12) en A se llama también plano 
tangente a (14) en A. Su ecuación es (9) (sin más que cambiar 4,%, £., 4, 
por Qi, ds, Q, respectivamente). Ahora bien, derivando parcialmente respec- 
to de x, y x, la identidad (13) resulta: 


of df de ðf , If òp 
a5) + -—- =0, E UE 0. 


dx, Òx dx Ò xa 


De (15) y (® resulta la siguiente ecuación del plano tangente a la super- 
ficie (14) en el punto A: 


of of o òf - = 
(16) (55, (r —a)+ (2), (4, — a) + g), e —a)=0. 


De (16) resulta que: la condición necesaria y suficiente para que el pun- 


to A sea un punto singular de la superficie (14) es que sea solución del 
sistema 


(17) fr x , 2) =0, Ò S (£as Xa, 1X3) =0 ÒS (y, %g, Xo) =0 DS (£i Xa, 5) — 
P728 dx, 3 Ò xy , O xy 


EJERCICIOS : 


1.032. Ecuación del plano tangente a la superficie 231 420,4, 44%, x, 
—*,+1=0, en un punto genérico, 

1.083. Hallar el punto singular de la superficie (*, —1) + Gr, —D? + (xr, +1) 
—2(x, —Y) (4, +1) +4 (x, 9 (7, 41D =0. 


1.034. Hallar todos los puntos singulares de la superfície 74,4% 2,4 %,2% 
+r xr =0, 
2.3 
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PUNTOS SINGULARES. CONO TANGENTE.—Sea la superficie S de ecuación 
f(x, y, 2) = 0. Existen puntos singulares en los cuales se pueden hallar infi- 
nitas ternas de funciones x (t), y (t), z(t), tales que para todo t€ 1 = (t,, ta) 
se verifique idénticamente f (+ (t), y(t), e (t))= 0. Sea P = (a, b, c) uno de 
tales puntos singulares, y sea a = x (tẹ), b= y (to), c = 2 (t). La curva C: 


v = x (t), y = v (t), s = z (t) está contenida en S y pasa por P. La tangente 
a CenP es: 


(18) x—a x—b he 
sA yy — (tp) 


Ahora bien, derivando sucesivamente la identidad f(x (0, y (6), (0) =0, 
se obtiene: 


E) 


Far OPY 0+f,70=0 
[Z a+r AO MES 13+ 1, (0=0 
¿a dy? 93 > 7 ' 


(19) 
Ò , ò , A A DA 7 
| [Fror io a+ ro] E E xy 


f t n 7 a” dl = 
| ay EY +. ]4 r (6) =0.. 


Sustituyendo en (19) en lugar de la variable £ el número £,, correspon- 
diente al punto P, por ser este punto singular deben anularse las tres deri- 
vadas primeras en él, pues en otro caso existiría una función explícita que 
se verificaria en todo un entorno de él. Supongamos que no se anulan en P 
todas las derivadas segundas. Haciendo en la segunda (19) t= £,, resulta: 


, , go, (2) 
(20) [rr + ]4r0=0 
De (18) y (20) se deduce 
o... ò o, TO) o 
an [60 +6 DR s | Fa, b, c) =0. 


Por consiguiente, todos los puntos de la tangente (18) a la curva C en 
en el punto P verifican la ecuación (21). Ahora bien, la ecuación (21) no 
depende de la curva C, luego (21) es verificada por las tangentes a todas 
las curvas de S en el punto singular P. Como (21) es una ecuación de se- 
gundo grado verificada por rectas que pasan por P, (21) es la ecuación de 
un cono de segundo orden con vértice en P, llamado cono tangente a S en 
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P. Si todas las derivadas segundas fuesen nulas empleariamos la tercera 
ecuación (19), etc, El punto singular P se dice que es de segundo, tercer, ... 
orden, según que su cono tangente sea de segundo, tercer, ... orden, res- 
pectivamente, 


CURVAS INTERSECCIÓN DE SUPERFICIES. —Sean las superficies 


(22) ft, (7, *)= 0, A z)=0, 


3 


tales que: 1,9 f,(4,, fa a) = 0, i = 1, ..., 7. 2.7) rango [ofe 21 =1. 


Ò (£i Lg, x3) 
El teorema de existencia de funciones implicitas asegura la existencia de 


dos funciones de clase C!, por ejemplo x, = 0 (4,), Y, = y (r,) tales que en 
un cierto entorno E de a, se verifica idénticamente fı (4, e (4), yr.) =0, 
¿i=1,...,r. Por consiguiente, todos los puntos de la curva 


(23) =b s =o z =y, EE 


verifican al sistema (22). Si este sistema no tiene más soluciones que las 
(23), podemos tomar (22) como ecuaciones de la curva (23). Pero puede su- 
ceder que las soluciones de (22) sean un número finito o infinito de cur- 
vas (23) y de sus puntos de acumulación, Al conjunto de todas ellas y de 
sus puntos de acumulación se le lama curva representada por las ecuacio- 
nes implícitas (22) o, también, curva intersección de las superficies (22). 

De la segunda condición impuesta a las funciones f; se deduce que todos 
los planos tangentes 


of ay SS of, ala 
) (EA a) + i) (EA -a + FORG a) = 0, 


dx, 
A oe 


pasan por una recta, que es la tangente a la curva (22) en el punto A. 


EJERCICIOS: 


1.035. Hallar las ecuaciones de la tangente a la curva 


AAA t, EE rr 1, =0 


xs 3 e3 —— = 
‘otr rte E a 0. 


en el punto (0, 0, 0). 


1.036. Idem a la curva 4, 149 =0, 1 ¿—x,=0 x, rx, =O. 
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3. Superficies regladas.—Se llama superficie reglada a toda superfi- 


cie tal que por cada uno de sus puntos pasa una recta totalmente contenida 
en ella. Sea 


a) x = x (4, 


la ecuación de una curva contenida en la superficie reglada S que tenga un 
punto, y uno solo, común con cada una de 
las rectas de la superficie (esto puede siem- 
pre conseguirse tomando un trozo suficien- 


temente pequeño de superficie). Sea v (u,), 


| w (u,) |:= 1 un vector unitario que tiene la 
dirección de la recta de S que pasa por el ` 
punto x(u,). La ecuación de la superficie y y 


será (fig. 115): OA 


(2) y <= x(u) +u, v (u). 
Po Fig. 115. 


De (2) se deduce que los vectores derivados respecto de 4, y “a que repre- 


sentaremos por y, e y, respectivamente, y el vector normal, que represen- 
taremos por y, son: 


y, = X (u) + u, v (4), 
(3) Y, = V (4), 
(X XY) +u (1 X y) 
X? — (X V? 42u, (X. V) + uv? 


Ya = 


De (3) se deduce que el plano tangente en el punto (4,, 4,) tiene por 
ecuación : 


(4) (X—y xi, v}+u (X—yv,v)]=0, 


o bien, sustituyendo en lugar de y el segundo miembro de (2): 


®©) (X—x(8,), XV +s, [X— x(4,), v, vj =0. 


La expresión (5) del plano tangente expresa que todos los planos tan- 
gentes en los puntos de una generatriz rectilinea contienen a esta recta. 
Estos planos tangentes forman un haz cuando dos de ellos son distintos y 
coinciden todos ellos entre sí cuando coinciden dos de ellos. En el primer 
caso, la superficie se llama alabeada; en el segundo, desarrollable, Por con- 
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siguiente, la condición necesaria y suficiente para que una superficie regla- 
da sea desarrollable es que: 


(8) xvx xv ={x,v,v}y=0. 


Supongamos que la superficie (2) sea alabeada. En este caso, todos los 
planos de (5) cuando u, es constante y varía u, son distintos y forman un 
haz. Si a cada punto de la generatriz (2) (se supone ahora que en (2) es 
u, constante y u, variable), que viene determinado por la abscisa u, se le 
hace corresponder su plano tangente (5), que viene determinado por la 
misma abscisa 4,, se obtiene una correspondencia en la que el plano homó- 
logo de un punto tiene la misma abscisa que éste. Esta correspondencia es, 
por tanto, una correspondencia lineal. Resulta así el siguiente: 


TEOREMA DE CHASLES.—La correspondencia que asocia a cada punto de 


una generatriz de una superficie reglada alabeada, su plano tangente es una 
correspondencia lineal. 


Sean dos generatrices : 


{1) z = x (#,) + u, v (#4). z=x(u +duD +u y(u +44), 


de la superficie reglada (2). La perpendicular común a las dos rectas (7) 
tiene por ecuación 


(8) z=x(4)+04,v (4942 (v(4,) xvu, +du)), 


en donde u, debe verificar la condición 
(9) {x (u) +u, v(a)—x (ua, + ¿u,), v(u,) x v(u, +du), y (4, +du)}=09, 
que expresa que la recta (8) es coplanaria con la segunda recta (7). Des- 
arrollando en serie de Taylor todos los vectores de (9), se obtiene: 
(10) Hu v()vxv. v} —[xX, vxv,vHdu4?2+[..]d45=0. 

Cuando la segunda generatriz (7) tiende hacia la primera, el pie de la 


perpendicular común en la primera recta (7) se obtiene sustituyendo en su 
ecuación la variable u, por el número 


(11) aja ES 


2 (v x vy 


Al lugar de todos los pies de las perpendiculares comunes a dos gene- 
ratrices rectilíneas, cuando una de ellas tiende hacia la otra, se le llama línea 
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de estricción de la superficie reglada. Por consiguiente, la línea de estricción 
de la superficie reglada (2) es: 


CX (24) X V AY) AY (e) X v (rep) V’ (u4) X' (41) 


12 =x! Mid A A Saa LA LL = — , 
12) y =x(4,)+ YX VA y (4) = x (4,) vap (u,) 
EJERCICIOS : 
1.037. Hallar la línea de estricción del hiperboloide 
ey” xy xy =1 
Nr 
1.038. Hallar la línea de estricción de la superticie desarrollable : 
y = x (4,) + u, x (4). 
1.039. Hallar la linea de estricción del helicoide : 
y = ((1 + cos q - tt) cos 4, (1 + cosg. u) senu, au + Seng. u“) 


SUPERFICIES DESARROLLABLES. 


Si la superficie es desarrollabie, de (6) se deduce que 


(13) XxX xv=p(v xv} 
de donde 
(x x v)(v x v) vx 
14 = = 
(14) P CETS ya 


Sustituyendo (14) en (13) resulta que para las superficies desarrollables es 


(15) (x x v)— == Y xyv=0 


La condición (6) de superficie desarrollable puede verificarse en los si- 
guientes casos: a) x"=0. b) v=0. c) x’ +0, v +0. En el caso a) será 
x = a, siendo a un vector constante. En tal caso, la superficie (7) es una 
superficie cónica. b) v = a, siendo a un vector constante. En este caso es 
(T) una superficie cilindrica. c) En este caso la línea de estricción de la 
superficie desarrollable existe y es distinta de un punto. Vamos a ver que 
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la superficie (T) coincide con la superficie tangencial formada por las tan- 
gentes a su línea de cstricción. En efecto, para demostrar esto basta ver 
que (7) coincide con 


, r 


(16) z=y(#,) +u, y (4) =x(4,)— > y +u, y (u), 


siendo y la función definida por (12), En virtud del tercer miembro de (16), 
esto equivale a probar que y” es paralelo a v. Ahora bien, de (15) se de- 
duce que 


AC + vx”) ACCES) > AE AE 
£ =| x -- — r A Vv |x 
yxy [x viij v y 
A A So , 
=|% x v) == =o (V xv) |=0. 


A la línea de estricción de una superficie desarrollable se le llama arista 
de retroceso de la misma. 


EJERCICIOS: 


1.040. Demostrar que la curva intersección de una superficie desarrollable con un plano 
que corta a su arista de retroceso posee un punto de retroceso en el puntó de intersección 
del plano con dicha arista, 


1.041. Averiguar si es desarrollahle la superficie x, = —44u,3 —124,5 4 34, 4?, 
eq = T + 34? + 5 ut --3 4,4, Y, =8M, Y hallar su arista de retroceso. 


1.042, Hallar la ecuación de la superficie reglada formada por todas las rectas paralelas 
al plano x, =0 y que se apoyan en las circunferencias + 2=4d, 7, =0; (7, —1)? 
+1 ?=4,1, =2, 

1.043. Hallar la ecuación de la superficie reglada formada por tódas las rectas que se 
apoyan en la hélice x, = cosu, v, =5en4,, 7, =u, cortan al eje x =0, r,=0 y for- 
man con él un angulo constante q. 

1.044. Hallar la ecuación de la superficie reglada formada por todas las rectas que cortan 
perpendicularmente al eje „= 0, z, =0 y se apoyan en la circunferencia s? +r, 
„= 1. 

1.045. Hallar Jas lineas de estricción de las superficies de los ejercicios 1.042, 1.043 y 
1.044. 

1.046. Hallar la ecuación de la superficie cónica que proyecta la cúbica CE 
+, = $ desde el punto (1, 1, 1). 

1.047. Hallar las ecuaciones de las superficies cilíndricas que proyectan la cúbica del ejer- 
cicio anterior paralelamente a los ejes de coordenadas. 


1.048. Hallar las ecuaciones de las superficies cilindricas que proyectan la hélice %, = cost, 
y, =sent, x, = ¿4 paralelamente a los ejes de coordenadas. 
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4. Superficies de rotación y de traslación. 


SUPERFICIES DE ROTACIÓN.—Se llama superficie de rotación a la superfi- 
cie engendrada por una curva, llamada generatriz, al girar alrededor de 
un eje, llamado eje de rotución de la superficie. Sea 


Mg X= xH;  2,=2%,(),%, =x%,(),%, - 2, (0, 


la ecuación vectorial de la generatriz, y sea 


Doe y=a+Ab 


la ecuación del eje. Sea X = (X,,X,, X,) el vector de posición de un puato 
genérico de la superficie de rotación. El punto X 
proviene del giro del punto x (ż) alrededor del eje, 
luego se verificará que el vector X -—x (t) será per- 
pendicular al eje: 


(3) (X -x(0).b =0, 
y que X y x(t) equidistan del eje. Llamando y al 


vector de posición del punto de intersección con el 
eje del plano normal al eje trazado por X, será: 


(4) y=a+ pb, (y — X) b=0. Fig. 116. 


Tomando el vector b unitario (b* = 1), de (4) se deduce que 


p=(X—a)b, y=a+[(X—a)bib=a+ [(x (£) ~a) b1b. 


La condición de equidistancia de X y x(t) al eje proporciona 
(y — X}? = (y —x (09, 


de donde, teniendo en cuenta (3), se obtienen las siguientes ecuaciones die 
la superficie de rotación: 


X? — x? -— 2a (X — x (1) =0, 


(5) 
(X—x (£). b = 0. 
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En particular, si e es el eje r, = 0, +, =0 y a=0, las ecuaciones (5) se 
reducen a las siguientes: 


X? +X, 


lar? - 2 
i =y (t) + va D, 


2 
(6) E 
X =r (0. 
Eliminando 1 entre las (5) (o entre las (6)) se obtiene la ecuación no para- 
métrica de la superficie de rotación. las ecuaciones (6) se pueden escribir 
también en forma paramétrica del siguiente modo: 


X= NEON + x? Nu) COS th,» 
(7) X = ya (1,) + 1,2 (u,) sen wp, 


2 


X, ==,(4,). 


Ejercicios: 


1.049. Hallar la ecuación dei toro engendrado al girar la circunferencia (r, — a)? + 1,? 
= 12, x, =0 alrededor del eje x,. 


1.050. Hallar la ecuación de la superficie de rotación obtenida al girar la recta “= 


+d,t, 4, = a, + b, t, s =4,+ b, t, alrededor del eje Ea 


2 3 


SUPERFICIES DE TRASLACIÓN.—Dada una curva: 


(8) x = x (#,) 


llamada directriz, y otra curva 


(9) y = y (#,). 


llamada generatriz, con un punto común a: 


(10) a = x (u°) = y (4,0), 


se llama superficie de traslación de directriz (8) y generatriz (9) a la super- 
ficie engendrada por la generatriz al moverse paralelamente a sí misma 
cuando el punto a describe la directriz. Si X = (X,, X,, X,) es un punto 
de la superficie de traslación que procede del punto x (u,) y está situado 
en la generatriz que pasa por el punto y (u), se verificará que 


X —x (u) = y (4) —a, 
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de donde 
(11) X=x(0)+y(0)—a 


es la ecuación de la superficie de traslación. 


EJERCICIOS : 


¿2 


A x-a 
=1, s, =0 al trasladarse paralelamente a sí misma a lo largo de la recta H = 


A 


2 2 
1.051. Hallar la ecuación de la superficie cilindrica engendrada por la elipse te + ed 


1.052, Hallar la ecuación del paraboloide engendradá por la parábola s, =bx,?, x, =0 
al trasladarse paralelamente a sí misma a lo largo de la parábola x, = ax 2, x, =0. 


CAPITULO NOVENO 


INTEGRACION 


$ 1 INTEGRALES INDEFINIDAS 


1. Extensión del concepto de diferencial. Integral indefinida. —En 
el capítulo sexto se ha estudiado el concepto de diferencial de una función 
de una variable real. Dada la función f(v), su diferencial era f(x)dx. 
Hemos visto que se podia tomar como imagen geométrica de la diferencial 
dy =f (1) dx el conjunto de todas las tangentes.a la curva y = f(r). Esta 
interpretación geométrica puede modificarse del siguiente modo: dada la 
diferencial f (7) d+ consideremos como imagen geométrica de la misma el 
conjunto d formado por todas las rectas del plano, tales que por cada 


dy =logxdx 


Fig. 117. 


punto (+, y) del plano pasa una recta del conjunto d cuya pendiente es 
f (x) (si f no existe en el punto + al punto (x, y), no le corresponde nin- 
guna recta). Esto permite generalizar inmediatamente el concepto de dife- 
rencial. Si f (x) es una función arbitraria de variable real, podemos consi- 
derar el conjunto d de todas las rectas del plano, tales que por cada punto 
del plano, de coordenadas (r, y), pasa una recta cuya pendiente sea f(r), 
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cuando f(x) está definida en +, y ninguna en caso contrario. Al conjunto 
de todas estas rectas se le llama diferencial, y se representa por f(x)dx. 
Admitimos, por consiguiente, la siguiente: 


DerinicióN G.—Dada la función f (+) de una variable real r, se llama 
diferencial a la expresión f(x)dxw. La imagen geométrica de estas dife- 
renciales está formada por el conjunto d de las rectas del plano, tal que por 
cada punto (+, y) del plano pasa una recta de d, cuya pendiente es f(x), 
cuando f está definida en el punto v, y ninguna recta en caso contrario. 

Evidentemente, las diferenciales en el sentido del capítulo sexto lo son 
también según la detinición G, cuando la función f(+) es la derivada de 
otra función: f(v) = F (r). Se presenta, por tanto, la pregunta recíproca: 


CuEstIóN.—¿Toda diferencial según la definición G es una diferencial 
en el sentido del capitulo sexto? 


Si la diferencial g (+) d x, según la definición G, es una diferencial en el 
sentido del capítulo sexto, se verificará que existirá una función f(x) tal 
que f(r) = g (1). 


DerinicióN 1.—Dada la diferencial g (r)dx, según la definición G, a 
toda función f(r) que verifique la relación f' (+4) = g (1), se le llama fun- 
ción primitiva de la diferencial g(x)dx, o de la función g(x). 

Empleando la interpretación gráfica de la diferencial g (+) d x, resulta que 
si f (x) es una primitiva de g (+) d xr, se verificará que la curva y = f(x) 
será tangente en cada uno de sus puntos a una recta del conjunto de rectas 
d correspondientes a la diferencial g (+) d +. Reciprocamente, si se cumple 
esta condición f(x) será primitiva de g()dx. Por consiguiente, si- f(x) 
es primitiva de g (1) dx, todas las curvas que se obtienen por traslación, 
paralela al eje y, de la curva y'= f (r) serán tangentes a las rectas del con- 
junto d correspondiente a g (1)dx, y, según acabamos de ver, serán tam- 
bién primitivas de g(+)dxw. Hemos obtenido el siguiente resultado: Si 
g(x)dx posee una frimitiva, posee infinitas. Esto se puede obtener tam- 
bién inmediatamente por medio del cálculo. En efecto, si f (+) es primitiva 
de g (1) dx se verifica que f (x) = g(x), de donde resulta que [f (+) + c] 
= f (x) = g (x), luego todas las curvas y = f(r) + c, siendo c una cons- 
tante arbitraria, son también primitivas. 


Teorema 1.—S$i f(x) es una primitiva de la diferencial g (x) dx, siendo 
g (x) una función definida en un intervalo (a, b), todas las funciones f (x)+c, 
en donde c recorre el cuerpo real, son también funciones primitivas y son 
las únicas funciones primitivas de g(x)dx. 


42 
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DemosTracióN.—La primera parte del teorema se acaba de demostrar. 
Sean f(x) y h(x) dos funciones primitivas de g (+)dxw. Esto significa que 
Findr=g(Vdx 7 W(e)da= g(r) dx, de donde f (4) = k (x) para 
todo v € (a, b). Sea v, un punto cualquiera de (a, b) y x un punto variable 
sobre (a, b). Por el teorema del valor medio, resulta : 

a) — h (a) = xr) — hr) + 4) [Pf (x, + 0 (4 —4,)) —Ñ (2, + 0 (7 —4,))] 

= f(r — MA) =C, q. €. d. 


DerisicióN 1.—Al conjunto de todas las primitivas de una diferencial 
£g (1) dx se le llama integral indefinida de la diferencial, y se representa por 


fos. 


De esta definición y del teorema anterior, resulta que si f (+) es una pri- 
mitiva de g(7)d xv y c representa una variable sobre el cuerpo real, llamada 
constante de integración, se verifica que 


a) J ROLLE SIGET 


Antes de ocuparnos del problema fundamental que hemos enunciado arri- 
ba, vamos a tratar de calcular algunas integrales indefinidas de algunos tipos 
particulares de diferenciales, 


2. Integrales inmediatas.—De df (1) = f (4) d x se deduce, en virtud 
de la definición 1, que 


fruda =J(14)+<, 
es decir: 
L. [irste 
Reciprocamente, de (1) se deduce, diferenciando : 


IL d f ximar=emdz. 


a 


13. 


15. 


17. 


19. 
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De aquí resulta que el cuadro de las diferenciales de las funciones ele- 
mentales de una variable real, proporciona el siguiente cuadro de integrales, 


llamadas integrales inmediatas : 


fermaz=o frias 


fras a 
n+1 
fris log, e.a +c 


e 


+14 c(n+—1) 


senrdx = —C0s 7 +e. 


=tgr+<c 


o = are seng tce 
a ` 


dx 


fran 
ch? y 
dx 


yit 


` dg 
l — x2 


3. 


= tghx +c 


=argshr+<c 


=argtghx+< 


Jfunrsms=fro0+ fomes 


4. o 


6. 


e+e 


lij 


logjx] +e 


8. SS 


10. == =—cotr+<c 
sen? y 

12 AS =arctgr+<c 

14. aos 

16. J = —coth x + e 

18 ES gchx + 

A A A AE CNA c 
tys 
dx 

20. HH -aeoe e 
s2? — i 


Integración por descomposición y cambio de variable. 


INTEGRACIÓN POR DESCOMPOSICIÓN.—La fórmula (2) de 2 permite integrar 
polinomios cuando se conocen las integrales de cada uno de los términos. 
En particular, permite la integración de polinomios de una variable: 


(2) 


EJERCICIOS: 


1 , 21 
flora rt tasti e a e A 8, 4H, 


1.053. Calcular las integrales indefinidas de las siguientes diferenciales : 


y — 14% 
a) BxBdx. b) y2xdx. c) rr d) e pevaj e Dir 
x sE Vas 
2dx 4x+5 ER 4xdx i xdx 
2 ENCANTO RV EA TE A 
f) texdx. g) ral h) Jep’ i) Byr LIF j) Jai 
yz 
xda 3 7 dæ 6 r — 10 cos x sen x 
k) yei EEE m) Ve n) 312 + 5 cos? x > 


3 sen z — 2 cos Y 
dx 


P) F sen y + 3 coss 
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1.054. Calcular: : a) J senn r .senmsrdzx. b) f= nx cosmzdzy. 


c) feosnz.comsaz. d) fren z cos ás. e) Jen zaz. f) fos zaz. 


INTEGRACIÓN POR CAMBIO DE VARIABLE.—Es el método más general y más 
útil. La elección del cambio de variable conveniente es fruto de la práctica. 


Sea la integral f dx y sea £ una nueva variable ligada con ja primera 


mediante la relación v = p (1), de donde dx = y (1) dt. Sustituyendo en la 
integral dada, resulta: 


(3) f Hr) dx = f eMe Edi, 


que es la fórmula general del cambio de variable. Mediante, ella se pueden 
integrar inmediatamente las siguientes funciones : 


1 
Ml e[c p (AH +e. 


(4) Porsmar frar +1 AFA 


(5) fem gades f atdt= iog, e.at + e= log, e -a00 + e, 


(6) je de= | LL = iog 1140 =l0glp(ml+e 
g (x) ź 


(1) Juno gede f sentat =— cost e= — cospi + e 


s rO a 2! tgi t 
6 Tost q G) z= f osr TEA E m0 


y (dx dt 
(9) Eyi pe = Yi = arc sen £ + c = arc sen p (1) He. 
(10) y (dx dt tet+ ¿ + 
A E AAA = Are rt =arc x c. 
+9 1+£ E E? 
p (dx dt 
(11) = = | ———— = arg sht +c = arg sh ep (x) + e. 
+V1+ em + Y1+82 


y l(a)dx dt o 
(12) 120 = IR = arg tgh t + c = arg tgh ọ (r) + c. 


Ejercicios: 


1.055. Integrar, por cambio de variables, las siguientes diferenciales: 


a dx b) dx ) dz 
o ETA y e — 
Qr+l) yir +41 er +2 NET 
a+r dx l1—rjdr “dx 
d ——dx, e ——=— f) Md ) 


a+ yx ry2r+ 1” "E 8 vi=a ` 
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1.056. Calcular las integrales de las siguientes diferenciales: 


dx dx 
ag, dx. Ez . . == 
a) sen? xcosrdxw b) al oiz c) tgrdx. d) senlogxw y 
dx D dx «dx 
2/7 cost ja via=a P Tari’ 
h) cos sdg a dx . 
+ yl + sen? y cos x 


4. Integración por partes.—De la fórmula de la diferencial de un pro- 
ducto de dos funciones u (4) . v (v) se deduce, integrando miembro a miembro: 


(13) fuio=uo— fuas, 


que es la fórmula de integración por partes que permite calcular un gran 
número de integrales, 


APLICACIONES DE LA FÓRMULA DE INTEGRACIÓN POR PARTES.—Í. I, 
=fr e* dx, siendo n un número natural. Poniendo u = 4”, dv = e* dx, se 


obtiene 1, = e* 1" —qu f aLe dy = ex" —n Ína Fórmula recurrente de 


la que se deduce: 


I, = et [x" — nti4 n (n — 1) x-2 — n (n — 1) (n — 2) 4-3 +... 


n 


(14) o 
+ in (n — 1)... 2x + (~tu e 


H. L = fe sen dx, siendo n. un número natural, 4=w*", dvu=senYdx, 


Ips at coss | cosa, ati da, 


Integrando nuevamente por partes la última integral: u = "1, dv 
= cosx dx, se obtiene: 


la =— cos r + 1 4%1 seng — n (n— 1) De 


fórmula recurrente que permite calcular In: 


Ip = 0514 [— 3" +m(n—1)47-2 — n (4-1) (n — 2) (n — 3) 1144 ..inl(<n!4)] 


+ sen z [n s"-1 — n (n — 1) (n — 2) 1-3 + o Falr(3 mp] +e. 
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en donde el último término escrito en cada paréntesis rectangular correspon- 
de al caso de n par y los encerrados en paréntesis curvos son los últimos 
términos en el caso de ser n impar. 


De un modo totalmente análogo, se ohtiene 


L= f x” cosgdg = sen x [x" —n {n — 1) 1-2 + ndn — 1) (n — 2) (n — 3) 144 + 


HI. +. n!ixr(=m !)] + coss [n 1-1 — n (n —1)((n — 2) 1-3 


+ n (n — 1) (n -— 2) (n — 3) (n — 4) 18-58 —<.. Fun(F n!e) +e. 


en donde los términos encerrados entre paréntesis curvos al final de cada pa- 
réntesis rectangular deben de sustituir a los últimos términos cuando n es par. 


x 


e . 
maT [sen x — m senil y cos s] + 
m -+ 


m (m— 1) I 
mo pi "o 


IV. I = f æsemgds = 


m 


fórmula recurrente que permite calcular Im. 


ez mm — 1) 
= X (ost 4 CARPA -1 a 
V. 1, = f er cost xda myi [cos™ x + m cos™-1 r sens] + Sa Fi h-r 
1 
I = ¡ene Rada = — ———— gços”+i m-1 
men fe scot sdy ER cos"+l y sento y 
ds { 1) (n — 1) 
m —- i n m = n — 
E IR ~1 g send y e —_—————— 1 E 
(m +n)? KOS + (m + n)? mMm-2, n2 
EJERCICIOS: 


1.057. Integrar por partes las siguientes diferenciales: a) logrdx. b) xrerdx, 


c) rsenxdxw, d) aresenxd.x, e) arctgrdx. fi rlogrdx, g) log (+ + y1+,)0x. 
h) cos? dx, i) sentrdx. j) cotg? xdr. k) sendrcoshrda. 


1.058. Aplicar VI en los casos en que m = 0 y n = 0, respectivamente. 
1.059. Calcular: 


1, = ELES 1 = frenar. = fosas. pa ferda, 


Tii = farzarzaz. 


Todas las fórmulas anteriores son un caso particular de la siguiente fór- 
mula general: sean u(r) y v (+) funciones de clase n + 1. La aplicación su- 
cesiva de la fórmula de integración por partes proporciona 


f u (r) VOD (ryd = uv™ — w vD L y” vt e, 


+ (— Du e p (— dy f wD yd, 
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5. Integración de funciones racionales.—Hemos visto (9, 3, $ 5, 
cap. I) que toda función racional es combinación lineal de fracciones sim- 
ples. Por consiguiente, la integración de las funciones racionales se reduce 
a la de las fracciones simples. 


I. Jr tt Agrale 


A 1 
I PEO RA A l 
f cy RA 
Mx+NM»w ydy 
Li"! s=mf HO | 
s M Mm-+N de M 
PR 2 A PE PA ON a 2 
tr. = 7108 (40) 4 [X= -Hve te m)? + 12] 
+ M TA arc tg (32) +e 
Mxr+xÑN dx= M 
emi a O 


Mm4+N l 
~ pab- qe F g2 z y 


*—m 


en donde z = - Para calcular la última integral, que llamaremos Ip, 


se procede del siguiente modo: sumando y restando al numerador del inte- 
grando z?, resulta: 


edz z dz 
I = lp G + D* = Im | 2(1— p (e + DP- aer) 


z 2p—1 
2 (p — 1) (22 + 1)P-1 T 2p-2 CPP 


fórmula recurrente que resuelve el cálculo de la integral. 


Toda la dificultad de la integración de las funciones racionales radica en 
la solución de la ecuación que se obtiene anulando el denominador, y esta di- 
ficultad aumenta con el grado; por ello es conveniente proceder del siguiente 
P (x) 
Q tx) 
grado (P (x)) < grado (Q (2). Se comienza por buscar el polinomio que po- 
see las mismas raíces que Q, pero siendo todas ellas simples. Para ello basta 


modo: sea la función racional R (+) = 


(en donde suponemos ya que 
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dividir O (x) por M (r) = m. c. d. (Q (r), O (Y: Qir) =M (r)q(r). Se 
pueden hallar dos polinomios H (+) y K (r) tales que se verifique la relación 


e o _ H(x) K (x) 
(15) ESSLE M() +f q dx. 


En efecto, derivando en (15) y multiplicando por Q (v), resulta: 


(16) P (7) = q (0) 1 (e) H (1) G (7) + K (1) M (7); 


en donde G (+) =? 2 pa es un polinomio, puesto que Q (+) = M' (v) q (x) 


+ M (v) q (x), lo que dice que M (x) divide a M’ (r) q (x), ya que, por 
hipótesis, divide a Q’ (v) y también divide al último término de la última 
igualdad. Siempre se puede suponer que los grados de H (+) y K (+) sean 
inferiores a grad (Q) — grad (q), con lo que la identidad (16) permite calcu- 
lar H (x) y K (r) por el método de los coeficientes indeterminados. 


Como todas las raíces de g(x) son simples, en la descomposición de 


K (x) . . o. , , 
ay C” fracciones simples únicamente se presentarán las correspondientes 
gra 


a I y TT de las integrales anteriores, 


De todo lo que precede resulta que: la condición necesaria y suficiente 
para que la integral de una función racional sea otra función racional es que 


Para el cálculo de las constantes de los numeradores de la descomposi- 


% . . K o 
ción en fracciones simples de a puede procederse del siguiente modo: 


mo A; g (x) . - , 
K (r) = A de donde: K (a,) = A, g (a), 


lo que permite calcular todas las A;: 


K (as) 
(17) A¡=—Á . 
g (as 


Si aj = m; + in y 0 = M4 — in, la fórmula (17) prueba que A, y A, 
son también conjugados, por lo que 


o Aj + Az (Aj + A) x — m; (Aj + Ai) + in; (Aj — A) 
x — (m;t inj) x — (m; — in) (x — mt + n; 
y 
M=A +A, y N=—m (A +A)+in (A — A) 


son números reales. 
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EJERCICIOS: 
1.060. Integrar las siguientes diferenciales racionales: 


223 4 5 Sx—1 x5—2x+1 


Y Va DO Ray l” 


2:x+3 


1.061. Integrar las siguientes diferenciales racionales: 


a) z3- 21 44 de b) 2745 dx e x54 2r4+l 
(x — 1)2 7 t? +r +l ` (12 + 1)2 


dx 


6. Racionalización de funciones.—Algunas funciones no racionales se 


pueden integrar transformándolas en racionales mediante un cambio conve- 
niente de variable. 


I. fR (sen x, cos 1) d x, siendo R una función racional. El cambio de 


variable conveniente se puede obtener del siguiente modo: pongamos 
y = seny, g= cosx. Estas dos ecuaciones representan una circunferencia 
del plano (y, 2). Consideremos el haz de rectas cuyo vértice es un punto 
cualquiera de esta circunferencia, por ejemplo el haz (2—1) + ty =0, 
cuyo vértice es (0, 1). El segundo punto de intersección de estas rectas con 
la circunferencia viene dado por cosx— 1 + tsenr =0, o bien, 


x a £ x x 
cos? -5 — sen? -y — t +24 sen q us ¿=0, 
de donde 
x x 
= — — = t 
E tg 5 y 3 arc tg f, 


llevando este valor de x a la ecuación de la circunferencia se obtienen las 
coordenadas del punto de intersección de la recta con ella. Vamos a ver que 


el parámetro t = tg =7 racionaliza la integral considerada. En efecto: 


2z 1-12 24t 


a a ar E 


con lo que resulta 


` 21 12 di 
feens conas=e fr (¿E rror] IFA 
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EJERCICIOS : 


1.062. Integrar, racionalizando, las siguientes diferenci-les: 


dx dx dx 


al It Tsensr' b) sen x + cós a * c) 2+cosBx 


El tipo I es un caso particular del siguiente tipo general: 


II. Curvas usrcursates.— f R (g, y)dx, en donde R es una función 


racional de x e y, y entre estas variables existe una relación algebraica 
P(x, y)'= 0, es decir, f es un polinomio en w, y. 

Sea n el grado del polinomio f, llamado orden de la curva f(x, y)}= 0. 
Se llama género de esta curva, y se acostumbra a representar por p, al nú- 
(n — 1) (n — 2) 

2 


mero p = —d, en donde d es el número de puntos dobles, con- 


viniéndose en contar cada punto r-ple como on puntos dobles. Pues 


bien, si la curva f(x, y) = 0 es de género cero, también llamada unicursal 
o racional, se puede convertir la integral anterior en otra racional, eligien- 
do convenientemente una nueva variable independiente. En efecto, supon- 


gamos que todos los puntos múltiples de la curva C de ecuación f (+, y) = 0 


sean dobles. Por los tohea puntos dobles de C más otros n—3 


puntos simples de la misma curva pasa un haz lineal de curvas de orden 
n—2, ya que la ecuación de un polinomio completo con dos variables de 


grado n— 2 posee (2) coeficientes, luego para determinar una de tales 


curvas es necesario dar (3) —l = a puntos independientes. 
Como 
do A dj (n + sua i 


resulta que por los puntos dobles de C más los otros n—3 puntos sim- 
ples pasa un haz lineal de curvas de orden n — 2. Como el número de pun- 
tos de intersección de una curva de orden n con otra de orden n— 2 es 
igual a n(n— 2) y los puntos dobles de C hay que contarlos cada uno de 
ellos dos veces, resulta que además de los puntos dobles de C y los n — 8 
puntos simples, cada curva del haz tiene común con C, n (n— 2) —[(n —1) 
.(n—2) + n—3] = 1, y esto permitirá expresar las coordenadas de este 
punto en función racional del parámetro del haz. 
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II. Un caso particular de II es el siguiente: 


= [Renas FEY) = aptarta ayta yta, 444, y. 


En este caso, el haz de curvas que conviene emplear es un haz de rectas cuyo 
vértice sea un punto cualquiera (č, q) de la cónica. Escribiendo la ecuación 
de ésta en forma matricial x Ax’ =0, A = A, x= (1,1, y) y poniendo 
p= (1, %, n), se verificará p A p' = 0. El haz de rectas de vértice p se po- 
drá escribir en la forma x = p + ọ (0, 1, £), en donde £ es el parámetro del 
haz. La intersección, distinta del punto p, de la recta general de este haz 
con ia cónica, se obtiene resolviendo el sistema 


XAx=0 x=p+pt t=(01, 2). 


Resultando : 


2 pat 


=P pt 


y llevando estos valores a I: 


, [t A t) [pa (2)] -2a0n[ea (0)] 
=-2 fR k-22 o PAt a) 1 1 


tar?” tAr [Ca ep 


dt 


EJERCICIOS : 


1.063. Calcular f ya+br+caida, 

1.064. Calcular f Kr Hrady 

1.065. Calcular f Ya+8rdx. 

IV. DIFERENCIALES BINOMIAS.-—Se llaman así a las siguientes diferen- 
ciales : 
(18) max + bPdx, 
en donde m, n y p son números racionales, Si p es entero, estas diferencia- 
les se racionalizan inmediatamente sin más que efectuar el cambio de varia- 


ble x = tf, siendo d el m.c.m. de los denominadores de m y n. Por otra 
parte, efectuando el cambio de variable a:x"'+ b = 1, resulta: 


(19) man+ipdr (Li) " dt 
na a a 
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que tiene la misma estructura que (18), luego también se podrá racionalizar 


m-+1 ; z 7 ds 
cuando sea EL un número entero. Como además se puede escribir : 


(20) am (ax + b)? = amin? (a4 bi Pda, 


de A F ., m+n 1 ; 
también se podrá racionalizar cuando MER sea entero. Resumiendo : 


las diferenciales binomias (18) se pueden racionalizar cuando uno de los tres 


m +1 m«+l 


NÚMELFOS P, — A TG t P sea entero. 


EJERCICIO: 


1.066. Integrar las diferenciales binomias: 


a VA (2r +8*dxr. b) VEViVa +1 de. 


Para contestar al problema planteado al principio de este párrafo, necesi- 
tamos introducir el concepto de integral desde otro punto de vista, y esto 
lo haremos en el párrafo siguiente 


$ 2. INTEGRAL DE RIEMANN 


1. Integrales de Darboux. 


1. HIPÓTESIS, DEFINICIONES Y NOTACIONES.—f (+) es una función real 
uniforme y acotada de la variable real + definida en el segmento la, b]. Un 
conjunto finito de puntos P = {a = v <8, <... <, =b} se llama una 
partición del segmento [a, b]. Diremos que la partición 


Psoas r <<. <q >b) 
sigue a la partición P, y escribiremos P’ > P cuando todo punto +, de P fi- 
gure entre los puntos +”, de P’. Se llama diámetro de una partición P, d (P), a 
d (P) = máx [1, — Fy Pa Pp eo a tna t 
Diremos que la partición P' sigue a P, y escribiremos P < P* cuando 


d (P) <d (P). Llamaremos P al conjunto de todas las particiones del seg- 
mento [a, b]. 
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1. El conjunto de las particiones P con la relación > es un conjunto 
filtrante (def. 28, 5, & 2, cap. I). En efecto: a) Para todo P se verifica 
P >P. b) Si P> P y Fè P” se verifica que P > P”. c) Si P y P son 
dos particiones cualesquiera y llamamos P” a la partición que se obtiene al 
tomar todos los puntos de división de P y de P’ (cada uno de ellos una sola 
vez) se verifica que P” > P y P” > P. 

2. El conjunto de las particiones P con la relación < es un conjunto 
filtrante (1. c.). En efecto: a) Para todo P se verifica P < P. b) Si P < P* 
y P < P”, será d(P5 <d(P), d(P) <d(P”), de donde d(P”) <a (P) y 
P < P”. c) Si P y P’ son dos particiones cualesquiera y min {d (P), d (P>) 
= d (P), será P< P y P <P 


3. Sumas de Darboux.—Las sumas de Darboux son dos aplicaciones, 


que representaremos por Sp y Sp, del conjunto filtrante P en el espacio 
topológico de los números reales, definidas del siguiente modo: 


Sp (P) = > E — Fia) Mp siendo M, = ext sup {f (#) |4 <r SK37 h 
s=1 


0 , 
so (P) = > {s — Zia) Mys siendo m, = ext inf [fi |x,, <r <+v,) 


i=l 


(Por ser f acotada en el segmento [a, b], se verifica que existe un número 
positivo M tal que |f (x)| <M para todo x de [a,b]. Por consiguiente, 
si y recorre el segmento [£ii 1], será también |f (x)| <M. Cuando v 
recorre el segmento [fia vi], todos los números f(r) están comprendidos 
entre —M y M; luego, existen dos números M, y m, tales que para 
todo x€[x;_,, 1] se verifica que m; < f(r) < M, y además que en todo 
entorno de m, y en todo entorno de M, existe algún f(x), 1 € [xia vi]. Mi 
es el extremo superior de f(x) cuando xi, SX <t,, y My el extremo in- 
ferior.) 

4. Propiedades de las sumas de Darbouwr.—a) so (P) <5,(P). Ya que 
m <M, y 1 —4,.,>0. b) P > P => Sp(P) < S, (P) y so (P) >. (P5. 
Puesto que P > P implica que P =P”, en cuyo caso las relaciones son 
evidentes, o que existe un punto +, de división de P que no pertenecen a 
P’ y será 1,<x, Kny y el extremo superior de la función en un sub- 
intervalo es menor o igual al extremo superior de la función en el interva- 
lo, y el extremo inferior en el subintervalo es mayor o igual al extremo in- 
ferior en el intervalo. c) Si P y P son dos particiones arbitrarias se veri- 
fica sp (P) < S (P^). En efecto, si P” >P y P” > P será s,(P) < s (P) 
< S5, (P”) < S (P). d) Existe ext. inf. (S, (P)! PEP}, ya que todas las 
Sp (P) están acotadas inferiormente por cualquier sp(P). e) Existe extremo 
sup. {So (P)| PEP}, por análoga razón. 
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DEFINICIÓN 1,—Se llama integral superior de Darboux de la función f (x) 
extendida al segmento [a,b], al siguiente número: 


b 
(2) frias estintis, PP EP). 


Análogamente, se llama integral inferior de Darboux de la función f(x) 
extendida al segmento [a,b], al número 


b 
(3) [iedz = estss, PEPA 


Si la integral superior es igual a la inferior, al valor común a ambas se le 
lama integral de Darboux extendida de a a b, y se escribe 


(a) frois- frois- frod 


En este caso se dice que f(x) es integrable, según Darboux, en el segmen- 
to [a,b]. 
EJERCICIOS: 


1.067. Demostrar que si a < b < c, se verifica: 


a € e 
Jos froes = frias, 


y análoga relación para las integrales inferiores. 


1.068. Demostrar que si f y g son funciones acotadas, en (a, b] se verifica que 


a e a é b 6 
forper<f tax+] gdr y fóroar>f13=+ feas 


a 


1.069. Calcular las integrales inferior y superior de Darboux para la función f(x) defi- 


nida asi: f(x) = 0, si 7 es un númeró racional del segmento [a, b], y f (7) = 1, si x es 
un número irracional. 
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7 
1.070. Calcular for r— 0,5) d x). 
2 


1.011. Sabiendo que sen 0,5 = 0,479, sen 0,6 = 0,565, sen 0,7 = 0,644, calcular aproxima- 
0,7 


damente | sen + dx y una cota del error cometido. 
0,5 


2. Límites filtrantes.—Dado un conjunto filtrante superiormente (P, 
<), esto es, tal que para todo par P,,P, de P existe otro elemento P, de 


PR 
P tal que P, < P, P, <P, y una aplicación P—> R de P en el cuerpo 
de los números reales, se puede generalizar el concepto de límite del si- 
guiente modo: 


DerINIcióN 1.—Se dice que L es el límite filtrante de F(P), PES, 
cuando para todo entorno Es (L), y para todo elemento Q € FP, existe un 
PEP, P >Q, tal que, para todo P > P’, se verifica que F(P)€ E. (L). 

Simbólicamente se puede expresar esta definición del siguiente mudo: 


(1) lim F@)=L < VEL y V0EP=>23PES,P>O] 
VP >P, F (P) €E, (L). 


1. Si existe el limite filtrante es único.—En efecto, si L y L’ fuesen 
límites filtrantes de F y L +L', eligiendo los entornos E: (L) y Ee (L^) de 
modo que fuesen disjuntos, dado el elemento Q de P, y determinados P’ 
y P” por las condiciones P >Q, P> Q, VP>P”, F(P)EE (L) 
YP > P”, F(P)EEe(L), si P> P, P> P”, seria YP>P, F(P) 
E€ E: (L), F (P) E Ee (L^), contradicción. 


2. Si F y G son dos aplicaciones de P en R, se verifica que 


lim (F +G) (P)= lim F(P)+ lim G@®. 
—» — — 


En efecto, dado un entorno arbitrario Es (L + L’), siendo L = lim F (P) 
y L’ =. lim G (P), sean E, (L) y E. (L^ entornos de L y L”. Dado un ele- 
e E 3 


mento arbitrario Q de P, existen P” y P” tales que P> Q, P”">0Q y 
VP>P" se verifica que F(P)€E. (L) y VP>P”es G(P)€E. D). 
a Ej 


Sea Q’ > P’, Q'>P”, para todo P> Q será: 


[L+L—(F+GOP|<S|L—F(P)]+|L—G(P|<e. 
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3. Integral de Riemann.—Emplearemos las hipótesis, notaciones y re- 
sultados de los números anteriores. 

1. Función de elección. —A cada partición P = (%, = 0, ..., p = b} le 
vamos a asignar todas las posibles funciones e definidas del siguiente modo: 
e (xias i) = E€ [Zi 41]; esto es, si SẸ <v, ¿=1,..., n. La función 
e diremos que es una función de elección correspondiente a la partición P. 
Evidentemente, a cada partición le corresponden infinitas funciones de elec- 
ción distintas. 


2. El conjunto formado por todos los pares (P,e), siendo e una cual- 
quiera de las funciones de elección correspondientes a la partición P, es un 
conjunto filtrante respecto de la relación de ordenación: (P,e) > (P”, e”) 
<=> P > P. Esto es consecuencia inmediata de ser Æ un conjunto fil- 
trante respecto de la relación >. 


3. El conjunto formado por todos los pares (P,e), siendo e una cual- 
quiera de las funciones de elección correspondientes a la partición P, es un 
conjunto filtrante respecto de la relación de ordenación: (P,e) > (P', €”) 
<> P > P. Por la misma razón que en 2. 

4. Sumas de Riemann.—Las sumas de Riemann son aplicaciones del 
conjunto R = {(P, e)}, formado por todos los pares (P,e), en el cuerpo 
de los números reales, definidas del siguiente modo: 


(2) Sp (P, e) = DY (4%, He (%,_,, 7). 


i=1 


5. Sp (P) < S (P,e) < S» (P), para toda e. Es consecuencia inmediata 
de (1) y (2). 

6. Si f(x) es integrable, según Darboux, en el segmento [a,b], se ve- 
rifica que las sumas de Riemann convergen (Def. 1, 2) hacia la integral de 
Darboux respecto de la ordenación >. En efecto, según la definición que 
acabamos de citar, si I es la integral de Darboux y si 6 (I) es un entorno 
arbitrario de I, dada una partición arbitraria Q, existen P> Q y >Q 
tales que sp (P) y S,(P”) pertenezcan a 6 (1). Si P> P y P>P”, será 
So (P) € 6D, S, (P) € & (1), luego para todo (P,, e,) tal que (P,, e,) > (P, e) 
(siendo e cualquier función de elección correspondiente a P), se verifica- 
rá, en virtud de 5, que S, (P,, e,) € 6 (D), lo que significa (Def. 1, 2), que 
lim S, (P,e) = I. Cuando las sumas de Riemann son > convergentes, a 
su límite se le llama integral de Riemann de f(x) extendida de a a b. 

T. f(x) integrable Darboux en el segmento [a,b] —> f(x) integra- 
ble > Riemann en el segmento [a, b].—Integrable > Riemann significa que 
la ordenación que se emplea en el conjunto (P, e) es la ordenación >. 
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8. f(x) integrable > Riemann en el segmento [a, b] —> f(x) inte- 
grable Darboux en el segmento [a, b].—Sea P, el conjunto de todos los 
pares (P, e). Vamos a definir un subconjunto Qs € P, del siguiente modo: 
(P, e) €Q: <=> Sr (P, e) + e > S,(P), siendo e un número positivo dado. 
S: (P, e) €Q: y P >P, se puede definir una función de elección e”, de 
modo que S, (P”,e) + e > Sp (P), luego (P”,e)€Q:. Sea I la integral 
Riemann de f(r) en el segmento [a,b] y sea e un número positivo arbi- 


2 
mite de S, (P, e) relativo a la ordenación >, existe un (P, e), siendo 
(P,0)>(0,e) y (Q,e,) un elemento arbitrario de P, , tal que si 
(P”, e) > (P,e) se verifica S, (P”,e')€ & (1). Consideremos Q. y sea 
2 


(P, e”)EQ., (Pap 6.) > (Pe) y (P,,e,)>(P, €). Se puede elegir e, de 


trario y seaG (1) un entorno intervalo de I de radio . Por ser I el li- 


2 
modo que (P,,€,))€Q. y como S, (P,, e,) € 6 (I), y de (P, eJ€ Qe se 
2 2 


deduce 


5 (P, e) < S, (P) < Se (Pi e,) + F y 


resulta que Sp(P,)€ 6. (I), siendo 6. (1) un entorno intervalo de 1 de ra- 
dio e. Para todo P, > P, se verificará a fortiori S» (P,) € 6.(), y como e 
es arbitrario, se verifica que S, (P) converge hacia I (Def. 1, 2), luego 
da integral de Riemann coincide con la integral superior de Darboux. Como 
el razonamiento puede repetirse respecto de las sp, resulta que: f(x) es in- 
tegrable > Riemann => f(x) integrable Darboux y ambas integrales son 
dguales, 


El concepto de integral de Riemann puede obtenerse también mediante 
la ordenación > . Esta ordenación es más cómoda para la demostración de 
algunas propiedades, por lo que conviene establecer la equivalencia de am- 
bos conceptos. El lector que no esté interesado en la demostración de las 
propiedades puede terminar aquí el estudio de la integral de Riemann. 


9. La aplicación filtrante S, relativa a la ordenación > es una sub- 
aplicación de la aplicación filtrante Sy relativa a la ordenación >. En efec- 
to, ambas aplicaciones actúan sobre el mismo conjunto P, ; la diferencia 
está en que la primera actúa sobre ( P, , >) y la segunda sobre (P,, >) 
Sea (P, e) un elemento arbitrario de (£P,, > ). Para todo (P”, e”) de ( Pg, >) 
tal que (F, e) > (P,e) se verifica que d (P) >d(P), lo que implica que 
(P, e) > (P,e). 

10. Si la aplicación filtrante S, definida sobre ( Pp, >) converge, con- 
verge también hacia el mismo límite la aplicación filtrante definida sobre 


43 
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(Pı, >). En efecto, si I es el limite de S, definido sobre (Py, > ), se veri- 
fica que, dado un entorno arbitrario 6 (1), existe un (P, e) € (P, >) tal que, 
para todo (P”, e) > (P, e) se verifica que S, (F, e) € & (I). Sea (P”, e) un 
elemento de (P, , >) tal que (F, e”) > (P, e). En virtud de 9 se verifica que 
(2, e) > (P, €), luego S, (P”, €) EG (1), lo que prueba que I es el límite 
definido sobre (P, >). 

1. Si f(x) es integrable Darboux se verifica que Sp es convergente 
sobre (P,, >). Sea 1 la integral según Darboux y sea Ẹ (I) un entorno 
arbitrario de I. Existe una partición P€ PF tal que para todo P’ >P se 
verifica que sp (P)€ E (I) y S.PJ)EG (D. 

Sea e la longitud del menor intervalo de la descomposición P. Sea P’ 
una descomposición arbitraria tal que d (P) <e. En cada intervalo de P” no 
puede existir más de un punto de la descomposición de P. Sea e” una fun- 
ción de elección de P” definida del siguiente modo: si un punto +, de 
P pertenece a (xj v) se toma e (£j vi) = 1, ; en caso contrario, se 
toma un punto arbitrario de (vja v'i). Mediante la función e” se definen 
ahora dos funciones de elección, €, y €z de P del siguiente modo: 
€, (Xi, 41) igual a aquél e (jı wj) correspondiente a un intervalo 
(Yi) Y) que tenga puntos comunes con (Fi. 11) y para el cual sea 
J (e (4 ,.,, 1'/)) mínimo respecto de todos los (xj, 1”,) que tienen puntos. 
comunes con (vi 41); €, (41.1, 11) se define de modo análogo sustituyen- 
do la condición de mínimo por la de máximo. Resulta así que 


(8) Sp (P, e.) < Sp (P, 6) K Sp Pe). 


Ahora bien, en virtud de 5 es 


(4) sp P) <S, Pe S (PD) y 5 P S, (B e) < 5, (2. 


De (8), (8), sp (P)EG (I) y S, (P)E 6 (I) se deduce que S, (P”, e”) 
€ & (I). Si (P*,e*) > (P',e') será d(P*)<d(P)<:; luego, según lo 
visto anteriormente, habrá un (P*, e**) tal que sp (P) < Sp (P*, e**) < S, (P) 


y por tanto sy (P) < S, (P*, e*) < Sp (P), luego S, (P*, e*)€ 6 (D. 
Hemos obtenido el siguiente : 


TEOREMA FUNDAMENTAL.—La función 1(x) es integrable según Darboux 
<=> La función f(x) es integrable según Riemann respecto de la ordena- 
ción > de las barticiones del intervalo [a,b] <=> La función f(x) es in- 
tegrable según Riemann respecto de la ordenación < de las particiones del 
intervalo [a, b]. 
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4. Propiedades de la integral de Riemann. 


I. Sia<b<c son tres punios del campo de variabilidad de la varia- 
ble independiente x de la función f(x), acotada, en |a,c], y si f(x) es in- 
tegrable en dos de los segmentos [a,b], [b,c] y [a,c], es integrable en 
el tercero, y se verifica 


£ b £ 
6) Jime fimazs frias 


Supongamos que sea integrable en los dos primeros. Sean Pat, Py y Paf 
los conjuntos de todas las particiones de los segmentos [a,b], [b,c] y 
a, c]. Si representamos por P.* + P, el conjunto formado por las par- 
ticiones de [a,c] que se obtienen tomando una partición cualquiera del pri- 
mer sumando y una partición arbitraria del segundo, será PP + Pr C Pat. 
Ahora bien, como en virtud del teorema fundamental, la integral de Rie- 
mann depende únicamente del diámetro de las particiones, se puede susti- 


tuir P.’ por P,* + Py”; esto equivale a que en todas las particiones figu- 
re el punto b. Entonces, si PE Pèi+ Py”, será 


Sp (P, e) = S, (Pal, €) + Sp (Por, e). 


Sean I, e I, las integrales de f (+) en [a,b] y [b,c], respectivamente. Dado 
un entorno de radio -5- de I, y otro entorno de radio -F de 1,, se puede 
hallar un diámetro 3 tal que, para toda partición de diámetro inferior a 3, 
sea L= <S (Pae) <l, + qe IL, — q< Sa (Pas, e) < I, + > Su- 
mando, se obtiene I, + 1,—:<5, (P,e) <l + L +. 


Si existiesen las integrales en [a,.c] y [a, b] se obtendrian, de modo 
análogo, 


e E € E 
= 3 <I-85, (Pas, e) < -7> — 3 <5 Pa) h 3 
de donde, sumando 


-:¿<I—I, —S, (Po, Oe 


II. En la definición de la integral se ha supuesto que a < b. Si fuese 
a7>b y se procediese del mismo modo, se verificaria que todos los factores 
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Y —x,, serían negativos; luego procediendo del mismo modo que se ha 
hecho cuando a < b, se obtendría 


kd b 
(6) fiors- fia. 


Se conviene, en el caso en que el intervalo de integración sea cero, en 
poner 


(7) frenazo. 


Ill. Las generalizaciones de II permiten enunciar I de un modo un 
poco más general: si existen dos de las integrales siguientes, existe la ter- 
cera y se verifica 


c [4 € 
(8) Jrs fros+ frmes 


cualesquiera que sean los puntos a, b, c. 


IV. Todas las funciones continuas en [a,b] son integrables. 


DEMOSTRACIÓN. —Sea f(x) una función continua en [a,b] y por tanto 
acotada en [a,b]; luego existen las integrales superior e inferior de Dar- 
boux. Si P es una partición arbitraria de [a, b], se verifica 


è a 
(9) Ps S idek fiede S, P 


Por ser [a,b] un segmento cerrado, f(x) es uniformemente continua en él, 
luego si es un númerọ positivo arbitrario se puede hallar una partición 
P de diámetro inferior a: un número 3 tal que si | 1 — x” | <8 sea 

€ 


BEG — FENIS TZ 


Para esta partición será, suponiendo e < b, 


Sp (P) — sy (P) = > i—i (M, —m) < > (£i — Xi) zr = E, 


{=i i=l 
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lo que, en virtud de (9), significa que f (x) es integrable según Darboux, y 
esto, por el teorema fundamental, significa que f(r) es integrable según 
Riemann. 


V. Las funciones acotadás en [a,b] y con un número finito de discon- 
tinuidades en [a,b] son integrables.—En efecto, se pueden encerrar las dis- 
continuidades en un número finito de segmentos de longitud arbitrariamen- 
te pequeña. 


VI. Si se alteran los valores de una función en un número finito de 


puntos su integral de Riemann no varía.—Por la misma razón del caso an- 
terior. 


VIT. PRIMER TEOREMA DEL VALOR MEDIO.—Sean m y M el extremo infe- 
rior y el extremo superior de la función f(r) en el segmento [a,b]. Si P 
es cualquier partición de [a,b] y P, = {a = x, b=“,), se verifica 


(b— am = s, (P) < sp (P < S, (P) < S, (P) = (6—a)M, 
luego si f(x) es integrable en [a,b], se verifica 


b 
(b—a)m < [1m4:<06-9M, 


si 


b 
fra 
e= ba y 
será 
b 
(10) m<u<M y fimir=00; 


expresión que constituye el primer teorema del valor medio. En el caso en 
que f(x) sea continua, existe un punto E tal que a <Ẹ <b y [() = y, lo 
que permite escribir el teorema del valor medio para funciones continuas del 
siguiente modo: 


b 
(11) frios 0010, ax <t. 
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VIII. Si f(r) es continua en el segmento [a, b], lo es también en todo 


subsegmento [a, +], a< x< bh, luego existe la integral de f (+) para todo 
intervalo [a, x]. Se obtiene así una función 


a2) n= fioa 


definida para todo punto de [a, 5]. F (x) = f(v). En efecto, 


x+dz z 


froar- frøa 
, o F (7 + d x) —F (7) — y a a 
Pec in TEEGEE o n ig 
a x+dx xrdx 
froe+ fraas fra 
= Fi da = a, dx 
= lim LErtemtr lim J(-+0d=f(); oiL 
dz>0 di>0 


Se llama primitiva de una función f(x) (Def. 1, 1, $ 1) a toda función 
F (+) tal que F’ (rx) = f (x). Al conjunto de todas las primitivas de una fun- 
ción f (+) se le Hama (l. c.) integral indefinida de f(x) y se representa del 
siguiente modo: 


(13) fimsr=rm+e 


I.  CONSECUENCIAS.—S1 f (x) es continua en el segmento [a, b], f f(Ddt 


es una primitiva de f (x) en el segmento [a, b]. 


II. F(in=- f f(Ðdt es la primitiva de f(r) que posee la propiedad 
de ser F (a)'= 0. Por consiguiente, si G (+) es una primitiva cualquiera de 


f(r), será F (x)= G (x)—G (a), o bien 


as) f Ht) dt =G()—G(), 


siendo G (+) una primitiva cualquiera de la función continua f(r). 
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TII. Si existen las dos integrales del segundo miembro, se verifica que 


8 p $ 
(15) farir+ósin=o f ids+b fsdz, 


en donde a y b son constantes. Aun cuando este teorema es válido con la 
generalidad con que se ha enunciado, vamos a demostrarlo únicamente en 
el caso de ser f y g continuas en el segmento [«, 8]. En tal caso es conse- 
cuencia inmediata de 1 y 2 de 2, $ 1, y IL 

IV. Si existe una de las dos integrales siguientes, existe la otra y se 


verifica la igualdad siguiente, conocida con el nombre de fórmula de inte- 
gración par partes: 


å b 
(16) ftis+ fear=t@s wrw w 


DrEmostTRACCIÓN. La demostración la haremos únicamente en el caso de 
ser las funciones f y g de primera clase; esto es, con derivadas continuas 
en [a,b]. En este caso, fdg y gdf son diferenciales continuas y se puede 
aplicar I y IL. La relación (16) es entonces consecuencia inmediata de la 
fórmula que proporciona la diferencial de un producto 


dig=fdg + 8díf 


V. CAMBIO DE VARIABLE.—Sea f(r) una función continua en el seg- 
mento [a,b]; x= (t) una aplicación biunivoca del segmento [x,8] so- 
bre el segmento [a,b], siendo además p(t) de primera clase en [«, $]. La 
función E (£)'= Ho (£)) es entonces una función continua en el segmento 
la, 8], así como la función F (t) Y (Œ), producto de dos funciones continuas. 


Por consiguiente, existe la integral de F (t) y (t) en el segmento [u, 8]. Se 
verifica que 


b 8 
(17) | f Ha) dx = f Loge dE | 


fórmula del cambio de variable. 
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DEMOSTRACIÓN.-—Sea 


è p 
1= fiear y J= femme 


Sea e un número positivo arbitrario. Por ser g'(£) continua en [z«,ß], es 
uniformemente continua en él. Supondremos que máx f(x) en [a,b] sea 
un número positivo M y que 2<<f. Existe un número positivo 3 tal que 
para todos t y t” tales que 1 SË <t” <8 y M1—ti<8 sea 


€ 


¡e Me (5) < B jM 


Por ser e biunivoca y continua en un segmento del cuerpo de los números. 
reales es bicontinna; esto es, y? es también continua, luego existe un nú- 
mero positivo y tal que, para todo x” y +” € [a, b] tales que | Y — 4” |< wm, 
sea ] oi (r) —u9* (1)] <8. Sea P = [a=1<4,< ... <X, = b} una par- 
tición de [a, b] de diámetro inferior n, y e una función de elección arbitraria 
correspondiente a ella. Sea e(7,,4)=% y t= (s) n = 9 (E), 
¿=0,...,m. Por ser y biunivoca y continua, se verifica que tia < y <t: 
Por consiguiente, e” (t, t) =; es una función de elección de la partición 
P=(1=1t<t<...<t,= Bj. Sea Sp(P, e) la suma de Riemann corres- 
pondiente a la función f(x) y S¿(P”, e”) la suma de Riemann correspondien- 
te a la función F (£) y (t). Se verifica que 


| Sp (P. e) —S, (Pe) | = 


> (4, — F AE — Si (P e) | 


i=l 


D O e a) Flo D= S P, e) 


i=i 


= > EM), + — tt) > F D e O) Gi ta) 


i=l i=1 | 


S DRIE Gia +90 YD) 011) 


í=1 


E >, e x 
<a D F Am) < Em 2 Miine 


i=1 
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Dado un número positivo arbitrario s* se puede hallar un 3% tal que para 
toda partición P* del segmento |a, b] de diámetro inferior a 8* sea 


La ld e* 
|J — 5, (P e| < 
s Po » A PRAE e* 
Sea ò = min. (3,,5%), siendo 3, el 3 calculado al principio para e = => 
Sustituyendo en todo lo que precede 3 por 3 y llamando P y P a las parti- 


ciones correspondientes a las P y P’, respectivamente, resultaria 


% - Sel f TD sA $ 
ISDS Aaa 1-8, Pn. 


de donde 


[TS (P,8) | =|J—S, (7,8) +8, (P E) Sp O E) t, 


lo que prueba que el limite de las 5, correspondientes a la función f(x) es 
J, q.e. d. 


Ejercicios: 


b b 
1.072. Demostrar que: a) E x=b—a, b) fe dx = J (om+1 — art). c) 
n-+1 


4 a 


b b 
dx 1) a : 1 
[E =w + oXaXLb. d) faro rt tades abt q a b 


a 


1 
Des a+ 1 


b 
a, DUH (e, a+ > aat. + ay ar) e) J edx = eb— en, 
a 


1 
n+l 


1.073. Aplicando la fórmula de integración por partes, comprobar que 


fere = 2 (x — 1) e*. 


1.074. Aplicando el cambio de variable y = arc sen t, comprobar que 


T 


2 
sen cos ds > 
0 


1 
77: 
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, 


z 2 
1.075. Calcular las siguientes integrales definidas: a) f logrdx. b) f Ez 
1 1 


2 0,9 
tg 0,5 = 0,546, tg 1 = 1,557. In 10 = 2,30258, c) f -45 à f tada 
1 0,5 
1.076. Representar gráficamente el arco de curva y = arc tg 7 en el segmento [0,5; 0,9]; 
«observar que este arco es cóncavo respecto del semieje de las + positivas y que, por consi- 
guiente, si se llaman A y B los puntos del eje, x de abscisas 0,5 y 0,9, respectivamente, y € 
y D a los puntos de la curva y =arctgxw de abscisas 0,5 y 0,9, respectivamente, el tra- 


pecio A C D B tiene área inferior a la integral d) del ejercicio anterior. Calcular esta área 
y compararla con dicha integral. 


5. Integral de Riemann-Stieltjes. 


[La integral de Riemann tiene numerosas aplicaciones a problemas de la técnica; así, 
¿por ejemplo, el momento de una viga, uniformemente cargada, respecto de uno de sus extre- 
b b 
-mos (fig. 119) viene dado por fs. mf raz Si en lugar de estar uniformemente 
a a 
«cargada, la carga viene dada por la función de densidad y =p (x) (fig. 120), el momento 


Fig. 119. Fig. 120. 


b 


«sería / xp(a)dx. Si la función de densidad fuese integrable en el segmento [a, b], po- 
a 


x 


b 

niendo Q (x) = f p (7) dy se podría escribir la integral anterior en la forma f «do (a). 
a a 

La función y = d (+) se llama función de distribución de masas o de distribución de cargas.. 

„Ahora bien, esto admite otra interpretación, que permite una generalización del concepto 

de integral muy útil en estática y en cálculo de probabilidades, entre otras múltiples apli- 

caciones. Consideremos la recta y = v (fig. 121). Dado un segmento 


[x,, s] € [a b], 


la longitud de dicho segmento o medida ordinaria del segmento es 


n [Fp Fial S Fia T7 a T 


p 
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esto es, la función y = x se puede considerar como función de distribución de masas para 
la medidad de la longitud de un segmento. En el caso de una viga uniformemente cargada,. 
con una densidad de carga igual a m, la medida del segmento [x,, 7, ,,] sería 


= A = yt — ap 
E [r 7) =m ¡A +, 4d y +1 y p 


lo que prueba que la función y = m x (fig. 121) sería la función de distribución de masas 
para la medida de un segmento de una viga uniformemente cargada. En el caso de una viga 


Xi xit b 


Fig. 121. Fig. 122. 


con carga variable, pero continua, y función de densidad y = œ (+) (fig. 120), la función 
de distribución de masas sería y = Q (x) (fig. 122) y la medida del segmento ENEZ ab 
esto es, la carga que actúa sobre él sería j [x,, Zig] = (Gip) — Ë (+). De este modo, 
la fórmula que da el momento de una viga respecto de uno de sus puntos se puede repre- 
è 
sentar por una fórmula única, válida para todos estos casos: M = f xd q (x), siendo 
a 
d (x) la función de distribución de cargas. Pero la ventaja aparece cuando la distribución 
de cargas no es continua. Supongamos (fig. 123) una viga uniformemente cargada ,en la 
que actúan dos fuerzas aisladas $, Y P, a las distan- 
cias q y 8, respectivamente, de a. La función de 
distribución de cargas correspondiente a este caso 
sería la representada en la figura 123, esto es, la fun- 
ción y = Q (4), cuya gráfica está formada por los 
segmentos aP,,P”, P,,P”,6. La medida de un seg- 
mento respecto de la función de distribución $ o, lo 
que es lo mismo, la carga que actúa sobre él co- 
rrespondiente a la distribución de cargas indicada en 
la figura 123, será u [r,+,,1=9(*,,)-0 Er). 
Ahora bien, el momento correspondiente a esta dis- 
tribución de cargas no puede representarse mediante 
una integral de Riemann. lo que supone una compli- 
cación en el estudio de problemas estáticos en los f Ep AN 
que la ċarga no es continua. Una situación comple- 
tamente análoga se presenta en cálculo de probabili- Fig. 123. 
dades cuando la función de distribución de proba- 
bilidad no es continua. De aqui nace a conveniencia de generalizar el concepto de integral 
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de Riemann con objeto de obtener una fórmula única que sirva tanto para cargas continuas 
como discontinuas. Esto se consigue mediante la integral de Riemann-Stieltjes, que vamos- 
a estudiar en este número.] 


Analizando el concepto de integral estudiado en el número 3, se pue- 
de extraer la siguiente síntesis del mismo: Para definir la integral se 
requieren las siguientes cosas: 1) Un conjunto de puntos C. 2) Un conjun- 
to filtrante (P, >) definido sobre el conjunto de todas las particiones de C. 
3). Una aplicación del conjunto filtrante (P, >) en el cuerpo de los núme- 
ros reales, definida por las funciones S. Cualquiera de estas tres compo- 
nentes de una integral puede modificarse respecto del signifcado que tenía 
en el número 3. En 3, C era un segmento de una recta; puede susti- 
tuirse este segmento por conjuntos de puntos de la recta más generales. 
En cuanto a 2) pueden definirse ordenaciones distintas en P. Finalmente, 
respecto de 3) se puede variar de muchas formas la definición de las fun- 
ciones S. De momento vamos a dejar invariantes 1) y 2) y vamos a modi- 


ficar la definición de las funciones (P, >) 5R. Observando las defini- 
ciones de las funciones S de Darboux y de Riemann, se observa que en 
ellas interviene un número obtenido a partir de la función f(x) que se de- 
sea integrar y otro que es la longitud del segmento [in 4,], 1=1,...,2. 
Ahora bien, la longitud de un segmento no es sino una medida del mismo y 
esta medida puede efectuarse de muchas formas distintas. Vamos, por tan- 
to, a generalizar la idea de medida de un segmento, lo que nos proporcio- 
nará, procediendo del mismo modo que se ha hecho con las integrales de 
Riemann y de Darboux, un nuevo concepto de integral. Por consiguiente, 
para definir una integral debemos de precisar el significado del conjunto C; 
del conjunto filtrante (P, >), lo que se reduce a definir la relación de or- 
denación > entre: las particiones de C y el modo de obtenér estas particio- 
nes; y, finalmente, la forma de definir la aplicación S de (P, >) en R. 
Esto nos lleva a precisar, mediante la siguiente notación, una integral 3: 


3 =3(C; P >; S,R). 


Recordando (17, 3, $ 1, cap. II) las propiedades caracteristicas de la 
medida de tina magnitud, vamos a extenderlas al caso en que no se trate 
de una magnitud (recuérdese que magnitud es lo mismo que semigrupo 
aditivo) propiamente tal, sino de las partes de un segmento de la recta real 
formadas por un número finito o infinito numerable de segmentos tales 
que dos cualesquiera de ellos no tengan ningún punto común. 


APLICACIONES DE FARTES DE UN CONJUNTO EN R*.—Sea C un conjunto, 
P un cierto subconjunto del conjunto formado por las partes de C, tal que 
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sobre todos los elementos de P se ha definido una aplicación p que verifica 
las siguientes propiedades: 


1) P 5 R+, siendo R* el semigrupo de los números reales no negativos, 
2) PUS U= ale) ta) t aNs, ij 
s Us, UEP; s EP; i = 1, 2,... 


A aplicaciones de este tipo se les llama aplicaciones definidas en un conjun- 
ło. A toda aplicación definida en un conjunto C de partes de un espacio eu- 
clídeo E, que puede ser en particular la recta, 
se le puede hacer corresponder una aplicación 
de este espacio en R*+ del siguiente modo: si 
x, y x son dos vectores de E, se dice que 
x, <x cuando todas las coordenadas de x, 
son menores o iguales a sus correspondientes de 
-x. Las partes de E que se consideran están 
formadas por los paralelepipedos definidos por 
todos los vectores y tales que (x, <y <x). 
Según la definición anterior, a cada uno de estos paralelepipedos le correspon- 
dde un número no negativo: p (x, < y < x). Si se supone fijo x, el número 
y (x, < y < x) depende únicamented el vector x, con lo que se obtiene una 
aplicación # de E en R: 


| 


Fig. 124. 


D(X) =u LI <X) Xx <X 
dp (x,) =0 
p(x) =—u aLI KX) >E 


En el caso particular de ser E de dimensión uno, la función permite 
definir fácilmente a su vez la función y. En efecto, si dim (E) = 1: 
D) = ul LI KF E (1, Ly KT) U GE <y S Y) 
=p (LIKE) uE I) 
de donde 
(1) p(r, <y <*,) = 0 (4,) —0 (4,). 


Como y es una función no negativa, resulta que la función ® es una fun- 
ción monótona no decreciente: 


s [Kt => D (7, < 0 (7,)- 


La función 9 (+) asi obtenida tiene las tres propiedades caracteristicas 
siguientes: 


686 $ 2. INTEGRAL DE RIEMANN [Capítulo IX} 


1) 9(x) es continua por la derecha. 2) p(y = x) = s > <=> 9 (x) po- 
see un salto en el punto x de amplitud igual a s. 3) p (y = x) = 0 <=> 0 (x) 
es continua en x. En efecto, sea Ax >0, 


D5+0)= lim DETFAD= lim a(r <I KEHA) =p (7, <9 <2) 
z>0 


0 2230 

+ lim ¿E<ySIFAL)=0() +A r<y<%)= (7) plo = 9 (2). 

ES | 
(7—0) = lim PEA = lim D(A2)= lim <I KEAT 

azzo a50 aroo 

= im lr <y <= 4444 A] 

Bx>9 
ALIS lim AZAR) <<) HI 2) 

Az >0 

=0(1)—a (y =14). 


Reciprocamente, dada una función no decreciente 9 (x) y acotada en su 


campo de definición C, se puede definir una función y de las partes de C 
del siguiente modo: 


(2 pr, y SE 1) = 0 (1) —0 (7,). 


Las funciones de conjunto p, o sus equivalentes d (+) llamadas funcio- 
nes de distribución, son fundamentales en el cálculo de probabilidades. La 
expresión (2) se puede escribir en la forma 


(3) pE LY 1) = F (8), 


sin más que poner F (x)= d.(x) —0 (r,). Por consiguiente, la función g. 
de medida definida sobre un conjunto de puntos de una recta equivale a la 
función monótona no decreciente F (+). No hay inconveniente en generali-- 
zar la medida admitiendo medidas negativas de conjunto. Esto equivalé a 


admitir que F (+) no sea monótona. Entonces podemos proceder del siguien- 
te modo: 


DerinicióN 1.—Dadas dos funciones f(x) y F(x), definidas en el seg- 
mento fa, b] de la recta euclidea y definido en [a,b] el conjunto filtrante 
formado por todas sus particiones P, con la relación de ordenación > (3); 
se define una aplicación de (P. >) en el cuerpo real del siguiente modo: 
sea e una función de elección de PE P; se llama suma de Riemann-Stielt 
jes, y se representa por Sp.sa la siguiente aplicación: 


(4) Sp, (P,e) = > fe mr) [E E F (2,_)1. 


í=1 
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Si la aplicación Sp.s de (P, >) en R es convergente, su limite es único 
y a este límite se le liama integral de Riemann-Stieltjes de la función f(x} 
respecto de la función de distribución F (x), extendida de a a b, y se re- 
presenta por 


b 
(5) f TOTILO 


EJERCICIOS: 


1.077. Sea y = 9 (%) la función de distribución representada en la figura 123. Calcular 


b 


fresco. 


4 
[Sea P una partición de la forma 
P= 40 SE IA Li A La Li LA LIBZA, LA, SR dp 
Pongamos € (4, ,,%) = E, Será: 


Sp-s (P) = Y E 10, 6) 0,91 +4, 10,9 0+ Y ¿lote 


=1 I=¿+2 


=D ED] + Ej 10 (2) 2614 DY 106) —0,)1= Em (0,2, 


l=j+3 I=1 


j 
+ Ena ($ EME y m a) + > £, lA, + mx, — (e, + MX) 


i=i+3 


+E lp +p tma n tme D ei tp tme (p pma) 
i=j+? 


= D E M2 A) + Ei Ba + Ejn Pa 
i=l 


Cuando el diámetro de la partición tiende a cero estas sumas tienden a. 


b 
f+mar+ar, +82, 


a 


que es el momento respecto de a de la carga de ja figura 128.]. 
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1.078. Demostrar que si y = Q (+) es una función con derivada continua, y F (1) = 9 (x) 
para 0<%< a 3 F(A)=0(1)+0), para a, << 25 5 Fa) = bat + +2, 
para a, << b, se verifica que 


b b 
JEDRO IAEE dE, a to + ban 
a a 


10,5 
1.079. Calcular f d F (1), siendo F (v) = parte entera de x 


1.080 Dadas las fuerzas paralelas y coplanarias F, = å, 
situadas a las distancias (de cada una con la siguiente) 
1, 2, 3, 4, 5, respectivamente, calcular la resultante del 
sistema. 


1.081. Un triángulo material y homogéneo, de den- 
sidad 1 cuyos vértices son pesados, siendo sus pesos los 
indicados en la figura 125, está colocado en la posición 
que se indica en la misma. Calcular la abscisa del centro 
Fig. 125. de gravedad. 


6. Propiedades de la integral de Riemann-Stieltjes.—Las propieda- 
des lineales respecto de la función integrando y la aditiva respecto del inter- 
valo de integración son válidas también para la integral de Riemann-Stielt- 
jes y sus demostraciones no difieren esencialmente de las vistas para la in- 
tegral de Riemann. 


I. Si existen dos de las siguientes integrales existe también la tercera y 
se verifica la relación 


b c b 
(6) JEDE fI = fia 
a d a 


Se conviene en poner fiw dF(r)=0 


a ó 
mn JEDE firmar. 
5 a 
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III. Six y $ son constantes: 


(6) furzonar=af1ar+o fear 


IV, Si f es integrable respecto de las dos funciones de distribución F 
y 9, y sia y $ son constantes, se verifica : 


5 è 5 
(9) friosiro+s =a fimairæ te free. 


V. CAMBIO DE VARIABLE.—De modo totalmente análogo al empleado en 
la integral de Riemann, se demuestra: si z =p (t) es una aplicación biuní- 
voca y continua (por tanto bicontinua) del segmento [x,f] sobre el seg- 
mento [a,b], se verifica que 


ó B 
(10) f IdF (2) = J Í Co (0) d F (p (9). 


VI. INTEGRACIÓN POR PARTES.—Si existe una de las integrales siguientes, 
se verifica: 


5 b 
(11) fimara + fm = f (b) F (b) — f (a) F (a). 


a 


DemostTrAcIÓN.—Supongamos que exista la primera integral. A las su- 
mas de Riemann-Stieltjes correspondientes a la función de distribución F las 
representaremos por S, y a las correspondientes a la función de distribución 
f por Y. Sa e un número positivo arbitrario. De la hipótesis de trabajo 
se deduce que, dada una partición P, de [a,b], se puede hallar otra P, tal 
que para toda partición (P, e) > (P,, €) se verifique que 


è 
So 5 (P. o fimo 


a 


ZE 


44 
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Como P, es una partición arbitraria, consideremos la suma. S’ correspon- 
diente a la partición P >P,: 


Sps (Pr 0) = D F te lap, 1D) D — HH, 


i=l 


(12) s ” 
=D Fl DI) Ple lr, DH) 


i=l i=1 


Se comprueba, sin más que simplificar, que 


(13) FOF =I (9) = D HE)FE)— LF) 


i=l i=l 


De (12) y (13) se obtiene 


f (b) F (b) — f (a) F (a) — Sp -s P e) = Dte [E (7) — F (e izp DI 
i=l 


14)» ` 
+ DY ie Ele epnd —F a)l 


1 i=1 


Sea P, la partición de [a,b] cuyos puntos de división están formados 
por todos los puntos de la partición P más todos los puntos e [ziu 44], 
i=1,...,m. Llamando e, a la función de elección €, [Zii € [tin 111] 
= fys i=], on y € [€ [tin mi], 11] = 4,, (14) se puede escribir en la 
forma 


(15)  7(b)F(b)— f(a) E (a) — Sis (P.e) = > He, [%,_,,4,D) [F (4) — F (ra 


i=l 


De aqui resulta que 


5 
FOFO ORO Sios Pe) f FEAF | 
(16) j 


<e. 


m > 
DN rl, 5 20) IF) FE f IDFA 


i=j 


6. PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES 691 


puesto que P, > P >P,. Por verificarse (16) para toda partición P > P, 
siendo P, > P, y P, una partición arbitraria, se verifica que 


b b 
IOF OHF E SE fiae =o, 


a 


q» e. d. 


FUNCIONES DE DISTRIBUCIÓN MONÓTONAS NO DECRECIENTES.—El caso par- 
ticular más sencillo y más importante es aquel en que la función de distri- 
bución es monótona no decreciente. En este caso se puede proceder con la 
integral de Riemann-Stieltjes de un modo totalmente paralelo al empleado 
para la integral de Riemann. Se comienza por definir las sumas de Darboux 
correspondientes a una partición, que ahora llamaremos sumas de Dar- 
boux-Stieltjes y representaremos por sp.s Y Sp-=s. Llamaremos M, al 
extremo superior de f (+) cuando v varia en el segmento [£in 4i]; y Mi 
al extremo inferior de f (r) en dicho segmento. Dada la partición 


P=fa=1,<X4,<..<x,=b) 


se definen 


MD sy PS D m FESE E] y Spas @ = DM F (e) — F (pl 


i=l i=l 


. Exactamente igual que para las sumas de Darboux se demuestra: 


VII. Si la función de distribución es monótona no decreciente y si 
P >P, se verifica: 


59.5 P) < p-s (P) < 55.5 (P) < Sps (P) 


Si F(x) es una función monótona no decreciente, al extremo superior 
de las sp.s (P) se le llama integral inferior de Darboux-Stieltjes, y al ex- 


tremo inferior de las Sp.s (P) se le llama integral superior de Darboux- 
Stieltjes, y se representa del siguiente modo: 


ó 
fi d F (+) = ext. sup. (5, . (P)), 


(18) 


NN 
| fro d F (x) = ext. inf. {S .; (P)). 
boa 
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Como para la integral de Riemann, se demuestra: 


VIII. Si la función de distribución F(x) es monótona no decreciente 
se verifica que la condición necesaria y suficiente para que exista la integral 
de Riemamn-Stieltjes es que la integral inferior de Darboux-Stieltjes sea 
igual a la integral superior; entonces se verifica que 


b 5 TA 
19) froiro= f1marm- firmara, 


EJERCICIOS: 


1.082. F (+) es la función de distribución de pro- 
babilidad correspondiente al juego con un dado 


G (i) = 7) Calentar el valor medio y la variancia. 


1.083. Calcular el momento de inercia del disco de 
la figura 126, respecto del eje y, suponiendo que su 
densidad es 2,4 y que en los puntos A y B actúan unos 
Fig. 126 pesos de diez kilogramos. 


$ 3. CONVERGENCIA DE INTEGRALES. INTEGRACION 
DE SERIES FUNCIONALES 


1. Convergencia de integrales con un límite de integración infinito. 


DerinicióN 1.—Sea f(v) una función definida para todo + > a, lo que 
se acostumbra a expresar diciendo que f(x) está definida en la semirrerta 
rrecta [a, 00); supongamos que f(r) sea integrable en todo segmento 
[a, tl, a<t. Sea 


ed F (1) = faz, 


si 


lim F(A=L<0w 


t>o 


se dice que la integral (1) es convergente cuando t tiende tiende a +00 y 
se escribe: 
t 


(2) lim fmdr=L= fiada, 
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Análogamente se define 


a 


(3) lim faasis [tud 


Estas integrales con un límite de integración infinito son llamadas tam- 
bién integrales impropias. 

Si la función f(r) está definida en todo el cuerpo real y si es integrable 
en todo segmento del mismo, se define 


+o Y 
(4) SS lim fras, 
— 00 ITER z 


en donde el límite es el de una función de dos variables independientes (y, 2). 


Las series numéricas aparecen como un caso particular de integrales con 
el límite superior de integración igual a + æ. En efecto, consideremos la 
función u (x) = 4, para n—1<vY< nm (figura 127). Se verifica que 


(5) frndra tu, tom 
0 
de donde 
(6) f ()dx = lim (u, +..+4,); 
n> 0 Fig. 127. 


0 


por consiguiente, cuanto se diga de las integrales con el limite superior de 
integración igual a +00 es válido, en particular, para las series numéricas. 


TeEorEMA 1.—S1 la integral 
7 f jæds=L 
es convergente, lo es también la serie de término general 


atn 
(8) u= f fdz. 


atn—i 
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DemostTracióN.—En efecto, de la hipótesis se deduce que, dado un nú- 
mero positivo arbitrario e, se puede hallar otro número real M tal que para 
todo œM se verifique 


[i 


¿ 
1 fred Xi. 


Si N es un número natural tal que a + N >M, para todo 1 > N será 


atn 


|L- fras] =|L- t. H 


a 


Ze. 


El teorema reciproco no es siempre cierto, porque, como es sabido, para 
la convergencia de una función no basta con la convergencia de una suce- 
ción de valores de la misma. 

t 
CRITERIOS DE CONVERGENCIA, —I. Sì existe f f(x)dx para todo t>a 


a 


y si Í (x) > 0 para todo x œa, la condición necesaria y suficiente para que 


E) 
f f (x) d x sea convergente es que exista un número M tal que, para todo t, 
a 


t 
se verifique f f(x)dx <M. En efecto, si '>t se verifica que 


fios- frmer- franz, 


t 
lo que prueba que la función F (t) = f 4) dr es una función no decre- 


ciente y como, por hipótesis, está acotada superiormente, es convergente, 
siendo 


t 


lim f (r) d x = ext. sup. (fros): 


a 


La condición necesaria es trivial. 
t 


II. Si existe f f(x) d F (x) para todo t>a, si f(x) >0 y si F(x) es 


a 
monótona no decreciente, la condición necesaria y suficiente para que 
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Í f (x)d F (x) sea convergente es que exista un número real M tal que, para 


1 


todo t, sea f f (x) d F (x) < M. La demostración es totalmente análoga a 


a 


la anterior, correspondiente a la integral de Riemann., 
t 


HI. Si existe | [(x)dx para todo t>a y si para todo x>a es 


a 


o Kf (x) <g (x) y si la integral f g(x)dx es convergente, también lo es 


f f(x)dx. En efecto, para todo £ se verifica 


E24 


fieis famis fomes 


y basta aplicar el criterio I. 
t 


IV. Si existe f f (x)d F (x) dara todo t>>a, si para todo x>a es 


o < f(x) < g(x) y si para todo x>»a es F(x) no decreciente, la conver- 


gencia de f g (x) d F (x) implica la de f f (x) d F (x). Es consecuencia de II. 


a 


V. Si f(x) > 0y g(x) > 0 para todo x>a y si lim zm =1+0, las 


o Ls] 
integrales f f(x)dx yf g(x)dx son convergentes o divergentes al mis- 


t 
mo tiempo; siempre, naturalmente, que existan f f(x)dx e Í g(x)dx 


para todo t>a. En efecto, dado un e positivo “arbitrario, suficientemente 
pequeño para que l—e > 0, existe un M tal que para todo `œ M sea 


<< le oben (OE <A < (+o g M), 


T IDLEK gi 


y basta aplicar el criterio III. 
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Si 1= 0, la convergencia de f g(x)dx implica la de f f(x)dx, pero 
ò o 
la reciproca no es cierta. El criterio V es válido para la integral de Riemann- 


Stieltjes respecto de una función de distribución no decreciente. 


Lema 1.— Si son convergentes las integrales 
œ 


o o 
fines e J g)da, 


lo es también la siguiente integral del primer miembro y se verifica 
(9) furo+rrsumtas=a f rmsr+e femas, 


siendo a y B números reales arbitrarios. Esto es consecuencia de la lineali- 
dad de la operación del paso al limite de funciones y de la relación 


t 1 y 
furo+ssitas- a fiare femaz 


o 
Lema 2, —FÓRMULA DE INTEGRACIÓN POR PARTES.—$i las integrales f fdg 


yfeat son convergentes se verifica que 


a 


fise+ fear- im Ug 1—4 0 g (0). 
1— +o 


Esta propiedad es consecuencia de la fórmula de integración por partes y 
de la aditividad del paso al limite. 


e 
V. Si existe fi (x)dx para todo t>a, la convergencia de 


firmraz 


a 
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o 


implica la de f f(x)4x. Esto es consecuencia de 


a 


1314 =>0<|fM/|-—1()<21f(0))1 


del criterio 111 y del lema 1. 


t 
DEFINICIÓN 2.—Si existe f f(x)dx para todo t>a y si la integral 


o os 


f | f (r) | d x es convergente, se dice que la integral f f(x)dx es absolu- 


a 


tamente convergente. 


a 


Todos los criterios anteriores sirven para demostrar la convergencia ab- 
soluta de una integral. Para la convergencia no absoluta existen los siguien- 
tes, análogos a los de Cauchy y Dirichlet para las series. 


t 
VIT. CRITERIO DE CAUCHY.—$i existe f f(x)dx para todo t>a, la 


o 
condición necesaria y suficiente para que f f(x) dx sea convergente es que, 


” 


dado un número positivo arbitrario e, exista un número real M tal que, para 
todo par de números y, z vules que M < y < z, se verifique que 


ao) | fra <e. 


Este criterio es el mismo que el criterio de Cauchy para la convergencia 


t 
de la función F (t) = finas cuando t>00 (def. 1, 2, $ 4, cap. V). 


VIII. CRITERIO DE DiricHLeET.—Si f(x) es una función monótona no- 
creciente en la semirrecta [a, œ) y se verifica que: a) lim f(x) =0; 


x—>wo 
t 


b) F(x) está acotada para x>a; c) existe fi dF (x)para todo t>a; 


a 
[o] 


entonces la integral f f (x)d F (x) es convergente. 


a 
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EJERCICIOS : 
o 
1.084. Comprobar que f e-%% d y es absolutamente convergente cuando a `> 0, y diver- 


0 
gente cuando a < 0. 


o 
1.085. Comprobar la convergencia de. a) J HR . b) E n>1, al. 


1.086. Comprobar que 


shtetit) fra 
i 


siendo (4) =n para n&r n+ —; n=1,2,..., y f(r) =0 en los restantes pun- 


1 
ES 
tos de la recta real. 

1.087. Averiguar si es convergente la integral 


|senxw| 
fes ajo de 


1.088. Deducir el criterio de convergencia: I n-” es convergente para v >1, y di. 
vergente para v<l. 


1.089. Averiguar la convergencia de las siguientes integrales: 
“o o 
sen? y sen? y 
a) f -r ax; b) f ——— d 
x x 
1 1 


œ 


fe sen-L dx. 
x 


1 


2. Convergencia de integrales con integrando no acotado.—En to- 
das las definiciones de integral estudiadas en el § 1 del presente ca- 
pítulo se supone que la función integrando está acotada. Vamos a genera- 
lizar ahora la definición al caso en que no se cumpla esta condición. 


DerFINICIÓN 1.—Sea f (+) una función definida en el semi-intervalo (a, b]; 
esto es, para todo y tal que a< x <b. Supongamos que exista f F)dz 
t 


para todo ż¿ tal que a< t< b. Se define: 


Ld b 
an fimas- lim fines. 


toa 


a+0 tpa 
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Si existe el límite (11) se dice que la integral del primer miembro es con- 
b 
vergente. Si la integral f |f (a) | dx es convergente, se dice que la integral 
a+0 
b 


f f(x)dx es absolutamente convergente. 
a+0 


Las demostraciones de los siguientes criterios de convergencia son com- 


pletamente análogas a las vistas en el número anterior, por lo que prescin- 
diremos de ellas. 


b 
CRITERIOS DE CONVERGENCIA. —I. Si existe f f(x)dx para todo a<t 


t 
<b y sif(x)>0 para todo a<x<b, la condición necesaria y suficiente 
b 


para que f f(x)dx sea convergente es que exista un número M tal que 
a+0 


b 
'fi@dx<m para todo t€ (a, b]. 


b 
IlL. Si existe finas para todo t€(a,b] y si para todo x€ (a, b] se 


b 
verifica que o $ f(x) < g (x), entonces la convergencia de femax ün- 


a+0 


b 
plica la de f f(x)dx. 


a+0 


UI. Sif(x)>0 y g(x)>0 para todo x€(a,b] y si lim 22 i$o, 
e. 


b b 
las integrales f f(x)dx e L g(x)dx son convergentes o divergentes al 


aro a+0 


b b 
mismo tiempo, siempre que existan f f(x)dx e f g(x)dx para todo 


t è 


å b 
tE(a,b]. Si 1=0, la convergencia de f g(x)dx implica la de f f(x)dx. 
neh 


a+0 
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Lema 1.--Si son convergentes las integrales 


5 b 
frios e fenas, 


a+0 a+0 


lo es también la siguiente integral del primer miembro y se verifica: 


è b b 
an furnrremidr=. fros+e fems 


aro a+o0 a+0 


siendo a y B números reales arbitrarios. 


b 
Lema 2.—Fórmula de integración por partes. Si las integrales f fdg e 


a+0 
b 


f g df son convergentes, se verifica que 


a+0 
5 5 
(12) fise+ feci=100=10+0)8(0+0) 
a+0 a+0 


5 


IV. Si eriste f f(x)dx para todo t€(a,b], la convergencia de 


t 
1 t 


f | f (x)| dx implica la de Í f(x)dx. Esta propiedad justifica la denomi- 
a+0 a+0 
nación de convergencia absoluta. 


5 
V. CRITERIO DE CAUCHY.—Ji existe fina para todo x€(a,b], la 
t 


5 


condición necesaria y suficiente para que J f (x) d x sea convergente es que, 
a+0 


dado un número positivo arbitrario e, se pueda hallar otro è tal que, para 
todo par y,z tales que a<y<z<a+3, se verifique que 


NS | <e 
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Todos estos criterios son también válidos para integrales de Riemann- 
Stieltjes cuando la función de distribución es monótona no decreciente. 


DEFINICIÓN 2.—-Se define 
e 5 Ca] 
(13) fi (dx = fi (dx + f Tiijdx, para cualquier b tal que a < b < œo 
u+0 uto 5 


El segundo miembro, si existe, no depende de b, puesto que si, por ejem- 
plo, b< c, sería: 


eesi o pases fromas | 
è b è € 


eN o O e 


y este último límite existe siempre que exista el del primer miembro. 


Si las dos integrales del segundo miembro de (13) son convergentes, se 
dice que la integral del primer miembro es convergente. 


Análogamente se definen las siguientes integrales : 


ó—0 c 5-0 
014) fimis=froir+ finas asco 
a+b a+0 c 
15) fimar= fra f twas 
EJERCICIOS : 


1.091. Averiguar la convergencia de 


[eo 
e7 
f dx. 
ya 


0+0 


1.092. Demostrar que para v `>>0 es convergente la siguiente integral: 


ræ&)= f t-i e-tdt, 
0 
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1.093. Integrando por partes en el segundo miembro de la igualdad del ejercicio ante- 
rior, demostrar que 


re) = EDT EL. 
1.094. Empleando los resultados de los dos ejercicios anteriores, probar que 


T(r) = (7—1)! cuando x es natural. 


+% 


1.095. Demostrar que f shxrdx no es convergente y que, sin embargo, 


— 0 


Cuando existe el limite de f f(x)dx, cuando t>00, a su valor se le 
7 


t 
lama valor principal de la integral f f(x)dx; sin embargo, como se ve em 
—i 


el ejercicio anterior, la existencia del valor principal no implica la conver- 


+o 
gencia de la integral f 0 dx. 


Ejercicio: 


1.096. Calcular las siguientes integrales: 


00 e » 


2 4 
a) f nz de, b) ps de, o J= de, d) pez de 


x 
0 0 0 


3. Integrales dependientes de un parámetro. 
DerIsicióN 1.—Sea f(x, y) una función continua de dos variables inde- 


pendientes en el intervalo cerrado I = {a x <b; c <y <d} (*). Si exis- 
te la integral 


b 
(16) F= fiear 


a 


(*) Para la definición de función continua de dos variables, véase (3, $ 4, capítulo V). 
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para todo y del segmento [c, d], se dice que la integral (16) depende del pa- 
rámetro y, variable en [c, d]. 


PROPIEDADES.—I. Si f(x, y) es continua en el rectángulo I, y si (16) 
existe para todo y del segmento [c,d], la función F (y) es continua en 
[c,d]. En efecto, si 6 (F (y)) es un entorno arbitrario de F (y), c <y <d, 
por ser f(x, y) continua en I es uniformemente continua, luego si e es el 
radio de un entorno circular contenido totalmente en 6 (F (y)), se puede 
hallar un ô tal que para todo par de puntos (+, y), (+”, y”) de I tales que su 


distancia sea inferior a 5, se verifique que ¡f(x%, y) —f(4,y9)|< 


b—u ` 


Si |¡y—y]<8, será. 


b b 
IFG—F0)|= |f ære Dar < fireste d 


(17) f 


€ 


IIL. Si E es continua en el rectángulo I, existe la derivada de 


F (y) en todo el segmento [c,d], es continua en él y viene dada por 


b 
(18) F (y) = J AA dx. 


a 


En etecto, de (16) se deduce 


19 Fø- FO _ ale Y y e) e ferea Leno DE a 
» YY y —y dy ? 


ahora bien, por existir aen 


, dado un número positivo arbitrario s, se 
puede hallar un 5 tal que para todo | y —yj| <8 sea el integrando del últi- 


mo miembro de (19) inferior a = , con lo que el primero resulta inferior 


a s. La continuidad de F’ (y) es consecuencia de la continuidad de f, (x, y) 
en I. 


La definición 1 y las dos propiedades anteriores son válidas también 


para la integral de Riemann-Stieltjes cuando la función de distribución es 
monótona. 
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DerINIciÓN 2.—Si existe la integral de f(x) dv en todo segmento con- 
tenido en [a,b], y si ¿(y) y Y (y) son aplicaciones del segmento [c,d] en 


(y) 
La, b], existe J f(x)dx para todo y€ [c,d] y se obtiene la función de y. 
Ps) 
167) 
20) Fos f eda, 
giy) 


que es también una integral dependiente del parámetro y. 


DEFINICIÓN 3.—Se pueden combinar los dos tipos de integrales depen- 


dientes de un parámetro (16) y (20) y se obtiene el tipo más general si- 
guiente: 


+0) 
(21) F (y) = fre y)dx. 


e(r) 


PROPIEDADES.—I. Si f(x,y) es continua en el rectángulo I, y si q (y) 


y Y (y) lo son en el segmento [c,d], la función (21) es continua en [c,d]. 
En efecto: 


Ply+ay) 4») 
[FO +dy)=FG)|= frer+inas— frenar 
ply +dy) py) 
ey) dy +dy) by) 
te, y+andz+ [fu y+anaz+f Uy +¿y—191dz| 
p(y +dy) 107) e(r) 
(22) oly) +iáp(y) p(y) + Ay (y) 


te, rante] fre repare fiestan renas 
piy) 
TA ¡AFINA y +da) 
Pl») 
+] lfy+24N—f(,y]dx. 
(y) 


Ahora bien, dado un número positivo arbitrario e, existen los números po- 
sitivos 3,, 3, y 53, tales que: 1) para |dy|-<58, sea 


11490 1=190+49—90)1< > 
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siendo M un número tal que |f(r,y)| <M para todo (x, y)€I. (El nú- 
mero M existe por ser f(x,y) continua en 1.) 2) Para |dy|-<8, sea 


3) Para |[dy|<3, sea 
Ey te= ED 
Si & = mín. {8,, 3,, 3,) se verifica que para todo |dy|<& es, en virtud 
de (22), 
¡FG+¿y—FO0|<es. 


IL. Si existen las derivadas y (y), Y (y) y WED en [c,d] e 1, res- 


pectivamente, existe también la derivada de F (y) (21) y se verifica que 


yu 
E) Po (PEEL artiwi O) O) 


py) 


En efecto, F (y) es una función de y por intermedio de las funciones ẹ (y) 
y Y (y), luego aplicando la fórmula de derivación de las funciones compues- 
tas se obtiene 


20 
F , + HE + —_ — 
0) = 9 (2010). = 57 2 yy) 5 Luo ETE 
Ahófá bien, 
$ 
f táz— f taz f jda 
20 1 pri P li p+åp 
— = —— T im 
q áp >0 Ae ap 0 Ao 
. 8 , 
=— tim ARICA y) 
áp>o0 Ag 
Análogamente se obtiene Sr = f(v(w). y) y —; en virtud del 11 (def. 1), 
es igual a 


q fago Ii gx 


45 
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La fórmula (23) se conoce con el nombre de fórmula de derivación bajo el 
signo f . 


INTEGRACIÓN BAJO EL SIGNO INTEGRAL.—$i f(x, y) es continua en el rec- 
tángulo I=fa<x<b;c<y <d), se verifica que 


(24) Sifren- f[f 100.0 


DemosTRACIÓN. —Sustituyendo la constante d por una variable ¿ en el 
segmento [c,d], vamos a demostrar que la función 


(5) ro- /[/10047].. 


es igual a la función 


(25) G()= f | f je 4]05, 


en todos los puntos del segmento [c, d], con lo que, en particular, se habrá 
probado (24). Desde luego, F (c) = G (c) = 0, por lo que basta probar que 
F (t) y G (t) poseen la misma derivada. Ahora bien: 


b t b 
F (1) = NG fieis] ir- frena 


a 


b 
CH= fiean, 
° q. e. d. 


CONVERGENCIA DE UNA INTEGRAL SIMPLE DE UNA FUNCIÓN DE DOS VARIABLES. 


TEOREMA.—Si f(x, y) es uniformemente convergente respecto de la va- 
riable y, y existe la integral del primer miembro para todo y de [c,d], se 
verifica que 


A 


Š 
(27) lim fiend ftim HryNldxr, cid. 
v>t y>it 
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DemMOosTRACIÓN.-—Sea E (1) = limf (x, y). Por ser f uniformemente con- 


y>t 
vergente respecto de y, dado un número positivo arbitrario e, se puede ha- 
lar otro & (e) tal que, para todo y tal que | y—t]|<3, se verifique que 


E 
ba" 


IFO 


Por consiguiente, para todo y tal que | y—żt| <8, será: 


¡frias frenar a firorenier<e 


lo que prueba que 


5 


5 
lim frena = fro. 
3¿>1 al 

DEFINICIÓN 5.—Supongamos que la integral Í F(%, y) dx sea convergen- 


te para todo valor de y perteneciente al segmento [c,d]. Queda así defi- 
nida la función 


FO) = fesas 


en el segmento [c,d]. Esto se expresa diciendo que F (y) es el límite de 
t 
la integral f: (x, y) dx cuando t tiende a œ©, o que la integral converge a 


F (y) o es convergente. Ahora bien, esta convergencia es demasiado ge- 
neral para estudiar propiedades de la función F (y) así definida. La integral 


? 
f f (x,y)dx converge uniformemente a la función F (y) cuando dado un 
número positivo arbitrario e existe otro, M (e), que depende únicamente de 


e, tal que para todo tœ M (e) se verifique 


<e. 


it 
ro frena 
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CRITERIOS DE CONVERGENCIA UNIFORME. I. CRITERIO DE CAUCHY.—La con- 
o 
dición necesaria y suficiente para que fi y)dx sea uniformemente con- 


vergente en [c.d] es que, dado un número positivo arbitrario e, se pueda 
hallar otro M (e), que depende únicamente de e, tal que para todo par t, Y 
mayores que M (e) sea 


frene < 


II. CRITERIO DE LA MAYORANTE DE WEIERSTRASS.—Una condición sufi- 
t 
ciente para la convergencia uniforme de f f(x,y)dx es la existencia de una 


función mayorante M (x), tal que, para todo y € [c,d], se verifique 


fr! KME 
y que 


00 


fumas 


sea convergente. 


t 
II. CRITERIO DE DIRICHLET. —La integral f £(x, y)dx converge uni- 


formemente en el segmento c < y <d si se verifican las siguientes condicio- 
nes: a) Existe la integral para todo t œa y para todo y € ic, d]. b) La fun- 
ción f(x, y) es no creciente respecto de x. c) Existe una función positiva 
g (x), definida para a < x < œ, tal que lim g (x) = 0, y para todo x y todo 


r-—» 20 


y € |c, d] se verifica que | f(x, y) ] < g (x). 


PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DEFINIDAS COMO LÍMITES DE INTEGRALES.— 
Supondremos en lo que sigue que existe: 


(28), FO)= fresas c<y<d. 


I. Si f(x,y) es continua en R = {a <x <œ, c <y <d} y la conver- 
gencia de f f(x, y) dx a F (y) es uniforme, se verifica que F (y) es conti- 


nua en [c,d]. En efecto, F (y) = lim e (t, y), siendo 


i—>0 


t 
TOES EOL 
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Sea e un número positivo arbitrario y c<y<d: 


IFO +4y)—rT v) 
(29) =|F(y+dy—őty+dy +p y+iy— ety +o —F] 
KIFO +4y)— pG y+¿dNy|+]003+2N9—0(9N|+10(0yN—F0!|. 


Por ser la convergencia uniforme se puede hallar un M (e) tal que, para todo 
tœ M (e), sea 


(30) IFO +dy)— ð (t y+ dy)| <- y IEDF OIL- 


Por otra parte: 


1 


t t 
(ty +dy)— ò (:, y)| -|f ressanar frenes 


(31) 


t 1 
| > Juesrerraness fuesen 
4 a a 


y por ser f(x, y) continua, existe un 5 (e) tal que, para | dy] <53, sea 


Pe ren S rr 


De esta relación, de (31), (30) y (29) resulta que |F (y + dy—F(y]|<e 
siempre que |dy| <8. 


11. Si existe y es continua LEE en todo punto de R = {a <x <œ, 
c<y <d}; existe en virtud de II (def. 1), 


SA $7 fro y da 


en todo R. Si IE y converge uniformemente en [c, d], se verifica que 


existe F' (y) en todo {c,d} y que 


(32) F (y) = f org Yara ym 2269. 


i>0 y 


710 $ 3. CONVERGENCIA DE INTEGRALES [Capítulo 1X] 


III. Si f(x, y) es continua en R = [a 4x <œ, c<y <d), y si 
£ 
an= frends 
converge uniformemente a 
FO) = | fans, 


se verifica que existe 


(33) frois- fas frenes czd. 


£ 


Puesto que, en virtud de las hipótesis y de I, es F (y) una función conti- 
nua en [c, d]. 


IV. En las hipótesis de Ill se verifica que 


2 


fas Fienars fas frena c<1<4, 


c 


EJERCICIOS : 


1.097. ¿Es uniformemente convergente la siguiente integral cuando t tiende a + œ? 


t 


fJ ar = (t, y). 


0 


1.098. Calcular la derivada de F (y) siendo: 
o 


P= fo az, 
0 


1.099. Teniendo en cuenta el ejercicio anterior, calcular 


oe 

fo == dr=arctg, 
x y 

0 
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1.100. Calcular, a partir del ejercicio precedente (tomando límites cuando y ->0), la 
siguiente integral: 


1.101. Comprobar que la función 


1 


yxdx 
F(= | -a 
(y) f La E 


es discontinua para y = 0. 
1.102. Demostrar que la función euleriana de segunda especie 


œw 


T (+) = f t-l e-t dt 


0 


es derivable bajo el signo integral para + >Q. 
1.103. Hallar la región de la recta real para la que converge uniformemente la integral 


0 
dx 
0 


1.104. Comprobar que 


1 


1 Dif 
fu E 2== Zo 
n= 0 


0 


4. Integración de series funcionales.—Una serie funcional es una ex- 
presión de la forma 


(34) u, (2) +u, (£) + + (+2. = > u, (7), 


1 


en donde las u, (+) son funciones reales y uniformes de la variable real v, 


definidas en un intervalo (a, b). A partir de (34) se obtiene la sucesión de 
las sumas parciales 


(35) Sy (4) =4, (1) + ...+44, (0) =s(7,1), n=12... 


que pueden considerarse como funciones de dos variables independientes: 
la variable real r y la variable natural n. 
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La serie (34) se dice que es convergente para x =c, a<c<b, cuando 
lo es la serie numérica que se obtiene al sustituir + por ¢ en (34). Por con- 
siguiente, la condición necesaria y suficiente para que (34) sea convergente 
para + = Cc es que, dado un número positivo arbitrario e, exista un número 
N (e, c) que depende de e y de c tal que para todo par m',n>N se verifi- 
que que 


| Snr (16) — Sp (18) | =| ayi ()+..+8,(0)|<e. 


La serie (34) se llama uniformemente convergente en (a, b) cuando el núme- 
ro N no depende del punto c de (a, b) que se considere. 


Si las funciones w (+) son continuas en (a, b), también lo son las funcio- 
nes sr(u) =s(r,12) y, por tanto, son integrables en cualquier segmento 
[c, d] contenido en (a, b), esto es, existen las integrales 


d 


fume f:emaz. 


e c 


TEoREMA 1.—Si la serie (34) de funciones continuas en (a,b) es unifor- 
memente convergente en (a, d), se verifica que 


de o d 
(36) [Eno [nas acco<d<b. 
c 1 i1 e , 


DEMOSTRACIÓN —El teorema es un caso particular del teorema de la de- 
finición 4, ya que se puede escribir, en virtud de (27): 


0 d n ” 
È fess lim Y fno- lim j ($ n)a 
1 S n -> œ% 1 a ”-» 00 i 1 


d d 


dl o 
= lim dd a lim mer (Su, o) 


c č 


Vamos a demostrarlo también directamente. Sea 


00 


u(a)= Ns, (2. 
1 
d n ” 
fro Y froe = Pros [Ence 
d n » 
(1-20). <f u (x) — X u (s) 
1 > 1 


J 


c 


dx. 
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Por ser la convergencia uniforme, dado un número positivo arbitrario e se 
puede hallar un número natural N (e) tal que para todo n>N sea 


u (x) — Y u(x) 


1 


PA 
d — c 


< 


con lo que queda probado el teorema. 


TEOREMA 2.—Si la serie (34) de funciones continuas en [a,00) es unifor- 


memente convergente en todo segmento [a,t] a <t <œ, y son convergentes 
00 


o 
las integrales f Us (X) d x, n=1,2,..., y si f u(x)dx es convergente, sien- 


a a 


do u(x) = s( 5 un o). se verifica que 
Ñ f 
(87) a 
DEMOSTRACIÓN. 
[Znos-2 [ains 
im f ds im > f” ojaa 


sm, f” os- È ie fa (das 
| um Pe free! 


=| lim | sos [Queer] - sn fro Zo Jg 
a qu, [en e 


Teorema 3.—De Tannery. Hipótesis: a) La sucesión de funciones un (x) 
t 
converge uniformemente en [a,t] para todo t>a. b) Existe fu (x) dx 


para todo t œa y todo n. c) Existe una función g (x) tal que | un (x)| < g (x) 


1 
para n=1,2,... y todo X > o. d) f g(x)dx es convergente cuando t> œ. 
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t 


Tesis: | lim u, (x)dx converge absolutamente cuando t>00 y existe 


n> 


una sucesión divergente Pa —> + © tal que 


bn œ 
(88) lim (1) dx = f lim «,(%) dx. 
”m—» 00 n 00 
a a 
EJERCICIOS : 
: d 
1.105. De o = arc tg r se deduce que f Fan = =4 . Desarrollar (1 + 12)-1 
0 


en serie y calcular con un error inferior a 10-1 el valor de r. 
1 


1.106. Calcular f e-32 dy con un error inferior a 10-3. 


o 
1.107. Averiguar si se pueden integrar término a término las series 


0 


Ed 
sen nz COS MA sen n + sen max entre + 
È— O e ryte 
n 


a= =1 


0,8 
1.108. Calcular, con un error inferior a 10-3, f 


0 


z 
2 
1.109. Calcular con un error inferior a 10-2 la integral elíptica f y 1—0,7 sen2pdg 
0 


1.110. ¿Se verifica siempre la siguiente relación 


w © eo w 
fer > a, "dx = > an f e-Pr da? 
0 ”=0 ”=0 0 


1.111. La función Si (+) = f sat dt se llama seno integral. Calcular el desarrollo en 
o 


serie de potencias de Si (+) y su campo de convergencia. 
1.112. Análogo problema para Ci (+1) —log x, siendo Ci (+) el coseno integral: 


x 
“o cos £ 
Ci (r) =f 7 dt. 
4% 
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$ 4. APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL 
DEFINIDA 


1. Cálculo de áreas de figuras planas.—El problema de la medida de 
un conjunto de puntos del plano es un caso particular del probiema de la 
medida de magnitudes (17, 3, $ 1, cap. 11). La mayor dificultad está en con- 
vertir el conjunto € de los conjuntos que se consideren en un semigrupo 
aditivo, ordenado como tal semigrupo y arquimediano. Ahora nos interesa 
únicamente considerar conjuntos D que sean cerrados y con un único borde 
formado por una curva que pueda representarse mediante ecuaciones conti- 
nuas y derivables de la forma + = p(t), y = y (t) cuando 


0<t<1 p(0)=p() y(0) =4(). 


Llamaremos (€* al conjunto cuyos elementos son de la forma 


D,UD,U..UD,,; D,ND,=0 ij, D E€ :=1,.. 


En C* se define la siguiente relación de igual- 
dad: dos conjuntos D y D’ de €* se llaman 
iguales respecto de la relación E, o equivalen- 
tes, cuando existe un movimiento que transfor- 
ma uno en otro, o bien cuando se pueden des- 
componer en un número finito o infinito nume- 
rable de partes iguales en el sentido anterior. 
En M = C */E se puede definir una adición del 
siguiente modo: si C y Č pertenecen a M se 


toma un representante C de C y otro CŒ de C Fig. 127. 
tales que C y C no tengan ningún punto co- 


mún. Se llama C + Č al elemento de M engendrado por el representante 
CU C, esto es, 


Mm C4+C=CUYC, cn. =e. 


El conjunto M así obtenido es un semigrupo ordenado y arquimediano. Por 
consiguiente, es una magnitud escalar y puede medirse. Ahora bien, medir 
M significa simplemente (1. c.) establecer un isomorfismo del semigrupo M 
en el semigrupo aditivo de los números reales no negativos. A este isomor- 
fismo se le llama área; por comodidad se llama también área al número real 
correspondiente. Representaremos esta función por la letra a: 


a 
(2) M ——> R+ 
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en donde R* es el semigrupo aditivo de los números reales no negativos. Si 
C€ M,.a(C) es un número real no negativo que se llama área de C. Por ser 
E una relación de igualdad, se puede decir que a (C) es el área de cualquiera 
de las figuras de C. Por ser a un isomorfismo se verifica 


€) IL U= C< a (C) = e (C) 
LL aC, +- + Cp) = a (C) + o + a (C). 


De (3) se deduce que 
(4) C < Č => a (C) < a (C). 


Vamos a ver que el cálculo integral permite calcular a (C) para todo 
CEM. Para ello basta demostrarlo para los elementos de @* que pertene- 
cen a €. Sea, por tanto, un conjunto C de € tal como el de la figura 127, 
cuyo borde viene representado por las ecuaciones v = ọ (t), y= y (t). Si P 
es un punto del borde en el que no se anule q” (t), se puede invertir la fun- 
ción x = p (t) en un entorno de P: t= q? (1), y la curva se puede repre- 
sentar, en un cierto entorno de P (el señalado con trazo más negro en la 
figura), mediante una función de la forma y = f (+), f (x)= Yo” (4). Sean 
A y B los extremos de este entorno, y a y b sus respectivas abscisas. Sea 


P=ir, =0XZ%,<X..<4,=b) 


una partición de [a, b]. Sea D la región limitada por el eje x, las paralelas 


al eje y por a y b y el arco AB. Ala partición P se le pueden hacer co- 
rresponder dos poligonos P »(P) y Py (P). El primero es la suma de los 
rectángulos de base |x,.,, 4,] y altura mı; el segundo es la suma de los 
rectángulos de base jx: +] y altura M,, siendo m, y M, los extremos 
inferior y superior, respectivamente, de f(v) en [zi vi]. Se verifica, evi- 
dentemente, que 


(5) PP, (P)ocDa Pa P 
De (5), en virtud de (4), se deduce 


APM (P) < 0 (D) <a (E, (PY, 


paa 
pero como por estar todo el arco A B por encima del eje v, 


alPa P) =s, P) y a(R, (P) =S, P, 
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siendo sp y Sp las sumas de Darboux de la partición P (1, $ 1), resulta que, 
para cualquier partición P de [a,b], se verifica que 


(6) s, Œ) < a (D) < S, (P). 


Ahora bien, por ser y y q”? funciones continuas, f (+) es continua y por 
tanto integrable, luego entre todos los números sp y Sp sólo hay uno, que 
es la integral 


5 


í) s, @) < f fE) dx <S,(P). 


De (6) y (T) y de la unicidad del número comprendido entre las sumas 
de Darboux, resulta que 


5 
($) a (D) = faz 


La fórmula (8) permite calcuar el área de C a trozos. 


Es importante observar que la igualdad (8) se ha obtenido en la hipóte- 
sis de encontrarse todo el recinto D por encima del eje v. Si no se cumple 
esta condición, la igualdad (8) no es cierta. Ahora bien, si el eje x corta 
al recinto cuya área se desea calcular, efectuando una traslación de ejes se 
puede evitar esta circunstancia. Por otra parte, no es necesario realizar tal 
traslación si se descompone el recinto C en dos subrecintos C, y C, situa- 
dos el primero sobre el eje y y el segundo por debajo. Se calculan indepen- 
dientemente las áreas de uno y otro, únicamente que para C, se verificará 


(9) acp =l fear 


EJERCICIOS : 


1.113. Calcular el área del segmento 
parabólico limitado por la parábola 
y? = x y la recta v = 1 (fig. 128). 

1.114. Tomar como variable inde- 
pendiente en el ejercicio anterior y. 

1.115. Calcular el área limitada por 
la parábola y?—2y+1—x=0, el 
eje x y la recta z = 2 (fig. 129). 

1.116. Obsérvese que, por tratarse 
de curvas con derivadas continuas, los 
puntos de ramificación deben coincidir 
con los puntos de tangentes paralelas al eje y. Para calcular un área debe comenzarse por 
determinar los puntos de ramificación. Se ha visto que si la ecuación de la curva viene dada 
en la forma f(x, y) = 0, los puntos de ramificación respecto de w- pertenecen al conjunto de 


puntos de la curva para los que f, (+, y) = 0. Comprobar esto, respecto de la variable dq 
uniformización r, en el ejercicio anterior. 


Fig. 128. Fig. 129 


718 § 4. APLICACIONES GEOMÉTRICAS [Capítulo IX} 


1.117. Calcular el área limitada por la curva y2? — 2y + 1—7? 443 =0 situada a la 
derecha del eje y (fig. 130). 

1.118. Si la figura cuya área se desea calcular posee 
un eje de simetría conviene tomarlo como eje de las v, y 
si posee más de uno conviene tomar los ejes de coorde- 
nadas de modo que sean ejes de simetría. Ejemplo: Calcu- 
lar el área limitada por la curva (+ — 3) + (y + 5)? = 4. 

1.119. Calcular el área del recinto limitado por la 
curva y = cos t, y = cos? t -+ sent. 


1.120. Calcular el área de la elipse y de un sector de 
hipérbola, 


Fig. 130 1.1121, Averiguar si es finita el área de la región limi- 
tada por una rama de una hipérbola y sus asintotas. 


1.122. Calcular el área de la región finita limitada por la curva y = (x — 1) (x — 2) (+ — 3) 
y el eje y. 


1.123. Calcular el area de la región (fig. 131): 


y+2x>0 12—2r+y/<0. 


Fig. 131. Fig. 132. 


1.124. Calcular el área de la región (fig. 132): 9 4 


a—2ry +33 —2y <0, 
1.125, Calcular el área limitada. por la curva: v =5c0s3 t, y =4sen? t. 


126. Calcular el área limitada por la curva: 
x = 2cost— cos? t, y =2sent—sen2t. 


127. Calcular el área de la región: x3 -+ y3 
~—3ry<0, r+1>0, y+1>0. 


ELEMENTO DE ÅREA EN FORMA PARA- 
MÉTRICA.—Dada la curva que limita el 
recinto cuya área se quiere calcular en 
forma explícita: x = x (t), conviene 
calcular el área empleando como varia- 
ble el parámetro t. Sean X e Y los pun- 
Fig. 133. tos de la curva correspondientes a 
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los valores t y ¿+ di del parámetro. El área del triángulo O X Y es: 


| Samar (OXY) => [lx (0 xx(+d0)] 


1 


|. 


Si la curva borde se obtiene al variar t en el segmento [£,, t], y si se con- 
sidera el conjunto P de todas las particiones del segmento [tż,, t,], a cada 
partición P de P le corresponde una suma de Riemann: 


(10) I(0xG0O+dtr(+0dt)) 


f= eo 


IX(0xYGa+0do]|at]. 


- 1 , 
S P)=37 Y 1x0) xx (1, +0dt)]| 148, |), di =t—t,, 


y el limite filtrante de estas sumas, que es la integral de Riemann 
ta 
125 fixo xx (0181 
h 


es, por otra parte, el área del recinto, luego resulta la siguiente fórmula para 
calcular el área de un recinto cuyo borde viene dado en forma explicita : 


la 


all 


t 


, sH 0 
(11) ár. (R) = s, (9 r, (1) di 


A la diferencial del área se le llama elemento de área, y se representa por 
da, luego de (11), recordando (II, 3, $ 3), resulta: 


0-0 
sD 7,0 


(12) da= 1 


— dt 
2 


ELEMENTO DE ÁREA EN COORDENADAS POLARES.—Si el borde del recinto vie- 


ne dado en coordenadas polares: p = f (o), la expresión cartesiana paramé- 
trica es: 


a) z, =f(0)cosw, z, = f (w) sen w, 
luego el elemento de área será, en virtud de (12): 


(14) da= 1 } (w) COS w F (w) COS w — 1 (w) sen w 


— a do=L Podu 
2 |f(w)senw P(wseno+ f(W) cos w 2 
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y el área del recinto: 


ie 
(15) ár. (R) = da = — f (0) du. 
2 
i J 


EJERCICIOS: 


1.128. Calcular el área de la región limitada por el caracol de Pascal: p = 2 + cos w. 
1.129. Calcular el área limitada por la curva 18 + yt — (72 + y2) = 0. 


2. Longitud de un arco de curva.—Sea el arco A B (fig. 134) defini- 
do por las ecuaciones paramétricas 


r=p() y=140, 1 <t<t, 


en donde y y y son dos funciones con deri- 
y v fe vada continua. Sea P una partición del segmen- 
N Pat to [tv t,]: 
PonAa{Pito) Pio) Balplts vieja Pat ELLELE 


La partición P proporciona otra partición, 
que representaremos por la misma letra, 
. P = {A = Pyp P,, 20. P, = B} del arco A B, 
Fig. 134. P, = (9 (si), (5), i= 0, ..., 7. 


Sea 1(P) la longitud de la poligonal inscrita en el arco de curva AB: 


IP = Y yr) JPEG) Y GP 
ar i51 | 


= A Y P? CSia +0, (8,— 3. )P EW? Sia +8, (5, —5,_,)) i (Si — hia) 


i=i 


DerINicIón 1.—Si el conjunto de números 1(P) correspondiente a todas 
las particiones P del segmento [¿,, ¿,] posee un extremo superior, a este ex- 


tremo superior se le llama longitud del arco A B de la curva (10), y se dice 
que dicho arco es rectificable. 


Ahora bien, el segundo miembro de (11) es una suma de Riemann co- 
rrespondiente a la función 


(12) ETC SAO 
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definida en el segmento [t,, t,]. Como, por hipótesis, las funciones g (t) y 
y (t) son continuas, la función (12) es continua y posee una integral de 
Riemann: 


as) fvF0+PD41 
to 
Se vio al estudiar la integral de Riemann que 
4 
|| OFO- s, P) 
to 


dependía únicamente del diámetro de la partición P y no de la función de 
distribución ; como [(P) es una suma de Riemann correspondiente a la par- 
tición P, resulta que (13) es el extremo superior de (11); luego en virtud 
de la definición 1 se puede enunciar el siguiente : 


TEOREMA. —Si (10) es un arco de curva definida por las funciones, con de- 


rivada continua en [t, ti], e (t) y Y(t), el arco AB es rectificable y su lon- 
gitud viene dada por 


4 
(14) longitud Á È = f Vot Odi. 
to 


En virtud de las propiedades de la integral de Riemann se puede admitir 
que q (£) y Y (t) posean un número finito de discontinuidades en [t,, t,]. 


En el caso particular en que las ecuaciones (10) sean xr = t, y = f (t), o 
lo que es lo mismo, 


(15) y =f (7), 


si las coordenadas de A y B son A = (a, f (aì), B = (b, f(b)), la exprs- 
sión (14) se escribe del siguiente modo : 


5 
(16) longitud de ÁB = f VIFFO dx. 


EJERCICIOS : 


1.130. Calcular la longitud de la circunferencia. 
1.131. Calcular la longitud de la elipse. 
1.132. Calcular la longitud de un arco de parábola. 


46 
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1.138. Calcular la longitud de un arco de hipérbola. [Conviene emplear las ecuaciones pa- 
ramétricas y = acht, z =bsht.] 


1.134. Calcular la longitud del arco de curva logarítmica y = log + de extremos y = 1, 
= 1,5. 


De (10) se deduce que dr =y'(t)dt y dy =y¥ (t)dt, lo que permite 
escribir (14) de la forma más general: 


h 
ar) longitud A È =` f NECE TEO 
E 


0 


Fijando t, y tomando ¢ variable en [tə ż], se obtiene la longitud s de 
cualquier subarco : 


£ 
18) s= | Viata. 
ty 


Diferenciando en (18) 


(19) ds=y da +dy. 


A (19) se le llama elemento de arco de la curva (10) en coordenadas car- 


tesianas ortogonales. Calculado el elemento de arco, la longitud del arco 
A B viene dada por 


fy 
(20) longitud AB -f ds. 


ta 


Conocido el elemento de arco en coordenadas cartesianas, y las fórmulas 
de transformación, se puede calcular el elemento de arco respecto de cual- 
quier otro sistema de coordenadas y, por tanto, la longitud de un arco de 
curva. Asi, por ejemplo, de las fórmulas de transformación de coordenadas 
cartesianas a polares : 


(21) ¥ = p Cos o, Y = p sen p 


se deduce el elemento de arco en coordenadas polares: 
(22) ds = y dp? + pd? 


EJERCICIOS : 


1.135. Calcular la longitud del arco de la espiral p =9 desde p = 0 a g = 2r. 
1.136. Idem de la curva p = e% entre Po Y Py: 
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1.137. Calcular la longitud de la curva: x= + cos 8t, y = 2 sen3 ż. 


1.138, Calcular la longitud de la cardioide: p = 1 + cos 6. 


3. Area de una superficie de rotación.—Sea la superficie S obtenida 
por rotación de la curva (10) alrededor del eje de las x. Sea P una partición 
del segmento [i,, t,]. La cuerda P,_,P,, al girar alrededor de +, engendra 
la superficie lateral de un tronco de cono, cuya área es igual a 21 por la ge- 


neratriz P,_, P, multiplicada por el radio medio: 


AI ttia = Lett tti. = Y (Sia E Pi (3% 


ya que la media aritmética de dos números está comprendida entre ellos, y 
por ser y continua toma todos los valores comprendidos entre el máximo 
y el minimo de los que toma en un segmento cerrado. El área lateral de 


todos los troncos de cono correspondientes a la partición P viene dada, por 
tanto, por 


(23) 2x > Y SL, HO, (Si — 5, ,)) X 


3=1 


mA g? ¡CM + A (s,— Sia) + ya Gia + ô, (s, ~ Sia) (s; — Sia) 


Esta suma no es una suma de Riemann correspondiente a la func:ón 


(24) 2r (0 y p” +42 (), 


porque 6”, y %, son, en general, números distintos. Sin embargo, no ofrece 
dificultad probar que el extremo superior de (23) respecto de todas las par- 
ticiones es el mismo que el extremo superior de (22) corrspondiute a todas 


las particiones del segmento [t,, 1,], siempre que exista este último; pero 
este último es la integral de Riemann: 


(25) 25 f VOVFOFFD A, 
to 


luego si existe (25), y esto sucede cuando g(t) y Y (t) son continuas o po- 
seen un número finito de discontinuidades en [%,,t,], (25) es el extremo su- 
perior de (23) y a éste se le llama área de la superficie engendrada por la 
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curva (10) al girar alrededor del eje v, luego el área de la superficie de ro- 
tación es 


fi A 
(26) área de la sup. rot. alrededor del eje vz = 2a fy Hds =2r f> ds. 
to to 


EJERCICIOS: 


1.139. Calcular el área de la superficie esférica. [Tomar v =rcos t, y =r sen t.] 


1.140. Calcular el área lateral de la superficie tórica obtenida al girar la circunferencia 
g =rcost, y =2r + rsent alrededor del eje v. 


1.141. Calcular el área del elipsoide de rotación. [Ecuación .de la elipse: v = a cos t, 
y =bsen?.] 


1.142. Idem de un segmento de hiperboloide o de paraboloide obtenido al cortarlo por 
dos planos paralelos al plano yZ. 


1.143. Idem de la superficie obtenida al girar el arco de espiral logarítmica p = e? com- 


prendido entre p = 0 y ọ = + alrededor del eje v. 
1.144. Calcular el área engendrada por un arco de catenaria y = chx al girar airededor 
del eje z. 


1.143, Calcular el área de la superficie tórica engendrada por la circunferencia 
x2 + (y —2)? = 1, al girar alrededor del eje v. 


1.146. Area de la superficie obtenida al girar la cicloide + = t—sen t, y =1—cost 
alrededor del eje v. 


4. Volumen de un cuerpo de rotación.—Sea el cuerpo de rotación C 
engendrado por el trapecio mixtilineo limitado por el arco A B (fig. 135), el 


eje + y las paralelas al eje trazadas por A y B al girar alrededor del eje x 

Si P es una partición del segmento [t,t] se pueden asociar a ella las su- 

mas de Darboux correspondientes a la función = y? (£) respecto de la fun- 
ción de distribución ọ (t): 


so (P) =r D m? lo 6) — E Gia) 


«=1 


s 


So (P) =r > M, [o E) op (s,_ 31, 


i=l 


en donde m; y M, son los extre- 
mos inferior y superior de y (t) 
[t t:]. Ahora bien, sy (P) es el 
volumen de un cuerpo formado 
por cilindros y contenido en C, 


Flg. 135. 
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mientras que Sp (P) es el volumen de otro cuerpo formado por cilindros 
que contienen a C. Si existe la integral 


(27) V(C)=5 f y (i) d (i), 


to 


a esta integral se le llama volumen del cuerpo C. La integral (27) existe si 
“e y y son continuas o tienen un número finito de discontinuidades no coin- 
cidentes. 

Conviene observar que en el área intervienen las derivadas de las funcio- 
nes y y y, mientras que no es así para el volumen. La fórmula (27) se pue- 
de escribir de un modo más general asi: 


4 
(28) vO=" fyras 


to 


Ejercicios: 


1.147. Calcular el volumen de la esfera. 
1.148. Idem del elipsoide de revolución. 


1.149. Idem de segmentos de hiperboloide o paraboloide producidos por planos perpen- 
diculares al eje de rotación. 


1.150. Calcular el volumen del conoide recto limitado por el circulo #2 + y? «r? del 


plano s =0 y por las rectas que, apoyándose en su circunferencia, son perpendiculares y 
cortan a lá recta z =a, x =Q. 


5. Cálculo numérico de integrales.—De la función y = f (r) se cono- 
cen los valores y, correspondientes a los valores +4,, i = 0, ..., n, de la variable 
independiente. Se trata de calcular aproximadamente la integral de f (r) d æ 
en el intervalo (a, b), siendo a = 1, < £, <... < Y, = b, y una cota del error 
cometido. 

Si se toma como polinomio aproximado de la función f (++) el polinomio 
P, (+) de Lagrange, (6) 1, $ 2, cap. VII, un valor aproximado de la' inte- 
gral vendrá dado por 


5 ” 5 
(29) foi S y, 1,0, = fr maz. 


1=0 


Como se ve, en la fórmula (29) los coeficientes 1,% son números que no 
dependen de la función f (x). Llamando R (f) al error cometido al tomar como 


or 
y 
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valor de la integral del primer miembro de (29) el segundo miembro, se podrá 
escribir, poniendo, por brevedad, 1, = a: 


5 5 ” 
(30) fos Nareo+ro, RO= f 14 D ate) 


¿£=0 :=0 

Ahora bien, como tanto la integral definida como el operador E son dos 
operadores lineales, resulta que R (f) es un operador lineal de f; es decir, si 
F= à g(x) + p h(x) se verifica que R (f) = à R (g) + y R (h). Para acotar 
este resto R (f) procederemos del siguiente modo. Supongamos que la función 


f (r) posea derivada f"+*D (+) continua en el segmento J = [a, b]. Integrando 
por partes sucesivamente, se obtiene : 


aS PHD OE tdt = — i pm (a) (¥ — a)" — ... —P (a) (x — a) —} (a) + f (#), 


de donde obtenemos : 


FE) =F) +F @ Ea) HaT y (a) (a) 
69 1 maam, L f enva padi 
id | Oera 


que es la fórmula de Taylor con otra expresión del término complementario. 
Ahora bien, obsérvese que si en la segunda ecuación (30) se pone en lugar 
de f un polinomio de grado no superior a n, se obtiene que R (f) = 0; esto 
se expresa disciendo que R es un operador lineal de grado n. Por consiguien- 
te, aplicando R a ios dos miembros de (31), se obtiene : 


(82) R (P = ARS eeo aye). 


Conviniendo en poner [r —t]" = (xr — ty cuando r>!t y [r—tl=0 
cuando x < t, la expresión (32) se puede escribir en la siguiente forma: 


(32) R (H = pere (0) [sr 04), 
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de donde, por el carácter lineal de R y de la integral definida : 


(84) R(= i JD (0) G (041, 6 =- Rise. 


La fórmula (34) permite calcular en muchos casos una acotación del error. 


EJERCICIOS : 


1.161. Calcular el error que se comete al emplear la siguiente fórmula de integración nu- 
mérica: 
+2% 


T= far E BIIO +2 FM) +RO, 
24 


siendo R de grado 4. (De (9) se deduce que 


2% 
G() “qe | femme Laura | 
—24 


Si t >0, teniendo en cuenta el significado de [+ — t], será: 


MÉTODO TRAPEZOIDAL.—Si los puntos v, son equidistantes, vi, — vı = h, 
el método trapezoidal consiste en tomar como valor de la integral la suma 
de las áreas de los trapecios obtenidos al trazar por los puntos v, paralelas 


al eje y hasta que corten a la curva y = f (+) y unir mediante segmentos rec- 
tilineos estos puntos. Se obtiene así la fórmula : 


x 


A g EENH ED Ed tyi) +R 
Sg 


Aplicando el método general anterior y teniendo en cuenta que R es ahora 
de grado dos, se obtiene : 


> $ 3 
R=— ELO, 4, <E¿<*, 
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Méropo DE SimPSON.—Consiste este método en emplear parábolas de se- 
gundo orden para aproximar la curva de modo que cada una de ellas pase 
por tres puntos consecutivos de la misma. Se obtiene así la siguiente fórmula : 


zon 


[rar HENA E+ EHA E)E EDH 


*o 


(86) 


n/ (4) (€) 45 
HAIE na AIR R =- LL. 


INDICE ALFABETICO DE PROPOSICIONES 


A 


Abacos, 6H. 

Abierto de E,, 486. 

— en el cuerpo de los números comple- 
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Capitulo primero 


$ 1. TEORÍA DE CONJUNTOS 


1. a) (a,€,1, 0,4] = (+ | + es vocal} 
b) (11—3)=(x]124+21—3=0) 
c) Si v representa un segmento: A =(x|*r=AB) 
d) (—-3,—2-—1,0,1,23)=(x]|+]<3,5) 

2. 23) 1;b)-3;0 AB; d) 0. 

3. a) BC A; b BCA; 0) CCA CCBj;AGB; BEA; dNcZZCcQ, 
NCQ; e) AtB, BA; ACB BCA 

4. No. Se verifica que AC B, pero no se verifica B C A, porque los puntos M y N, 
que pertenecen 2 B, no pertenecen a A. 

5. Evidentemente A C B. Sea y un número arbitrario de B y sea y =3m +r, r< 8. 
Si r = 2, será y =3m+2.1€A,Sir=1 y m2, será y = 8 (m —1) +4 =8(m—1) 
+2.2€A.Sir=1 y m= l1, será v=4=2.2€A. No puede ser m = 0 y r = 1, para 
y >1. Finalmente, si r = 0 será y = 8m €A. Por consiguiente, B c A, luego A = B. 


B 


Fig, 2. 


6. A es el conjunto rayado oblicuamente (fig. 1), B el rayado verticalmente, C el rayado 
horizontalmente, D con rayado vertical e inclinado, E con rayado horizontal e inclinado, 
F con rayado vertical y horizontal, G con los tres rayados. 

El grafo correspondiente es el de la figura Y. 


7. La solución es la de la figura 2. 
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8. Solución en la figura g. 


9 a)R(U)=(0,(1) {2} 13) {4} (1,2) (1,3) (1,4) (23) (24) 
13,4) (1,23) (1,2,4) {1,3,4}, {2,3,4}, (1,2,3,4)). 
BR(U)=(0, {a} {b} dich {abh 
{ac}, {b,c} {a,b c}} 
10. E! número N de elementos de R (U) es: 


ocre) 3) +(2) 


= (141) =2*. 


1. AER (U), BER(U). 


12. AUB=(1,2,3,4,5, 6). 


13. a) Propiedad asociativa.—Se sabe que para demostrar la igualdad (3) del texto es 
preciso demostrar las dos relaciones siguientes: 


Mm (AUBUCCAV(GBUSO) 


(2 AU(BUOC (AUBJUC 


Demostración de (1): Sea z un elemento arbitrario de (A U B)UC. Esto significa: 
“EAUB, o EC. Si lo primero, será rEA,orEB. Si TEA, será EAU(BUO); 
si 1 € B, será x € B UC y, por tanto, x € A U (B U C). Finalmente, si z € C, será r€ B 
UC y, por tanto, € A U (B U C); luego, en cualquier caso, ha quedado demostrada (1). 
Sea ahora z un elemento arbitrario de A U {B U C). De la definición de unión se deduce que 
EA, O EBUC. En el primer caso, será x € A UB y, por tanto, # € (A U B) U C. En 
el segundo, será x € B, or EC. Six€Bserá EAUB y, por tanto, r € (AU B) UC. 
SirEeC es zE(AUB)UC; luego ha quedado demostrado (2), y con ello la propiedad 
asociativa. 

b) Propiedad conmutativa.—Demostrar la igualdad (4) del texto equivale a probar las 
dos relaciones siguientes: 


(8) AUBCBUA. 


(4) BUACAUB. 


Demostración de (3). Sea v un elemento arbitrario de A U B Esto significa que z € A 
o x €B y, en cualquiera de los dos casos, r € B U A. Demostración de (4). Sea r un ele- 
mento arbitrario de B U A; esto significa que vz € B, or € A y en ambos casos € A U B. 


c) Propiedad idempotente.—Demostrar la relación (5) del texto equivale a probar las 
dos relaciones: 


(5) AUACA, 


(6) ACAUA. 
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Demostración de (5). Si z es un elemento arbitrario de AU A, será € A, Ox EA, y en 
ambos casos es z € A. Demostración de (6). Si x € A se verifica, en virtud de la definición 
de unión, que EAUA. 


14, Sea M la unión de A y B según la definición 3. En virtud de la relación (2) del 
texto, se verifica que: 


(1) ACM y BCM, 

luego, si existe un elemento N, que sea unión según la definición 4, será: 
NEM. 

Ahora bien, de AC N y BCN resulta que 


McN, 


luego, si existe N ha de ser igual a M. Queda únicamente por ver que M verifica la defini- 
ción 4. En virtud de (7) se cumplen las primeras condiciones de la definición. Si AC. X y 
BCX se verifica que si z € M, será EA, o x€B, y en ambos casos # € X, luego 
M c X, luego M verifica la definición 4. 


15. Es consecuencia del ejercicio anterior. 


16. Sea M el conjunto intersección de A y B según la definición 5. Si existe un conjunto 
N, intersección de A y B según la definición 6, se verifica, en virtud de la consecuencia b) 
de la definición 5, que M C A, MC B, luego, por la definición $: 


MaN. 


Pero, por la definición 6 es N c A, Nc B, luego N œ M. Por consiguiente, si existe un 
N, intersección de A y B según la definición 6, este N es igual al M, intersección de A y B 
según la definición 5. Pero, de M C A, MC B, y M contenido en cualquier conjunto que 
contenga a A y a B, resulta que M verifica la definición 6, luego M = N. 

17. Si se verifica A U B = B, será ANB=ANMAUB=(AUBIA =A. Recipro- 
camente, si se verifica Af] B = A, será: AUB=(ANBUB=(BNAUB =B. 

18. De la definición 4 de unión se deduce B c B U C, y por la transitividad de la inclu- 
sión Aq BUC, lego por la definición 4, AUBUCBUC, Análogamente, de ANC 
CA y ACB, se deduce que ANC EANMB. 

19, Si se verifica que AU B = B, de AC AUB se deduce A C B. Recíprocamente, si 
se verifica que AC B será AUBCUCBUB, en virtud de 18, y como BC AU B, re- 
sulta 3). 

20. El elemento infimo se ha caracterizado en el texto por una cualquiera de las condi- 
ciones (6) o (18), que en virtud del ejercicio 17 son equivalentes. Bastará ver que es único. 
Si existiese otro, J, se verificaria: JUYlI=J =1. 

21. Demostración análoga a la anterior. 

2. a) ANBUOCANBDU(AN O). En efecto, x€ AN (BUC) implica TEA y 
7EB o zC. En el primer caso EANB y, en el segundo, 7 € A fC, luego, en am- 
bos, E(ANBU(ANO). 

bÐ ANBDBUANOAN(BUO) En efecto, x € (Af B) U (A N C) implica EA 
NB, o*€A(C. En el primer caso v € A, € B, luego rEBŲUC y, por tanto, EA 
N (BUS). En el segundo, 7 € A, z EC, luego EBUCyEAN(BUO. 
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Y) AUBNOC(AUBNIAUS) Sea rEAU(BNC). Esto implica que r €A, o 
*E€B(]C. En el primer caso EAUB y “EAUC, luego rE(AUB)N(A UC). En 
el segundo, rEB y xEC, luego zEAUB y rEAUC; por tanto, rE€(AUB)N(AUC). 

d AUBNAUOC AU(BNO). Sea rE(AUBIN(AUC). Esto implica que 
*EAUB y ZEAUC, de donde EA, OxEBYy EA Ox EC.SIXEA, «a fortiori», 
2 € AU(BNACS). Siv § A, se verificará r€B y 1€C, luego rEB/C y, «a fortiori», 
“EeAUBNO) 

24 El complementario de A viene representado por la parte rayada de la figura 4, A, 


01 O 


mente en 4, B, que coincide 
con A. El complementario de 
AUB es la parte rayada de 
4, C. La intersección de e (A) 
con e (B) es la parte cuadricu- 
lada de 4', D, El complemen- 
tario de A f) B es la parte ra- 
yada de:4”, E y la unión de 
cí(A) con e(B) es la parte 
rayada o icuadriculada de 4', 
D. El complementario de B 
es la parte cuadriculada de 
4”, F y el complementario de 
A la parte rayada o cuadricula- 
da de 4, F. 

24, 1) Evidentemente: c(0) CU. Si z € U, 1 E 0, luego v € c(0); por consiguiente, 
U c e(0). 

Evidentemente, Ø c e{U). Si hubiese un elemento que perteneciese a e (U). ese elemen- 
to no pertenecería a U y todos los elementos considerados pertenecen a U, luego no existe 
ninguno que pertenezca a e (U). . 

2) Six €X se deduce que y E e (X), luego v € e (e (X)); por consiguiente, X E e (e (X)). 
Si v € c (e (X)) se verifica que v E e(X), luego v € X, y por tanto e (e (X) c X. 

3) Si v €c(AU B) se verifica que r E (A U B), luego r €A y z E B, y, por tanto, 
ZECA y x€écB, luego ECA(MeB. Por tanto, c(AUB)CCeA(MeB. 

Si rEcAMecB se verifica que rEcA y rEcB, luego xg A y E B. luego 
“€ AUB y, por tanto, w Ec (A U B). Esto implica que e A N cB C e(A UB) 

4) Si rEc(A(]B) se verifica que z € AMB, luego rG A, o 74 B, que se puede 
expresar asi: 7 €c A, o x € cB, que equivale a 7 €c A U eB. Por consiguiente, e (A f B) 
CceAUcB. 

Si x €c AU cB, se verifica que rEcA, o x€c¢B, que equivale a: rA, or¢B, 
que puede expresarse por v E Af) B, que es lo mismo que + € e (A f} B). Por consiguiente, 
cAUCBCe(ANB). 

5) Si z €c(B) se verifica que r § B, luego rg A, luego TEcA. 

6) Evidentemente que AY e(A) CU. Si r€U y rgA es rEec(A), luego siempre 
EAUCc(A), luego UCAUc(A). 

De la definición de complementario se deduce que si rEc(A) entonces y € A, luego 
ANMecA=0. 


es la parte rayada horizontal- 
| 
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25. Si rEB, de ANB=0 se deduce que 7G A, luego TECA, y, por tanto, 
BUEeA. 

Si ECA se verifica que rg A y -EU=AUB, luego EA, o € B. Por tanto, 
z € B, de donde c A c B. 

26, .Sea a un elemento de U. Supongamos que Ø+Bc {a}. De Ø +B se deduce 
que existe en B un elemento, por lo menos, b€ B y de BC {a} se deduce que b€ (a), 
de donde b =a, luego {a} c B, Si A es un átomo de R (U), de A+ 0 se deduce que 
existe un elemento, por lo menos, a, que pertenece a A. Si fuese A {a}, se verificaria 
O+XaICA y {a} FA, luego A no sería átomo. 

27. Limitaremos la demostración al caso en que los sucesos considerados pertenezcan 
al subconjunto de H formado por H, res Hy 

I H,U (H, U H,) es el suceso que consiste en que salga alguno de los números i, j, k, 
lo mismo que el suceso (H, U H) U H,- El suceso (H, N H)NH, y el suceso H N (H, N H) 
son ambos el suceso imposible; cuando los tres sucesos son distintos, también son iguales 
cuando coinciden algunos de ellos. 


El suceso H, U H, y el H,U H, son ambos el mismo suceso, que consiste en que en un 
suceso dado salga el número i o el número j. Lo mismo sucede con H, na, y ANA. 
El suceso H, U H, es el suceso que a 
consiste en que en un dado salga el nú- a A 
mero i, luego es el suceso H,. El su- = B 
: a 
ceso H, N H, consiste en que salgan los c 
números i, i, luego coincide con H} (AuBluc Av(Bu€E) 
El suceso (H, U H) N H, consiste en 


` k c B, c 
e salga el ż oel el į, luego es el lmt lmm emmay 
que salga eido e gye beo SE AS a i aa 
suceso H, Lo mismo sucede con (H, P [ANBINC P An (Bac) 


n 4) U H, B) 


28. La demostración es totalmente aná. 


loga a la anterior, Al PH h~ 
29. La propiedad 1 es la propiedad AUA c) A 


idempotente: A U A = A. 


Las relaciones AC B y BCA equi- J£, |] a 
valen, según la definición 10, a AUB Ly —Á 


=B y BNA=B, de donde B=AUB 


D) 
=AU(ENA)=A. 

De ACB y B<C se deduce AY B q A 
=B, BUC=C, luego: AUC=A P 7 = peme 
U(BUC) =(AUBIULC= BUC=C, (AUB)AA E) A 
que equivale a A EC. 

30. La asociatividad viene probada por A B, a= A, 
la igualdad de los circuitos de las figu- P (AnB)uA P a 


ras 5, A y 5, B. La conmutatividad es tri- 
vial. La idempotencia se ve en las figu- . 
ras 5, C y 5, D, y la ley de simplificación Fig, 5. 
en las 5, E y 5, F. 


F) 


31. a) Propiedad distributiva.—La proposición: estudia y (aprenderás o aprobarás) es 
equivalente a la proposición estudia y aprenderás o estudia y aproharás, Análogamente, la 
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proposición: (hoy es lunes o llueve) y hace sol es equivalente a (hoy es lunes o llueve) y 
(hoy es lunes o hace sol). 

b) A la proposición complementaria de la proposición P se le Hama su contraria y se 
representa por `} P (otros autores la representan por ~, P). Se verifica que si P es la pro- 
posición: llueve, “] P es la proposición no llueve, y P V `] P es la proposición llueve o no 
llueve, que es la proposición siempre cierta, que corresponde al elemento universal y se 
acostumbra a representar por “y. Análogamente, la preposición: llueve y no llueve, es cons- 
tantemente falsa y corresponde al elemento ínfimo del retículo, que se representa por A. 

382 a A-—-BNB=A4AnNeDBNB=AN(CBNAB=ANO=0. 

b) (A — B) + B = (A — B) U B = (A f e B) U B = (A U B) N (e B U B) = (A U B) 
NU=AU B. 

33. (A—BIN(1iB-A)=(ANEBNBNA:¿A=ANCONEBNEB=0NO=0. 

34, En virtud de lo demostrado en el ejercicio anterior, 

35. a) Asociatividad: (A A B) AC = (HA — B) + (B—A)] -O + (C— KA — B) 
+ (B —A)D = (C(A N e B) + (BAN eA) N cC) +CNA ie A U B) N (eB UA] 
=ANeBNeC+4BNeANec+CNeAneB+ECNeANnA 
+CNBNEeEB+CNABNA=[AN(CEBNeC+BNO]+ (CAN A4BNEeSO+(CNeBD] 
= A f e ((B U C) N (e BU e0) + [e ANEN eC) + (CN e BN] 
=[ANe(BNeC + (CNeBN+[((BNeS)+(CNEBINCA] 
= [A — ((B — C) + (C— B))] + (B — C) + (C — B) — A] 
=AA[(B— C) +(C—B)=AA(BAC). 

b) AAB = (A — B) + (B — A) = (B — A) + (A — B) = B AA. 

c) El elemento neutro de la operación A es el elemento infimo Ø. En efecto: 
AAO =(A—0) + (@—A) = (Aec) + (ONCA) =(ANU)J+ 0 =A. 

d) Vamos a determinar X por la condición AA X = Ø, de donde: 

AX) +(X—A)=0,(ANCeD)+(XNeA)=0,XNcA=0,ANcX=0, 
XUcA =U, luego X es c(c A) = A. Luego el opuesto de todo elemento A es el propio 
elemento A. 
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36. Ax B = {(a. 1), (a, 2), (a, 3), (a, 4), (b,1), (b, 2), (6,8), (h, 4), (c,1), (c.2), (c, 3), 
(0) B x A = {(1, a), (2, a), (8, a), (4, a), (1, b), (2, b), (3,5), (4, b), (1,0), (2, c), (8, o, 
(4, O). 

37. Siendo el signo de igualdad el correspondiente a la igualdad de coniuntos, ia res- 
puesta es negativa, va que los pares son ordenados y no es lo mismo el par ordenado (a, b) 
que ei íb, a). 

38. A x B tiene 8 x 5 = 40 elementos. 

39. Basta observar que cada elemento de A da lugar a m pares de A x B. 

40. 1) Si (+,y€A'x B’, será € A”, y € B’, luego EA, yEB y (4,y) EA x B. 

2) Si (+, Y EAX(BUC), será TEA, yEBUC. Si yEB, (r, PE(AXB) y, a 
fortiori, (+, y) € (A x B) U (A x C). Si yEC, será (7, y EAXxC y, por tanto, (*, y) 
E(AX B)U(A x C). Recíprocamente, si (r, Y E(AXB)U(AxXC) y (z NEAXB 
será v € A, yEB, luego yEBUC y (r, y) EA x (BUC). Si (r, EA xC, será r€ A, 
9 EC y, por tanto, yEBUC y (+, y€A x (BU C). 
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3) Si (4, y) EA x (BNO será TEA, yEB, yEC, luego (+, y) EA xB, Fy) EA 
x C, luego (4,y) € (A x BIN (A x C). Recíprocamente, si (x,y) €(A xB)fMÍA x O) 
será (1, y €AXB, (1, Yy€AXC, de donde EA, yEB, yEC, luego yEBNC y (+, y) 
EA x (BNO. 

4) Es trivial. 

41. La representación gráfica queda a cuidado del lector. proy (3,7) es la puntuación 
cbtenida por el alumno representado por el número 3. 


42. a) inf) =A. bj fin (f) =B. c) f(1) = {a,c}. d [Y = {3} 0) im(f) = fa, b, c}. 
f) or (f) = {1,2,3}. g) 7> (a) = {1,8}. h) 1 (0) = {1,8}. i) + ' (d) =0. Se verifica que 
lfc y no se verifica, 2f e. 

43. Uno, El conjunto vacio. El conjunto A. 

44. La contestación a a), b), c) depende del conjunto k que se obtenga en cada caso. 
Ahora bien, se puede predecir que la contestación a las tres preguntas será casi siempre ne- 
gativa. La última propiedad se enuncia asi: si + es amigo de y, e + es amigo de g, ¿se veri- 
fica que v es amigo de 2? 

45. Tanto r (+) como r-1 (y) tienen únicamente un elemento. 

46. a) } (p) es el segmento q q. b) f (m) es el punto m, c) f-1 (g) es el segmento k1. 
d) } (k) = æ. 

47. 8) = {glyph £(0)=1(c)) gn =(m, mm, m, y im (g) = seg- 
mento a b. or (g) = segmento k k. 

48. La gráfica de f es la recta f de la figura 6. f(0) ={—2} f1(0=(3) 
im ($) = B, or (f) = A. f(x) consta de un único número, cualquiera que sea v. f-1 (y) consta 
de un único número, cualquiera que sea y. 


Fig. 6', Fig, 7. 


49. La gráfica está formada por las dos semirrectas de la figura 7”, en donde la bisec- 


triz del ángulo que forman es la paralela al eje y trazada por el origen común. f (5) = | —6 
+2.5|=|4|=4. f(0 =|—6/|=6. f}! (0) es tal que 0 = |—6+2f-1 (0) |, de donde 
— 6+2 f- (0) =0, $1 (0)=3, 2=| —6+2f-1 (2 |, de donde — 6 + 2 f- (2) = +2, 


2/1(Y=6:x2 f1()=3+1=442) 1M=|—6+2f-1 (10) |, de donde 
+10 =—6+2f-1 (10), 2f-1 (10) =6 + 10, $-1(10)=3 + 5={8, —2}. -1 (—1) = v. im (f) 
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= Q+, siendo Q+ el conjunto de todos los números racionales no negativos. or (A =0Q. 
$ (¥) posee un único elemento. f-1(y) posee dos elementos siempre que y > 0, uno cuando 
y =0, ninguno cuando y < 0. 

50. La representación de g es la región angular rayada en la figura 7. g (2) >|—6+4] 
=|—2|=2, luego g(2) es el conjunto de los números racionales >2 g8) >]-6 
+ 6] =0, luego g (8) es el conjunto de los números racionales no negativos. g (10) >|—6 
+ 20| = 14. 

0 > | —6 + 2 g-1 (0) |, de donde — 6 + 2 g-1 (0) = 0, g~1 (0) =(3). 

5 
1>1-6+2820M1) —1 6+2 MKL 5K KT y LA 


< + luego g-1 (1) es el segmento de extremos + + 

€ > |—6 + 2g- (6) |, —6 < — 6+2 871 (8) <6, 0<28-1 (6) <12, 0< g- (6) S8. 

10 > |— 6 +2 g~ (10) |, —10 < — 6 + 2g- (10) <10, —4 < 2g (10) < 16, —2 
< g! (10) < 8. 

im (g) = Q+, or (g) = Q. 

51. La gráfica de F es la de la figura 8’, en donde el punto de la izquierda de los seg- 
mentos indica que ese extremo pertenece a 
la gráfica, y no pertenece el extremo cuyo 
punto no se ha señalado. 


F(,7=1, P(5)-1 F(—5)-=-1 
P(=)=0 F-1 (4) = (1 ]4<<5) 


esto es F-1 (4) es el conjunto de todos los 
números racionales comprendidos entre cua- 
tro y cinco y el número cuatro. 

F-1 (— 3) = {x | —3 <z <2} 
F1(0) ={r] 0K <I} 


` 14 _ . Dy 
Fig. 8'. F-1 (+) = 0, im (F) = Z, siendo Z 
el anillo de los números enteros. or (F)=Q. 


52, Supongamos que se han obtenido los siguientes resultados, en donde z indica la 
suma de los números de los dados e y el número de veces que se ha obtenido dicha suma: 


La gráfica es la indicada en la figura 9. 


9 (3) = 11 + 21 = 32, 06(38,7)=0(3)=32, 4 (12) = 360, $ (13) = 9 (12) = 360, 
$71 (88 =41158<1<4) 0-7 (25) = Ø, 


50-56 3 


or ($) = Q+ conjunto de los números racionales no negativos. im ($) = (0, 11, 32, 59, 103,. 
152, 214, 260, 295, 325, 350, 360 ]. 


SENNA LRER 


510.20 30 40 50 60 70 80 %0 100 110 120 130 140 150 140 170 180 0 200 
Fig. Y. Fig. 10". 


53. La gráfica es la de la figura 10. or (L) =4 1, 2, 5, 10, ..., 190, 200). im (L) = (L1, 
L2, L5, L10, ..., L20}. 

54, La gráfica es la indicada en la figura 11”. Por pertenecer a la gráfica todos los pun- 
tos de A x A situados en la. bisec- 
triz de los ejes, se verifica x Rx, ; 
VxE€A. Por ser la gráfica simétri- 3 
ca respecto de la bisectriz de los ejes “ 
se verifica la propiedad II. Por estar bs 
todos los puntos de los cuadrados 
cuya diagonal es la mencionada bi- 
sectriz, se verifica la propiedad 111. 


55. La primera propiedad es con- Ñ 
secuencia de figurar en la gráfica de 4 
R todos los puntos de la bisectriz de ot 
los ejes. La segunda propiedad es st 
consecuencia de no figurar en la grá-- Hii 


fica de R dos puntos simétricos res- 
pecto de la bisectriz. La tercera pro- 
piedad es consecuencia de que si en 
la gráfica figura el punto (a, b) figu- 
ran también todos los puntos (a, x) 
cuando + recorre todos los puntos 
(b, x) de la gráfica, 


VEA A r a o n e a dass b 


Fig. 11”. 


56. a) No. Ya que or (f) + A. b) Es una correspondencia univoca, posiblemente supra- 
yectiva. En efecto, or (g) = A, El resultado de cada tirada es un cero o un uno. Posible- 
mente habrá tiradas en que salga cara y otras en que salga cruz. c) Si uno de lns alumnos 
ha escrito más de un nombre de amigo la correspondencia no es unívoca. d) La correspon- 
dencia es biunivoca y sobre, siempre que todos los números +, sean distintos entre sí y lo 
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mismo suceda con los números y,. e) No. f) No. g) La correspondencia es biunivoca y 
€ 
; ; A ; 2x—6 z 
sobre, ya que para cualquier número racional + se verifica que q es otro número ra- 


P i . B 6+3 S s 
cional; para todo número racional y se verifica que Atiy es otro número racional; de 


2229585 deduce que r = y, y de LE 3Y 9432 se deduce y = z. h) f es 
una correspondencia unívoca, pero no sobre. En efecto, or (f) = A, im (f) + B, de y = |— 6 
+21 |, =|—6+2%| se deduce y = 3. Sin embargo, no es hiunivoca ya que de | —6 


+21 |=|—6+2y], se deduce —6+ 27 =—6+4+2y, de donde z =y, y —-86+2x 
=—(—6+2y) =6—2y, de donde r+y=8, y=68—x. i) No. j) Es una corresponden- 
cia univoca, pero no suprayectiva. k) La correspondencia es unívoca, pero no sobre ni bi- 
univoca. 1) No es unívoca, ya que or (L) + A. m) No es univoca. n) No es univoca. 

57. a) Si z es un número racional, r2—5xr-+6 es también número racional, luego 
or (f) = A. Dado el número racional r el número 12—5x +6 es único, luego se trata de 
una aplicación. Para ver si se trata de una aplicación suprayectiva sea y un número racional 
cualquiera y veamos si existe siempre un número racional v tal que y = x2—5x + 68. De 


aquí se deduce y = E LEEN Por consiguiente, para que y sea racional debe ser 


I1>— + y, además, 1 + 4 y debe ser cuadrado de un número racional, luego no es supra- 


yección. La misma expresión anterior prueba que tampoco es inyección, 


b) Para cualquier número natural v, 2% es también número natural y único, luego se 
trata de una aplicación. Dado el número 3 no existe ningún número natural v tal que 3 = 2*, 
luego no es suprayección. Si z e y son dos números naturales tales que 2% = 2, y si 7 > y, 
será 27-? = 1, luego r—y =0, x = y. Se trata, por tanto, de una inyección. 

i 


c) Para x =3 no existe el número 247EL, luego or (h) FA y no se trata de una 
aplicación. 

58. No. Se puede completar la definición de los siguientes modos: a) or(f) =N, 
tin (f) = N, puesto que para todo número natural y es 27 +1 otro número natural. b) 
or (f) = Z, fin (f) = Z. c) or (f) = Q, fin) = Q. 


59. No, porque cualesquiera que sean los números racionales v y f (+), se verifica que 
æ? + [$ (7)]? no es negativo. ; 


60. Pongamos f (+) = y. Hallado el m. c.d. de 28 y 45 se obtiene: 


i | i i 1 ï | 5 de donde 
paee ORA N Ena A EE EES EE 
45 28 | 17 1 6 511 EE 
| 17:==11 + 6 
vias 5 MEN Saai 
45 =28 -417 


y de éstos resulta: 


1 = 6—5 = 6— (11 — 6) = 2. 6—11 = 2 (17 — 11) ~ i1 = 2. 17 —3. il 
= 2. 17 — 3 (28 — 17) = 5 . 17 — 3 . 28 = 5 (45 — 28) — 3 . 28 = 5 . 45 — 8 . 28 


57-68 t1 
y de la igualdad formada por el primer miembro y el último: 


(1) 28 . (— 88) + 45.55 = 11, 


luego no existe la función, ya que — 88 no es número natural. 


61 En virtud de la igualdad (1) del número anterior, el par (— 88, 55) € g y cumple la 
condición — 88 € Z, 55€ N. Poniendo r = — 88 + Y, y =55+y' y sustituyendo en la 
ecuación dada, resulta : 


287 +45y =0, de donde Y = — 45A, y =28A, 


siendo A una variable natural, esto es, tal que su campo de variabilidad es N. Por consi- 
guiente, cuando A varia en N, los pares de números 


(z = —88 — 45 à, y = 55 + 281A) 


definen la función g. 


62. Función tabulada, función experimental, matemática, matemática, matemática. 
63. La condición necesaria y suficiente para que las funciones sean iguales es que a d = b c. 
Si m=m. c. m. (b, d), será (m) C (b), (m) c (d), y si pm € (m), será pm=bd'=db', 


b = [m. c. d. (b, d)]J. b’, d= [m. c. d. (b, d)]. d’, luego Z m= Z Prb) =pda 


=pbec= £ ($ b d) = S {$ m). El conjunto máximo sobre el que son iguales las dos fun- 
ciones es (m). 
64, I. Todo número tiene la última cifra igual a la última cifra de él mismo. 
TI. Sia tiene la última cifra igual a b, éste tiene la última cifra igual a a. 


III. Si a tiene la última cifra igual a b y b tiene la última cifra igual a c, a tiene la 
última cifra igual a c. 


$5. IL x+y=y++% implica (r, y) R (x, y). 


II. Si (x, y) R(z, t), será z + t= y +z, relación equivalente a 2 + y =t ++, que 
a su vez es equivalente a (z, t) R (x, y). 


TI. Si (4, yR(,t) y (3,1 R (u, v), se verifica que 1T+i=y+2y24U=t408, 
de donde r+!l+v=y+24+U=y+t+4+0u de donde +v =y+ u, que implica 
(7, y R (u, v). 
$6. I. La identidad es un movimiento que transforma cada segmento en sí mismo. 


II. SiaRb y M es el movimiento que transforma a en b, el movimiento inverso, 
M-1, transforma. b en a, luego b Ra. 


III. SiaRb y bRc, siendo M el movimiento que transforma a en b y M’ el que 
transforma b en c, el movimiento que se obtiene al efectuar primero M y después M’ trans- 
forma a en c, luego a Rc. 


67. 1. Todo triángulo es semejante a sí mismo. 
II. Si el triángulo T es semejante al triángulo T’, éste lo es a aquél. 
HI. Si T es semejante a T y T lo esa T”, T es semejante a T”. 


68. a) No. Porque 6 R2, ya que 6 = 3.2, sin embargo no es cierto que 2R 6, ya que 
no existe ningún número entero y tal que 2 = 7 . 6. 
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b) I. Para todo número racional a se verifica a =1.a, luego aRa. 
TT. SiaRb, será a = mb, m40, luego b = 1/m a, y, por tanto, b Ra. 
III. SiaRbybRc, seráa=mb, b= nc, luego a = (ma) c, que implica que a R e. 
69. a) I. Toda bola tiene el mismo color que ella misma. II. Si a tiene el mismo color 
que b, b tiene el mismo color que a. III. Si a tiene el mismo color que b y b tiene el mismo 
color que c, a tiene el mismo color que c. La clasificación producida por R está formada 
por las clases R, A, B, V, N, de las bolas de color rojo, azul, blanco, verde, naranja, res- 
pectivamente, Por consiguiente, el número de clases es cinco. 
b) Si, puesto que cada bola es de un único color y no hay más colores de bolas que los 
del enunciado. La relación de igualdad es la relación R de a). 
c) Sí, puesto que cada bola tiene un único número. La relación de igualdad es la de 
tener el mismo número. 
70. Dos. La clase formada por el cero y la formada. por los restantes números racionales.. 


71. Sí, puesto que todo número natural es par o impar y no puede ser las dos cosas. 
La relación de igualdad correspondiente es ser de la misma paridad. 


72. a) U Cp =Q y C, N Cp =0 cuando n+m, luego (C,j,,, es una clasificación, 
LEYA 
La relación de igualdad correspondiente es la de tener la misma parte entera. 


b) U C, F Q, ya que los números enteros no pertenecen al conjunto U Cp Por con- 
neZ 
siguiente no es una clasificación. 


neZ 


c) U C, = Q, pero C, N Canpa = {2 +133+0, luego no es una clasificación, 
neZ 


73. Como C, E £, se verifica que U C, c P. Sea P un poligono cualquiera de P 


¡e R+ 
y sea j su área, entonces será j >0 y PEC C U C, luego PE U C, Por con- 
fe Rt ieRt 
siguiente, P = U C, Si i+} C NC = 0, ya que un polígono no puede tener dos 


sept 
áreas distintas. La relación de igualdad correspondiente se llama equivalencia de poligonos. 

74. C(x) = C (y) significa que las bolas + e y pertenecen a la misma ulase y, por tanto, 
tienen el mismo color, esto es xr Ry. Reciprocamente si + R y, las bolas tienen el mismo 
color, luego la clase C (+) es la misma que la C (y). 

75. Las clases de la clasificación son subconjuntos de A, las mismas clases consideradas. 
como pertenecientes al conjunto cociente son elementos de R (A). Por consiguiente, en el 
primer caso cada clase es un conjunto, en el segundo caso cada clase es un elemento. 

76. a) Una clasificación. b) Un conjunto cociente de A. 

77. Paquete de cajas azules. Bulto azul. 

78, La primera parte es trivial. La clase formada por todos los polinomios de grado » 
se puede representar por el número n y la representación así obtenida es una biyección. 

79. El que hace corresponder a cada bola la bolsa que la contiene, 


30. Basta estudiar la correspondencia + R —> casa habitada por + y ver que es una bi- 
yección.. 
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81. Para cualquier número racional v se verifica que 4 x +5 y x2 son números raciona- 

des. Tanto f como g son tales que 41 +5 y x? son únicos. La ecuación de gf esy=(4x 

+ 5}, y la de fg: y = 4x2 +5. (Para no confundirse lo mejor es, si se escribe f como en 

el texto, escribir g en la forma z = y?, con lo que basta sustituir aquí y por y = 4x +5. 
Reciprocamente, para calcular f g convendrá escribir f en la forma z = 4y + 5.) 


32.43 + 624? + 350 1 + 464 1213 —21x +8 
82, gf: y = — _ __.—. __-_»P- ———— y £ 


; Y SS 
8x3—121246xr-—1 8x8 —14r +1 
83. La figura 1% muestra la forma de proceder. 


Fig. 12. 


24+2 
84, Para calcular g f pongamos 2 = (1— y} +2x y g (2) = (+ —1, ) con io 


(4 —y2+2% +2 
que g} (7, y) = (1: + 2 1]8 —1, ) 


(Ay 4271 


x+2 
Análogamente, poniendo f (y, 2) = (y — 22} + 2y, g(4)=(y, 2), y=11—1, z= 271 


se obtiene: 


+2 


2 
ros [9-1 3) +2 (13 —D. 


«—1 


85. gfíx, y) = sen (x2 — 4 y). 


86. h gf) = h g(s, —83 zr, 2) = h (13 —3 r + 2) = cos (13 —3 1 + 2). 
h g (y,2,¢) =fh(y +z +t) = f cos (y +2 + t) = (cos? (y + 2 + t), — 8 cos (y +z + t), 2) 
£j h (u) = g f cos (u) = g (cos? u, — 8 cos u, 2) = cos3 4 — cos 4 + 2, 
8. a) J(e) =27 +1, g (y) =3, gf @)= g8 (27r +1) = (27 +1}, 
b) F (7) = (42,3), g(2,4)=2 +u, g} (1) = g (42,43) = 142 4r, 
c) f (7) =8x, g (z) = senz, g f(x) = g (8#) = sen8 a, 
d) } (7) = sen v, g (z2) = log z, g f(x) = g (sen v) = log sen z, 
e) f(z) =tgz, g) = 2 gI =g (tgr)= y Ez. 
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f) ł (=)= z +3, g(2) =loga, g} (1) = g (z + 3) = log (xr + 3). 
g) IE) =24+1, 2()=2 g1(0)=2(044+1) =27+1, 
h) f (7) = [cos x, sen x), g(2,1)=2+t, gf(4) = g (cos v, sen x) = cos 4 + sen s. 


88. a) (r) = (27,1), g(z,u)=2 +u, hiv) =03, 
hgj(x)=hg (27,1) =h{2x +1)= (2z +1), 


b} j (x) = (sen 7, cos 1,43), g (2, u, v) = (2 +u, v), h(s,t) =st 
hg (7) = h g (sen x, cos 1,43) = h (sen x + cos 1, 43) = (sen x + cos 4) 43, 


c) J Œ) = (#2, sen z, 22), g (2, u, u) = (8,4 +0), A(S À= 


x2 
h =h a, yq = h (x2, * 2 = — —— au 
gi) g (72, sen z, 2%) (+2, sen + + 2%) Or 
d) (7) = (72,87, 1), g(2,4.0) =2 +4+0, h(t) = sent. 
h g} (2) = h g (22,3 7,1) = h (72 + 8z +1) = sen (12 + 38x + 1). 
e) J (7) =31 +2, g (2) = senz, h (u) = 2%, 
hegl(1=h2(Bx +2) = h sen (8x + 2) = Zn (3742), 
D f(r) = (42, 2%, 1; cos v, log v, sen 4), FACA Ey Ey War Hgs u,) 
= (8, 4,, 2,4, 2, 44), h E to t) =i ti tty 
h g} (7) = hk g (42,2%, 1; cos v, log z, sen 7) = h (12 cos x, 2% log x, x sen s) 
= 42 cos 7 + log + + 1 sen x, 
g) IE =(44+127+1,%), 8(2,, 2, 2,) = (sen £,, 008 £,, y 2.) 
h (t ty t) = A ta to 
hgi E) =hg (434 1,2% + 1,4) = h (sen (13 + 1), cos (27 +1), y 2) 
= sen (13 + 1) cos (24 + 1) y 7. 
h) J (8) = (8, 8r +2), g(2,2)=2%, + Y Ey hO 
D AAA 
hgj) =hg(82,314+2=h(82+ Br FDH NV aysa 


89. a) ] (4) =(47,37 +2), Ep2) = (E, MEAN h it) t ttp k= yu. 
khgj(a) = kh g {723,832 +2)= kh (42, y 37 +2) 
=k (+ rF Veys t a 
b) IW = E, 2 8(,2)=(8, 1/2 +2) hlt) =t tty k) = y 
khgf()=khgxx, VA =khle Vero elo Vo Vz ) 
=V++Vi+Ve 
c) }(#) = cos z, g(2)= y 3, h(t) = sent, k(u) = 2%, 
k h g j (£) = k h g (cos 2) = k h (4/ tos ¥) = k sen y cos 1 = 250/0052 


— 1 
d) } (7) = (7, log x, y 2), T T h(t, t) =t +t, 
Pas 1 2, +3, 1% 1 3 
ku) =+. 


u 
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— 1 
Ehgj(x)=khg(x,logx, y 7)=kh x, ———————— 
log # + yx 
1 
= k| x Y —_A— a 
logs + y 7 1 
x A 
log z + yx 


e) f(x) = (73, sen x, V7) E (2 Zy 2) = (Z 2p COS 2,) 
h (botpi) =t tt typ kU) = Yu 
k hgj (7) = kh g (3$, sen s, y 2) = k h (23, sen £, cos y #) = k (#3 + sen x . cos y # 
8 n 
= Y za + sen x . cos Vx 


E) f(x) = (7, cos 4), g(z,,2,)= (2,, log 2), h(t,,t,) =t ttp 4 (4) = senu 
khgf(x3)=khg(x,cos4) = kh (x, log cos 7) = k (x + log cos 4) 
= sen (+ + log cos 1) 


g) (2) = (#2 +1,73 + 2#), g (2,, 2,) = (senz,,cos 2,), A (t, t) = h typ 
k (4) = tg u. 
Rhgl(2)=*hg(824+1, 13 + 25%) = kh (sen (12 + 1), cos (18 + 22)) 
= k (sen (12 + 1). cos (13 + 2 x)) = tg [sen (+2 + 1) cos (13 + 24)]. 


h) f (+) = (x, x, 8, x), E(2,,2,,2,,2,) = (sen 2,3%; cosg log z) 
ttp t) =t t tt tp ks log u. 
bhg = RhE) = (k h sen x, 3%; cos x, log 1) 
= k (sen x . cos + + 3* log 1) = log [sen + cos + + 3* log x]. 


ht, 


90. a) f (4) = (12,3 x, 2), 8 (8, tp 2,) = (8, 2, + 27), 
h (tta) = (ts Y E), k (uu) = 4, +4, 1(0)= Yu. 
Ibhgj()=1khg(,3x,2 =1k (82,84 42) = 1k (12, y 3x +2) 
= 24/07 FD=V A4 Viti 


DJ(=(4 g (8, la 24 )= 2, La Y 3) 

h lt, ty ta) = (t> ta + t) k G» “,) = (e, VEAN Ho, v) =0, tvp m (w) = yw 
mikhgj(s) =mlkhg(z,x,2) =mikh(x,x, y 2) 
mit(s,x+y2=mle Ver yz )=omle+Vx+Vz ) 

= s4 V4 V= 

c) } (4) = (23, sen £, y Y), E (8,,£,£,) = (2 8, Cos £,) 
h (to tt) = Girt) (4,4, = 4, +4, to) Y v. 
Lk hg} (E) = Lk h g(s, sen x, y 7) = lk h (23, sen x, cos y/ 2) 


— — 3 
= L k (73, sen y . cos y 4) = l (73 + sen 7 . cos y/ 4) == Y xt 4 sen x cos Yx 


4 


d) } (7) = (¥ — 1, 73, 2), g(4,,4,,4,) =(4,, Y 4,6, +14, +4, 


t 
h (v atat) (YT), ER, 8, 23) = (E, — £,, sen £,) Ha) 
2 


16 


$ 2. PRODUCTO DE CONJUNTOS [Capítulo 1] 


Irhgj()=! 1khg(2—1,72,2%) =lkhí(r—1, Y 110? 41,42 + 2%) 


x—i1 


=M(VAFD Y= 53) 


=VAFT-V=T, scn + AAA 


1 

e) F(=) = 22, g (u) = (u + 1u), H(0,0)= (= Se A 
n’ 

k (2, 2,) = (sen 2, 2° ), L(t t) =t + ty M(w) = tgw. 


Fpa’ cosa) 
x 


+ 220s ») 


mibhg IC) SMIRE =mirh(%+1,0)=mir 


2 
gcos z ) = m (sen 


1 
IF 


f 1 
= m (a 
2 
= ta (sen rpa 200s), 
f) JŒ) = (r — 1,7 +1,27, 23), g(4,,4,,4,,4,) 


= (Le, miu +1,0,+24,+4,) 
h (a, Up Vyp UU )= (tg U,, COS U,, Sen Vy log Y,» Sen v) 
R (Ep Zp Bp 8,8) = (Ep Zy Zy 24 Y 27) 
l (w, W Wys w,) = (w w Wy 30), m (E, tor t) = (A +t t) 


s 
MER 
nmlkhgf(x) =nmikhg(r—1,7 +1,21, 12) 
=nmirn (E Tie 1—1,25+142,2% +2) 
= nmikftg A. cos (2 + — 1), sen (2x + 1), log (13 + 2), sen (2x + =) 
nm ltz Fi ,cos(2æ — 1), sen (2x +1), log (73 + 2), v sn Er F) 
z A = _ log (43 + 2) — cos (24 — 1) sen (2# + 1), 8n GFE ) 


= , log (48 + 2) — cos (27 — 1) sen ex+1) 
peeta pr nnee 
—1 $ 
a 
g) F) = (7 +1, #—1, 7427-2143, —3), g (4, 4,,U,, 4,4, 4,) 
= WEN Y Ha NR Y Ho V ty NCAA h (U 0, Ug Vy Vy Va) 


= (0, — Uy V — 0, Ys — v) k (s y ES = (z 2) $ 


an (as (3 x +3?) +6 E 


3! “sen (3r +21) +8 


Lw, w) = (w y w) m(t,,t,) = iL, n (s) = y S 
ta 
nmlkhgf(r) =nmlikhg(rx+1,7—1,:74+2:x—2:x+3,1 —3) 


=0m (VIV, EE 


Var3—Yx=3 
== y — V-V ) 
= 1— 1, LE 
nn (VEF V= Vx+3-— Yxr—38 
=n Ve+1—Vx—=1 _ Yx+1—Yx—1 
Vx+2-Yx—2 Vx+2-—Yxr—2 
Vir3—-Yx—=3 VxF3—Yx-3 
91. a) FA, Yo xr.) = (4, *, To Ey), E (3,2, E,»2,) 
= (2 Zy 395 5) (Us y 9,0) = (h y, tgs 4, .,), 


k (v Uy Y 0) = 0, + vtu +, Liw) = wn. 
ik h gr, pfp) = Ikhg E 7, 4, 4, 7) 51k hr, A) 
= tr, E, 7, 4 7,4, 1, 7,7%, z) =Í (EA u EEA EEE 4, 
= (4, + E E E EPERE n, 
= y 
b) E Tp Ty pr) = (A+ Fa > Ffo t Dad tr tr) 


8 (u > Uy, Ug 1,) = (sen u, 10g t, COS t4,, 244), 


t 
h (V Vp Vyp VD = (0, — 0, Y —0,), kC i) = 7 


x 
BRET Ipp pa) hhg (2, trpit, 24,1, te ts ta +A) 


x 
= k h (sen (s, +a), log 2, COS Ly Xp, gutatatara) 
3 
v 
=4 (sen (i + xa) — log, COS Xq xg — partner] 
3 


x 
sen (x, + xq) — log —+ 
>» Ys 
cos x, xg — 271 trat sa +Fa+ ws ` 
c) F P 7) =E +4) 7, — S h E (£,,2,,2,) = (log g, sen Zy COS £,) 


H — 
h (t ta ta) = (hs tt) R(4,4,) = 4, —4,, Lw) = Yo. 
lkhgf(£p fytyr) =lkhg(r 4%, E, Pa Pa Ta) = lk h (log (r +2), 
sen (4, — #,) cos (7, — #,)) = 1 (log (r, + 4,), sen (7, — 7,) cos (1, — 4) 
= l (log (7, + 7,) — sen (1, — 2) cos (1, — 4,)) 

A e 

= Y log (1, + #,) — sen (+, —1,) cos (4, — 4, 
d) ł E Ear Ty z) = (r EA AA EE P 1+ Syf t z) 


2 2 
g E. eens 2,) =(., 2% cos 2, tE Py +) , 
Za 27 


ht, bas as bar ba) = (hir ta bar tt), RU, 47, 0,) = (4, —Uy, y 85) 


v 
L(v,,0,) = ná 
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LEA EH, pty) = Ik hgt tyt 2p fa A 2, 


9y’ 
14+:%,4+%) 
l+x 
=> DMA cos(x, — x), tg (a, — x, 2) 
str (xa ») g lx, 3) pare 
1+ x 
=n (4 , 25t cos (x, — x), tg lo, — 2 
zx (xa 3), tele, da 
1+x 
o — 2 4% cos (x, — Xy), y! e — Hd) 
am ( 3 3) g( 1 £3) xy 2% 
AT — 27 +7! cos (xy — 29) 
DFe 
t — x) —— 
g(x; 3 Xg FH xa 
92. a) 2, (%,, Zy 4) = (4, —%, y Fp sen F log %,, 4,, %, HF 005 5,,2x,) 
t 
2, (to, 1) = A l ty ty logia ty 19), 


= uy 
Z, “e 1.0, 4.) = (a, +4, a 14,, SEN 4, 
Z, (QA , a vov) = (V Vy Uub Zs (2, Za 2,) = (2, 2 2,) 
Ty za) 
=Z, 2,2, z, (4, —%, y Fy Sen g logs, %,,1, +%,,c087,,2x,) 


a —i 
2 
=Z, Z, y ea , sens log 4,, Z log z, + 4), cos 4, 1, — 2s,) 


3 —x x 
1 2 1 
= z, Z, | —— + sen v log £,, —_mm,cos Y,, sen (+ -2+)) 
5 d WEA 1 2 log (r, + 7,) 1 1 2 
Xx, —%, LA 
=2Z S + sen x=, log 4 , —————,,cos* sen (7 —2x,) 
o WEA 1 2 log (w, + 7,) 1 1 2 
%,—*, i %, 27) 
= | ——— + sen, log r , ——————— —008 4, sen (t —2x 3]. 
yz, 1 2 log (r, + x,) 1 1 ») 


b) Zi A, Fa = uta EEE EA 

Z, Go tp tyty tj) = pt — t, sent, t, 3t) 

Z, (up u y Uy Ay 45) = (4,,1+ 4, 4, + 4,4, + 4), 

2, (0,, 0,0, v) = (o, Var O,» y Das Ny Va), 

Z; Ep Zy yp) = (== 2 2), 

Z, Z, Z, Z3 Z 4%) = Z, Zi Zg Zg (4 7,2%, %, +4, 7,2) 
= — 2 2 
= Z, Z, Z, (*, 2 x,2, sen (1, + 14,),1,,3x,2) 
= — 2 2 
=z, Z, Fp +r, Pa y E, + sen (s +r) s +8x,2) 
Zs E, a + af ~r) F y z, + sen GA + Fa), Y *,+ 3 z) 

x 


Vi +3r7 
s (+r r2), ES A 
( 1 1 2 y Y, + sen (1, + 4,) 


= _ _— 2 3 . 
c) LA ty *,) = (EA + E E +A, —*, 2 4,12,%3,%, 4x,) 


Z @o eot) = (Y to y ty y ty sen tat + tot, —1,t,—t,) 
Zy (ms eae 14,) = (a, — Uy, HA, 4.3, cos U tg w) 
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2, U, ma vy) = y Up Vyp Yg Ya Ys 
zy (Ep 3y 2.) = (3 +4, 8,) 


Z; Z, Zy 2,2, Tyt) 


5'4 3 
=z 20.2 EI A, AA, -7 EEA ¿9 x o) ir) 
AMULE +2, PENNE —2, NN +, +%, sen (2, —*,), 


de + 4,2, 2 91,2%, 4) 


EA AA NA TE, sen (A, — 2%), (2, +2,2), 
ost —», tg e, —4x,) 


= h Vvx, +A Vx, —lXs, Vx, +a, sen (e, -z 
(2x7, + 4,23 cos (4,3 —1) tg (7, —4x,) 


= VY +% — Vrae +V 9, Fag sen (4, a) 
(Lx, + 4,39 cos (4,2 —1) tg (r, —4x,)). 
93. a) i=hkg, jif=k. db nf=fm pg=gn ù) ca=f 
94. A/f se obtiene metiendo todas las bolas del mismo color en una bolsa, de modo que 
A/] es el conjunto formado por: la bolsa de bolas rojas, la bolsa de bolas azules, la bolsa 
de bolas blancas, la bolsa de bolas verdes y la bolsa de bolas negras. El epimorfismo na- 
tural, n, consiste en transformar cada bola en la bolsa que la contiene. La biyección gp con- 
siste en transformar la bolsa de bolas rojas en el color rojo, la bolsa de bolas azules en el 
color azul, etc. La inmersión i es, en este caso, la identidad. 


95. Q/f está formado por los infinitos segmentos, cerrados por la izquierda y abiertos 
por la derecha, s, =(1<Y<1i+41]. El homorfismo natural n hace corresponder a cada 
número racional v, el segmento s, que lo contiene. La biyección q hace corresponder a cada 
segmento s, su único extremo i., Finalmente, la inmersión i hace corresponder al número 
entero i él mismo, pero considerado como número racional. 

96. I. Si P es una clasificación arbitraria se verifica P R P. 

IT. Si se verifica PRQ y QRP y sis es una clase arbitraria de P, será s œ s’, siendo 
s una clase de Q, pero como, por la segunda relación, existe una clase s, de P tal que 
su Sy serás S, Y como s y s, son clases de P. $s = s luego de sa s œs, resulta 
s = s. Análogamente, se ve que toda clase de Q lo es de P, luego P y Q son iguales. 

III. Si se verifica PRQ y QRM y sis es una clase arbitraria de P será s q s’, l EQ, 
luego s’ c s”, s” € M, luego s c s” para toda clase s de P, luego P RM. 

97. Se ha demostrado en el texto. 

98. 1. Trivial. 1, De xRy e yRx, se deduce v = y, o bien 14M=Y, Y+4n=4, 
de donde x + (m + n} =x, contradicción. 


MI. De xRy e yRz se deduce v+ m =y; y+n =z, de donde x + (m +01) = 2, 
que implica Rg; o bien s =y, y+n=2, de donde +n =z; O bien 2 +m= y, 
y=2, de donde x+ m=z; o bien, finalmente, v = y, y =7. En cualquier caso resul- 
taxRz. 

99. En Z: «Ry es equivalente a y =x +m, siendo m un número entero no negativo, 

En Q: «Ry es equivalente a y =x +m, siendo m un número racional no negativo. 

100, Sea R una relación de preorden en C. Sea R’ la relación definida en C del siguiente 
modo: + R’ y es equivalente a Ry e yRx. R es una relación de igualdad. En efecto: 
I es consecuencia de x Rx y Rx. II es consecuencia de la equivalencia de rRye yRx* 
con yR y Ry. La III es consecuencia de que ”RyeyRxeyRz y 2R y implican 
*Rz y Ra. En el conjunto cociente C/R' se define la relación R” del siguiente modo: 
(x R) R” (y R^) es equivalente a x R y. La relación R” es una relación de orden, Las pro- 
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piedades Į y III son inmediatas. Veamos la II. Sea (+ R’) R” (y R’) e (y R’) R” (x R’), que 
equivale a z R y e y Rx, que dice que r R' = y R. 


101. Si a y b son números enteros y b=a+ m, m es también número entero, luego 
la relación de orden en Q subordina la de Z. Si b = a + m, siendo a, b y m mitarales, m 
es entero positivo, y recíprocamente, si a, b y m son enteros positivos, m es natural, luego 
la definición de Z subordina la de N. 

102. I. Si r€A, [x, 7] cA y [r,s] =() luego rel. 

II. Sea A convexo y sea z un elemento cualquiera de A. Será z E[r, yl r, y EA, 

luego [r, y] CA y 2€ A. Recíprocamente, si A = y x, y son dos elementos arbitrarios 
de A, será [r, y] c Â, luego [x, y] C A. 


III. En virtud de I es È (am T Sea x un elemento arbitrario de Z, será a € [a, b]; 
a,b EÀ, de donde a € [m, n], b € [p, q], m, n, p,q € A. Por consiguiente, es mgab 
<4 y como a <r Kb, será MEX L, M, q EA, luego x € [P, daa. 

IV. En efecto, si r € A, será y € [a, b], a, b € A, luego u, b € B, luego [a, b] cB 
y 7EB. 

V. “EAUB implica que rEA, org, luego rE[a,b] y {s,b;CA, o 
{a,b} CB, luego {a,b} CAUB y [a bICAUB, luego E AUB. 

Vi. a) reAnB implica que € [a,b], {a,b} EA, {a,b} CB, luegn (a,b) 
cCANB y [eb] cÁnB, luego “E ANB. 


b) x€ AN B implica que v € [a,b]; {a,b} C A f B, luego {a,b} CA, {u,b} CB, 
de donde [a.b] CA, [a,b c B y la blc EnS, 
re AnB. 

103. Sí. 


104. a) No. b) Sí. c) No. d) No. e) Sí: el m. 
f) No. 


105. El diagrama puede ser el de la figura 13”, El dia- 
grama muestra la transitividad de <. 


106. a) No. b) No. c) Sí. Las cotas son m y j. 
d No. , : 


107. El conjunto B = {d, e,1,j] está acotado superior- 
mente, siendo g y ! dos cotas superiores. El conjunto 
C = {e, c, g, l} está acotado inferiormente, siendo c, b y 
a cotas inferiores del mismo. Tanto B como C son no aco- 
tados. El conjunto D = { b, c, g } está acotado superior e 
Fig. 19. inferiormente, luego está acotado. 


108. Sí. Sí. Puede serlo o no. 
109. a) Equivalentes, b) S (B) = {e, Í 8 i, 1, I } c) I (©) = 1d, m 3 Dd S (E) = {fi} 
I (E) ={j ihk}. 


110. I. Si + € S(N) será y <x, para todo y de N, luego también para todə y de M, 
luego v € S (M). Análogamente para la operación I. 
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Il. Sea € M, para todo y € S (M) se verifica x < y, luego xr € IS (M). 
Sea y € M, para todo y € 1(M) se verifica y < ~+, luego z € SI(M). 
111. De I y de II se deduce que SIS(M) c S(M) y de II que S(M) <SIS(M). 
Análogamente se prueba la segunda igualdad. 
111, a) Para toda partición se verifica que (a = ELl LFD Kar SL 
XA = b). 

b) Si G= <A 3 0)<(=y, << Yn =b) y (6=3,<--< Im 
=b) <las A A = b), será z, =y,; i=1l,..,n; y m=n, pues si fuese, por 
ejemplo, y, + x,, siendo ¿ el primer número para el que esto ocurre, uno de los segmentos 
I*a Fib [Yi J] no estaría contenido en un único segmento de la otra partición, 

c) Si (8=%,<..<,=N0<(U1=y,< << Im =0) y (4=9,<-< Im 
=b) «a= 2, <. < Zp = b), todo segmento lz 2,] está totalmente contenido en un 
segmento Yia 3/1 y éste en un segmento yo x,], luego ESE z,] está totalmente con- 
tenido en > al 

d) Dadas las particiones (a = AX A b y (a= Ya Le Ll Ym =b) la 
partición obtenida con todos los puntos de división +, y todos los y, sigue a ambas. La par- 
tición [a, b] precede a todas. 

112, No ofrece dificultad probar que es una relación de ordenación. Dados dos triángulos 
se eligen dos rectas que se corten y que contengan en el interior de uno de sus ángulos a 
todos los vértices de los dos triángulos y se cortan los lados de este ángulo por una recta 
que deje en el mismo semiplano a los vértices del ángulo y de los triángulos. Sin embargo, si 
dos triángulos no tienen ningún punto común no existe ningún triángulo contenido en ambos. 


113. El conjunto del ejercicio 111 es un semirretículo y, ya que la superposición de dos 
particiones precede a cualquier partición que siga a ambas. El conjunto del ejercicio 112 no 
es semirreticulo V ni A. 


114. Es un semirretículo A, pero no lo es V. 


115. Puede conseguirse de muchas formas. Por ejemplo, añadiendo el nudo que se ob- 
tiene prolongando las semirrectas a, a, Y bi c hacia arriba. 


116. a) Sea S(x,y) = S(), S(7,y)=S(w). De u «u se deduce que u ES (7, y), 
luego # € S(w) y w <u. Análogamente, 4 < 4, luego u =w. Análoga demostración sir- 
ve para i 

b) Propiedad asociativa. Sea S (x, y) = S (u), S (u, 2) = S (w), S (y, 2) = S (1), S{#,v) 
= S (w'). Se verifica que 1 u, y Lu, 4 Lw, 2 LW, de donde x < w, y LW, 2 LW, 
luego 1 <W, Y Kw, luego w <w. Reciprocamente, de y LV, 2 LUY, TKW, VE w 
se deduce z <W, y LW, 2 W, luego 4 <w, 3 < W, de donde w «w; por consi- 
guiente, w = w’. Análogamente se demuestra la. propiedad asociativa para la relación I. 

c) Propiedad conmutativa. Si S (x, y) = S (u), evidentemente S (y, +) = S (4). 

d) Idempotencia. Síx, £) = S (x) e I(x, 1) = 1 (4), para todo y de A. 

f) Ley de simplificación, Sea I (u) = I (x, y), S (v) = S (7, u). Por consiguiente, 4 < 7, 
u Ly, 1 KY, ugu. De donde 1 <7, u <*, luego z E S(r, u) = 5 (U) y Y *, que 
juntamente con z v da + =v. 

Sea S (4) = S (z, y), I (v) = I (x,u). Por consiguiente, s <u, Y Lu, VLI, VH 
De 1 Ku, 1 <+*, se deduce que 1 € I (7, 4) = I (v), luego s Y y r=v 

117. En efecto, sea S(C) = S(e), S(C) = S(e,). De la primera igualdad se deduce, en 
virtud de e «e, que e €S(C), luego e €5S(e,), luego e, <e. Análogamente, de la se- 


gunda se deduce que e <€,, luego e, = e. Un razonamiento semejante prueba la unici- 
dad de e”. 
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118, No. Se verifica que I implica II, pero II no implica I, como muestra el sem'rreticu- 
lo del ejercicio 114 respecto del subconjunto {ap By $ 


119, No. Por ejemplo, a, y b, no están relacionados, esto es, no se verifica ninguna 
de las dos relaciones: a, < by b, < 8) 

120. Los conjuntos [8,,0,,...) {b by e p 18, Dd, C, AS 
aw (8, by by Cy Ey dy d. lao } etc. 

121. Sí. No. No. 


122. C es un segmento, D no es segmento, pero poste máximo (b,) y mínimo (d ). E 
posee mínimo, pero no posee máximo. 


123. No. Si. 


124. Sí. Fijado un punto A, como origen, se dice que X precede a Y, y se escribe 
X < Y, en el sentido ABC, cuando el sentido ABC es igual al sentido A X Y, Esta rela- 
ción es de ordenación total, Además, el elemento A no tiene ningún otro que le preceda. 


125. La respuesta es afirmativa en el caso de los números enteros y negativa en el caso 
de los números racionales. 


126. Sí. No. No. 


127. En efecto, si x, y son dos elementos cualesquiera del conjunto, el conjunto {x,y} 
posee un elemento mínimo; si este elemento es y se verifica que x <x y 7 < y, luego 
x e y son comparables. 


128. Si. 


129, No. Por ejemplo, el subconjunto de B formado por todos los números x tales que 
8>+x>2, no posee un elemento mínimo. 


130. No. Sí. 


131. Si B es un subconjunto del conjunto de los números naturales, N, tal que 1.) El 
número uno pertenece a B, 2.) Si nge B se verifica que 1 + 1€ B, entonces se verifica 
que B=N. 


132, Si. 
133. No, Un elemento máximo es maximal, pero no viceversa. 
134. Sí. Los elementos a, y b, son elementos maximales. No posee elemento máximo. 


135. No, porque si m fuese máximo para todo elemento v de X sería s < m, a LM, 
b «<m, y por ser a y b maximales sería a = m = b. 


136, I. (P AQAR= JOI PAQ Y (18 = 1 10101 C P v C QD) 
v (q RY 
PAQAR = 11[(1P) CTA RBD = IIVET GKO Dy GIRDI 


De la primera se deduce: 


IACOPO ADY ARI = GOPA GODY CR) 
= 1P (G Qy GDI 


y de la segunda: 


QAPAD yA RD = 7 1 P) yT Q) yq R)I. 
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IP. PAQ= GAIDYS PI=0QAP. 


YU. PAP= ] (0 P v(0 P) = 7 (q P)=P. 
IV”, Recordando III” se obtiene : 


PA(PVQ)= 1 .(71PV(1(P V9)M=1071Pvi71BA(719M 
= 1(1P)=P. 


137. a) La matemática es poesía o no es el Ebro un rio australiano. b) Dos igual a uno 
© no es uno igual a cero, c) El profesor es injusto o no me han suspendido en matemáticas. 

138, PV QAB)=(171Bv07190A4 (M1 IR = QAPAD 
(1RM1= TTBA (719) Y CIR = KC P A (19) v P) A (q RDI 
= Ii PyQT (PV R)I] = 1 i P VQ) AP) V R)]] =(PVOQ)A(P VR). 

139. Significa que en cualquier proposición en que figura como componente la proposi- 
ción A, podemos sustituirla por la proposición B y colocar el signo = entre las proposicio- 


nes que resultan, Así, por ejemplo, si «nubes blancas = ladrillos rojos», se puede escribir: 
el cielo está cubierto de nubes blancas = el cielo está cubierto de ladrillos rojos. 


140, a) Sustituyendo v, y, z, t por la siguiente proposición: 1 + 1 = 3, dos ángulos rec- 


tos son iguales, hace calor, llueve, resulta: (1 +1 =3 o dos ángulos rectos son iguales) y 
hace calor implica no llueve o 1 +1 = 3. 


b) Empleando las mismas proposiciones anteriores: no 1+1=3 y dos ángulos rectos 
son iguales implica hace calor. 


141. a) v(PV(T1P) =v(P)+0(7P)=%(P)+cv(P)=1. 
b) v(PACI P) =v(P).v(1 P) =v (P) . cv(P)=0. 
) v (A <-> B) = v [(A — B) A (B > A)] = v [A -> B] . v [B > A] 
=v(BV"]A).v(A Vv] B) = [v (B) + cu(A). [v (A) + cv (B)] 
=v (A). v (B) + cv (A). cv (B), 
luego si v (A) = v (B) se verifica que v (A «> B) = 1 y si v (A) + v (B), se verifica que 
v (A é— B) =0. 
d) v (AVB €> BVA) =v(AVB).v(BVA)+cvu(AVB).cv(BV A). Ahora bien, 
u (A VB) =v (A) + v (B) = v (B) + v (A), luego v (A V B €6—> B VA) =1. 
e) De v((AVB) V C] =v (AV B) +v(C) = {v (A) + v (B)] + v (C) = v (A) + [v (B) 


+v (C)] =v (A) + v(BVC)=v[A v(B vV C)], resulta que v [(A VBIVCE>A V(B v 
©] =1. 


H De v(A VA) =v{(A) +0 (A) =v(A) se deduce v (A VALIA) = 1. 

g) Dev(Av(A AB) = v (A) + v (AAB) =v (A) +1 (A). v (B) = v(A) [1 + v(B)] 
=v (A) se deduce que v (A V(A AB) <> A) = 1. 

h) De v[AA(B Y C)] = v(4).v(B v C) = v (A). [v (B) + v(C)] = v(A)viB) 


+ V(A)D(C) =v(AAB)+v(AA C) =v[(AA B)V (AA C)], resulta v (A A (RV C) 
<> (A AB) v(A a O] = 1. 


142, I ha sido demostrada en el ejercicio 141 e). II ha sido demostrada en 141 d). ITI ha 
sido probada en 141 f). IV en 141 g) V en 141 h). VI en 141 a), VII. v(T] (P Y Q) 
=Ccv(PVOQ)=c(v(P)+7(Q), luego v(7] (P Y Q)) es igual a uno únicamente cuando 
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v(P)=v(Q)=0 y vCIPA ]Q)=cv(P).cv(Q) es igual a uno únicamente cuando 
v (P) =v(Q) =0. Análogamente, v (71 (P A Q)) =cv(PAQ)=c(v(P).V(Q) y este va- 
lor es igual a cero únicamente cuando v(P)=v(Q)=1, y lo mismo sucede con 
v( |] PV 7109) VI v(P->Q)=v(Q V 71P)=v(Q)+cv(P), luego, v(P>Q)=1 
equivale a que uno, por lo menos de los dos valores v(Q) y cv (P) sea igual a uno, Si 
v (Q) = 0 deberá ser, por tanto, ¢v (P) = 1, luego v (P) = 0. 
143. a) verdad. b) verdad. c) falso. d) verdad. 
144. a) verdad. b) falso. c) verdad. 
145. I. P=>P. En efecto v (P -> P)=v(PV "]P)=1. 
I. P=Œ>Q y Q= P equivale a P =Q. En efecto, v (P > Q) =1, v (Q > P) =1, 
de donde v (P «> Q) =P > Q) A (Q -> P) =v (P -> Q). v (QP) =L 
HI. Si P=>Q y Q=>R se verifica que P=>R. En efecto, v(P -> Q) 
=0(Q Y 1P) = vQ) + cv (P) =1, v (QR) =v(R V"1Q)=v(R)+cv(Q)=1, 
de estas dos igualdadės resulta que uno, por lo menos, de cv (P) y v (R) debe ser uno, 
luego v (R) + cv (P) =1, luego v (R V`] P)=1, v(P>R)=1. 


$3. GRUPOS 


146. a) NE b) a(a(%.y),2)=0d(274+9,2)=4142y+2. c) a(x, a (y, 2) 
=2+0(y,2) =27+2y+2 d) a(0(4,9),)=(4+9)+% f) a (2, a (y, 2) =4+ (948). 
g) aia (x, y), a(z, t)) =(+N+(E+0D). h) a(a (a(x, y), 2), t) = i +y) + elt. 


17. ag =V7 -aaeh a= Vae =V Ys 5, 


z a(z,t) 


a(y,2) Vy 
aag =VY a = YT. seenam V Ve 


Y7 . a (a (a(x, y) 2),)=| ; 
Vi Wi 


148. Si. No, porque al par (2, —1) no le corresponde ningún número, ya que a (2, — 1) 


= y —1 no es un número racional, por consiguiente a no es aplicación. No, porque al 
par (1,5) no le corresponde ningún número natural, ya que a(1,5) = 1—3. Si. 


149, No. No. Sí. Sí. estas dos últimas afirmaciones se justifican viendo que cuales- 
quiera que sean los números racionales xy e y, a(x, y)=%+y+4 es una aplicación y 
que a (a(x, y), 23 =(X+y+0+24+4=x+y+2+8, y ar,a (y, 2) =7+(y+2+4) 
+á=xi+y+22+8. 


150. La respuesta es afirmativa en todos los casos. 
151. No. En efecto, a* f (x, y) = a* (+= +») =at -5 +1 


Fa(e,9) =187+)=x +3. 
152. Si. En efecto: a* f(%, y) = a* (mx, my) =mx+my=m(2+y) = ma (x, y) 


= ła (x, y). 
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1583, a) a” f(x,y) =0 (mx, myj=m xy, fa(a, y) =f(r y) =mxy, luego la res 
puesta es negativa. 


b) Si. a* f(x, y) = a* (47, ym) = rm yn = (x ym = f (x y) = fa (x, y). 


9 Si atey =l Yz, Vide Vi V7 =109) ae) 

Y Si. a* j (x, y) = a* (log x, log y) = log x + log y = log x y = log a (+, y) = f a (x, y). 

154. Sí. En efecto, fa (x, y) = nd, siendo d = m. c. d. (x, y) y a" f(x,y) =e (F (8 FOY 
=m. c.d. (nz, ny) = nd. ' ` 

155. Si. Puesto que a(ọ, Y) (4) =p (1) =p (mx+n+qg=pmsx+(pn+g)€ A, 

Si. Puesto que a (a(p, Y) 1) =(4 p), y si p (7) y y (7) tienen el significado del enun- 
ciado y [(4)=rX4+s (O p) (H=10Omx+(pn+g)=rpmx+rpn+rqg+s 
=rpimz +n) + (rq +s) = (04) (mx +n) = (04) o (7). 

No, puesto que fa (p, Y) (4) =f 0p) (7) =f omr + (pn+ 0) =1pmx+A(pn +4) 
+a y aje Heap HASN SHAME An + pu), pero fy) 
=APat+Ag+p, luego (fp) (Ama + An+ a) = Ap Amis An) tige A pm 
+ APRA AMH Agp. Para que f sea un homomorfismo se debe verificar: 


pmet A puar Aa rAqirp=Apmi+Apn+Ag+ p, 
de donde: 


QA—iApma + (à—ljàpnt+àp=0, 


para cualquier valor de m, n, p, q y x. Esto se puede conseguir únicamente si à = 1, 
p =0, que proporciona ia identidad. 


156, Si. No porque g (1) = mE N’. 

157. 1.9) Uniformidad. Sea x+ f= +f, y+f=y +f. Esto significa que s Ra” 
e yRy, o bien f(s) = f (7), 9) =F), de donde f (2) + 10) = F(4) +f O) o bien, 
por ser f homomorfismo, f (+ + y) = f (Y + y), que implica que z +y +tj=z +y 4f. 

2.) Si G es un semigrupo, se verifica: l 


Le +AtOtM+E+NA= +y (64 =(+ y) + 


=2+(Y+24+1f=(+pD+l+0+11=F6+p+10 +9 He 


158, Sí, puesto que si x,y € G, 1—y€G, +(1—Y)E€G y yr (1—yE€C. 
No, puesto que (1 + y) +2 = V023 A 
=Vza — y) 0i — a y s+o+h=s+yya A= VaV yi 8) 


159. No, puesto que si s' +m no existe ningún v tal que f(1) =mx=Y. 

Si, puesto que de f (4) = j} (y) se deduce que mx =m y, de donde x = y. 

160. Si. En efecto, a) f(my+ma8)=]f[m(y+38)] =y +8 = f(m y) + f(m s) 

161. 1) a) nm es una aplicación, puesto que v + f está univocamente determinado por s.. 


Dar y=4+3-i+f=(+pP4+0+/p=2(0)+w8(y). c) Dada la clase r +f se 
verifica que n (7) =x +f. 


2) a) b es una aplicación, ya que, si r+f=xY +f, se verifica que (4) = f (4). 
b) b es un homomorfismo, ya que b(+pP+O0+p0)=b(+N+AH=f6+9 
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=H)+f0=br+f+b(y+f). c) b es epimorfismo, ya que dado f (+) se verifica 
que b(x4f) = (+). d) b es isomorfismo, ya que de b(x + f) =b (y + f) se deduce que 
I) =O), luego r+j=y+/ 

3) Es trivial. 


162, En efecto, si w y w fuesen dos elementos neutros, sería: 


a(4,4) =4= 4. 


163. En efecto, si existen x’ y x” tales que a (x, x’) = a (x”, 4) = u, para todo v, será 
6(5",a(1,4)) = 8", a (0 (57,10), 0) =23,0(4,1) =4, 1 =4%, 

164. a) No. b) No. c) Sí. d) No, porque el cero no posee inverso, 

165. Se trata de biyecciones del conjunto 41, 2, 3,4] sobre sí mismo, Como el produc- 
to de aplicaciones es asociativo, basta observar que la biyeoción (1, 2, 3,4) es la identidad 
y que toda biyección posee una inversa. 

166, A es un semigrupo con elemento unidad y B es un grupo. 

167. n! 


168. (1234) = (1) (2) (3) (4), (243) = (1) (2) (8 4), (1123) = (1) 243), ((4123)) 
= (14832), (U38324) = (1) 23) (4, (1342D) =) (34, (432) = (1044 6), 
(4132) = (14 2) (8), (8124) = 139 (40, (3142) = (1842), (8412) = (13) 24), 
- ((43 12)) = (1423), (Q134) = (12) (8) (4), (2143) = (12)(34), ((2413) = 1243), 

(4213) =(143) (2); (2814) = 123) (4), (2341)) = (1234), ((2431)) = (124) (3), 
K428 D) = A 4) (2) (8), (8214) = (13) (2) (4), (8241) = (134) (2), (842 1) =(1324), 
((4321)) = (14) (23). 

169, Teniendo en cuenta la descomposición en ciclos del ejercicio anterior, se obtiene: 
1239) = (9) (2 8) (4), (1213)-010689.. (1423) = 0) (249 (23), (1123) : 
= (14) 13) (2), (1324) = (1) (28) (4), (1342) = (4) (28) (24), (1 432) = (1) (2 4) (63), 
(4132) = (14) (1213). (8124) = 1313 (2), (8142) = A8) A4 (12), (8412) 
= (18) (24), (4812) = (14) (12) 3), (2134) = (12) (8) (8, ((2143)) = (12) (84), 
(2418) = 1D (14) (13), (4213) = (14) (8) (2), (2314) = 02 (3) (4), (2341) 
= (12) (13) (14), (4431) = (1 2) (1 4) (3), ((4231)) = 14 (2) (8), (821 4) = 13) (2) (4), 
(8241) = 18) A4 (2), (8421) = 13) 0204), (48321) = (14) (23) 

170. El número de permutaciones que se descomponen en producto de un número par de 
transposiciones es igual al número de las que se descomponen en un número impar; ambos 
números son, por tanto, igual a la mitad del número de permutaciones. La descomposición 
no es única ya que, por ejemplo, (1) (2) (34) = (13) 14)(13) (2), o bien, (13) (24) 
‘= (1 2) (2 3) (1 2) (2 3) (3 4) (23). Toda transposición (4 b) se puede descomponer en pro- 
ducto de tres trasposiciones cuyo primer elemento sea el 1: (ab) = (14) (1b) (11) 
= (Lb) (La) (Lb); como la descomposición en ciclos es única y la descomposición de. ci- 
clos en transposiciones en la forma canónica indicada en el ejercicio anterior también y la 
descomposición de una transposición en producto de otras proporciona un número impar 
de ellas y para poder simplificar es preciso que aparezcan consecutivas dos transposiciones 


iguales, resulta que, mediante todas estas operaciones, no se altera la paridad del número 
de transposiciones. 


171, El número de transposiciones del producto es la suma de los números de transpo 
siciones de los factores. i 


172, La tabla es la siguiente: 
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173, a) No. porque el producto del primer elemento por sí mismo: [(123) (4) 
((1 23) (491 = (132) (4), no pertenece al conjunto H. b) No, porque el producto de los 
dos elementos de K no pertenece a K. c) Sí, porque el producto de dos elementos cua- 
lesquiera de L pertenecen a L, además pertenece el elemento unidad, y los inversos de 
cada uno de ellos también pertenecen al conjunto L. 


174. ¡Los subgrupos del grupo S de todas las permutaciones con cuatro elementos son 
los siguientes: A = { (1) 8 8) (9, 12369, 13029, 19023, 10234, (1)(824), 
139, 10619, 60124, 814, $123), (4 13}; B=-1(008668)4) 
(1268640 1309, 19023); C = 1009 6 4), 0231) 10629); 
D=(00086, 94139, 10619); E-10086, 6124, 8) (214); 
F-=-100006, (04123, 10213); CG=1(0830606, (1034, (11624) 
1006002906023; H=, 11431, 1946119, 840) 4), 
00819, 160 (19)3;1=21(00686, 68) 024, 33214, 6) 144), (8) (2) (14), 
844684143 ]J-100606, 6401235, 10413, 10623, 144 (1,3), 4643}; 
£=(006866, 1364, 1328, 144023, 13660, 100446864), (1423), 
132493; L=(00806, 1364, 1344, 19023, 13006, 10624), 
1234), (14323; M=(0066, 1364), 43(29, 14923, 1906), 
2306), (1243, 08342}; 51080468 0)j=1; N=10) 38) (4), a)y}; 
21004806, 19 QQ=i0 2) 8H dagh R=10 88A, (237; 
1=1(0006€, 29) U ={(1) 2) 6) (4. 60) 

175. 1.. Para que el subconjunto H de un grupo multiplicativo G sea un subgrupo de 
G es recesario y suficiente que: 


Para todo par de elementos x, y de H se verifique que x y € H. 
El elemento unidad de G pertenece a H. 


Para todo elemento v de H se verifica que 1-1 € H. 


0 » H 


2. Para que el subconjunto H de un grupo multiplicativo G sea un subgrupo de G es 
necesario y suficiente que, para todo par de elementos v, y de H, se verifique que + y-1 € H. 


176. M+ es subgrupo de M. En efecto, si 1, y E M+, se verifica que s = Sy 0 Sar 


Y = 5, 00. S yy) Siendo s, S simetrías axiales. Como el cuadrado de una simetría es la 
identidad, esto es, s? = s? = 1, resulta que 


yl=s 


, 
1’ 


. , . e, ER f 
mara Y PYT SS SeS go 
que es un producto de 2 (h + k) simetrias axiales, luego v y-1 es un movimiento directo. 

T es un subgrupo de M+. Puesto que toda traslación se puede descomponer en producto 
de dos simetrias, las traslaciones son movimientos directos. Si 1, y Tẹ son traslaciones 
definidas por los vectores libres a y h, la traslación inversa de ty eSt p Y TaT_p="Ta-p 
es también una traslación. 


G no es subgrupo. Ya que el producto de dos giros puede ser una traslación. 


G, es subgrupo de M+. Ya que el inverso del giro Ey es el Eo Y fọ Es = Eo es tam- 
bién giro de centro O. 


C no es subgrupo de M+, Las simetrias centrales son movimientos directos, ya que las 
simetrías centrales son producto de dos simetrias axiales de ejes ortogonales. Como la 
inversa de una simetria es ella misma y el producto de dos simetrias centrales de centros 
O y O' se pueden descomponer en producto de una simetría respecto a la perpendicular a 
O O' trazada po” O, por el cuadrado de la simetría O O” y por la simetria de eje perpen- 
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dicular a O O” por O”, resulta que el producto de dos simetrías centrales es una tras- 


lación. 


K 


LNI 


aN 


2N 


H 
7 


y 


q IX 
LAA 


> 


o 


Fig. 14' a). 


S tampoco es subgrupo de M. Ya que el producto de dos simetrias axiales no es otra 


simetría axial. 


177. El grato correspondiente a los subgrupos del grupo de las permutaciones con cua- 


tro elementos es el de la figura 14' a) y el de los subgrupos 
del ejercicio 176 el de la figura 14' b) 

178, Sea X un subgrupo de Z y sea v el menor en- 
tero positivo contenido en X. Todos los múltiplos de v 
pertenecen a X, luego si representamos por (+) el conjun- 
to de todos los múltiplos de +, se verifica que (r) c X. 
Sea y un elemento arbitrario de X y sea y=)px +a, 
o «gr. De yEX, PrEX se deduce que q=y 
—pY EX, y como + es el menor número positivo con- 
tenido en X, resulta que q =0, luego X = (+). Por con- 
siguiente, los subgrupos de Z están formados por los 
múltiplos de cada uno de los números enteros no nega- 
tivos. 

179, Un subgrupo es el (1), otro el Q*. Sea X un 
subgrupo de Q* distinto del (1). Sea €X, r+1. Si 


M 


Fig. 14' b). 


[+] es el conjunto de todas las potencias de exponente entero de +, [+] es un subgrupo de 
Q* y [FICK 
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180. S/A=1A,(12.A) S/K=xK,(132).K,d4.K) S/] =11,19).],Q9.J, 
(349.Jj S/B=1B,123.B,13).B,(149.B,(123).B,(124).B) S/C=1C,(123).C, 
149%.C, 1349.C, 12.C, 19.(123.C, 123 (142.C, (12 (134).C) S/N 
=4N, 19(89.N, 139(0249.N, 19(023).N, 239).N, (324).N, (134).N, (314).N, 
(1249.N, Q14).N, (123).N, (23D).N) 

181, M/M+ = { M4, s.M), en donde s es una simetria axial. 


182. S/A = {[1, (a b c), (a c b)), [(a b), (ac), (b 6)] } = SSA. 
S/B = {[1, (a b)), [a b e), (b e)), [ia e b), (a c)1), 
SB = {[1, (a 0)), [(a b e), (a ©, Ka cb), e)l} 
183. a) fyY=fr+fy. b) +N=f%.fy. o) fey =$. fy 
184. a) (+y) =83 +72 +y, f) +F) =8+++ y, luego f no es homomorfismo. 
D ge += (+y =83r+3y=g4+gy, luego g es homomorfismo 
A +y) = (ry = By HBr yy = hr) + h (y) +3 y+ ayz 
+ h(x) + h(y), luego k no es homomorfismo. 

185. 5i, puesto que f(x + y) = a*t? =ata* =}fx.fy, y ar esun número racional, 
cualquiera que sea el entero +. 

186. a) f es homomorfismo inyectivo, pero no es isomorfismo porque no es epimor- 
fismo, ya que 3 no posee original. b) g es isomorfismo. c) h es isomorfismo. d) k no es 
inyectivo, ya que k (+) = k (— x). e) l es un isomorfismo. 

187. a) Siendo 12 el número de elementos de A, la clase (12) A tendrá doce elemen- 
tos, luego en ella figuran todas las permutaciones impares, lo mismo que en A (12), luego 
1YA=A(12=(1A=A(13=... b) (1253D=((23), (243), 142, 139) 
1329D=((13232, (143), (349, (124)) y 1D=341 (19644 4324, 4423} 
son todas las clases de A/D. ¡Las clases de A\D son: D(123)=((123),, (134), (43), 
1429) D(132=((139, (143), 284), 142} y D.1=(1 42 (84). 13424), 
0113) 

188. Solución: 


D (123 D|(132 D 


D D ((123D|(132%D 


423) D | (123) D]| (132 D D 


(139 D|(1329D D (123) D 


189. a) in (f) = or (f); es consecuencia del ejercicio 187, en el que se ha visto que 
todo elemento + de A se puede expresar como producto de un elemento de D por ur 
elemento de B. 

b) f es una aplicación, pues siendo D un subgrupo de A, si y2 =x, y g =x, Y, y €B, 
2,8 € D, seria yz = y 7, luego yz e y'2' pertenecerían a la misma clase ¿D, de donde 

= y => 

c) f es un homomorfismo. f(x) = y, { (1) =V <D 8 = y8, K =y 8%, 44 =y8y s 
= yy (2), té € D, luego f(x4) =yy =j). ir) 
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d) Para ver que y.ker(f)->y es un isomorfismo basta observar que la tabla de 
multiplicar de A/ker (f) es la de! ejercicio 188 y es la misma que la tabla de multipli- 
car de B. 


190. Im (f) = (»), siendo (n) el conjunto de los múltiplos de n. Si f(+)=0, será 
nz =0, luego z=0; por consiguiente, ker (f) = 0. Luego Z/ker (f) = Z/(0) = Z. Por 
consiguiente, (8) da: 


Z a(n). 


191, 2) or) = ini. b) H= y ymn 2=PN+Y, yL 
y < nm, de donde y—y =(P — p) n, pero |y—Y' | <n, luego y— y =95=>y—9Y' = 0. 
9) e) =y, f)=y=>*=99n4+y, Y =P RH+ y, y<m y <a luego 1440 
= (p +pPn+y+y = (pp +0). +2, siendo y + y =an +z, luego f(x +) =x, 
pero 2 =y+y, siendo ésta la adición en K, y f(X+2%)=y+y=f0)+6). d 
æ € ker (f) <E> j (1) =0 <> 1 =pm. Reciprocamente, x = pn => f} (1) =0, x E ker (f). 
Luego ker (f) = (n), siendo (n) el conjunto de los múltiplos de n. El teorema de isomorfia 
proporciona: K œ Z/(m), puesto que f es un epimorfismo. 

192, a) or (p) =in(p). b) p) =7, p(A)=y=>y3=6xa1, y =ax al, luego 
Y = Y. c) q es suprayectivo, ya que dado xw se verifica que p(a-1xa)=+x*. d) p es ho- 
momorfismo. En efecto, q (+ y) = a {x y) 6-1 = a x (a-14a)ya1 = (a x a-~!) (a y a~t) =o (4) 
-p (y). e) ọ es isomorfismo. En efecto, # € ker p <=> ọ (+) =1, luego axra-l=1=>x 
=0610a=1. 

193, a) Sea H un subgrupo normal del grupo multiplicativo G. Esto significa que, 
para todo a € G, es aH = Ha, de donde a H o-! = H. 

b) Sea H subgrupo que se transforma en sí mismo mediante todos los automorfismos 
interiores, esto es, tal que a H a-i = H, de donde a H = Ha. 


194, a) Sea ọ un automorfismo de Z. Sea ọ(ł) =a. En el ejercicio 190 se ha visto 
que Z œ (a), luego para que (a) = Z es necesario y suficiente que 1 € (a), lo que equivale 
a a=1, a = -—1, Por consiguiente, los. únicos automorfismos de Z son: la identidad: 
p (7) =x y pi =—x. 

195, a)n! b) n. 


196. El primer teorema de isomorfia proporciona 


im o œ G/ker q, 


luego ord (im q) = ord (G/ker q). Ahora bien, como G/ker p está formado por clases que 
tienen todas tantos elementos como ker p y la unión de todas ellas es G, resulta que 


ord (G) = ord (G/ker q) . ord (ker q), 
luego 


ord (G) = ord (ker o) . ord (im p). 


197. a) Sea A H = *, H, e, + E, *,4,€ K. Será 1, =4,Y, yE H, de donde 
v=1 1, 1EK, ye. b) SieryEHNK se verifica que yH =y2H e y +y 

198. Sea q un endomorfismo de G. El núcleo de gp es un subgrupo invariante de G 
y si x+y€' mg se verifica que, en virtud del primer teorema de isomorfia. las dos 
clases Xkergp e yker gp son distintas, luego por el ejercicio anterior se verifica que 
ker ọ N im p=4e). Por otra parte, el ejercicio 196 dice que ord (ker o) . ord (im q) = ord G. 
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Sean H y K dos subgrupos de G tales que: a) ord(H).ord(K) = ord (G). b) H es 
subgrupo normal, c) H NK =(€]). De las hipótesis resulta que G/H < {7 H}, ek? lego 


G/H ha K, definido por h (x H) = x, x EK es un isomorfismo de G/H sobre K y ọ = kn, 
siendo n el homomorfismo natural G 2 G/H, es un endomorfismo de .G. 


Por consiguiente, si Hy ..., H, son todos los subgrupos normales de G, distintos de 
G y de {e}, y si n, es el número de subgrupos de G, de orden igual a ord (G) : ord (H,), 
-cuya intersección con H, es el elemento unidad, el número de endomorfismo de G será: 


núm. endomorfismos de G =1 + +++ 1. 


199, Utilicese la tabla de multiplicar del ejercicio 172, 

200. z”. am = xm E (x). Como G es finito, se debe verificar que +? = yt, p< q, de 
donde rt-? = e € (x). Suponiendo v +e, será q —P >1, luego ri-P-1 = x-1 € (4).. Si 
n es el menor número natural para el cual 4" = €, se verifica que (1?)-1 = x8-P? luego 
(7) es un subgrupo de G. De xP gt = xP+1 = 3% x?, resulta que (+) es conmutativo. 

201, Sean 2, £,€ Z. Si + es un elemento arbitrario de G, se verifica que (e, 2): 
=2, (4,0) = (12)=(,93, =(72)7, = (8, 2). El elemento unidad e pertenece 
a L, ya que ex = xe = xx para todo y. Si2€Z, de 217 =+w.2 se deduce: v z-} = g-1 x, 
luego s-1€Z. 

202. a) De xr +y=yw+xw resulta que 1 + H =H +x para todo subgrupo H de G. 

b) Es consecuencia inmediata de lo anterior. 

203. a) rE(MNM)=>r*=km, r=hn, luego z es múltiplo del m. c. m., y 
E(M). 

b) x€ (M)=>* = k M, llego z es múltiplo de m y de n y € (m)() (1). 

204, Para que (4) U (T) sea un subgrupo se debe verificar que la diferencia entre dos 
elementos cualesquiera del conjunto pertenezca al conjunto, luego como T y 4 pertene- 
cèn al conjunto, debería pertenecer también 3 = T — 4, y 3 no es múltiplo ni de 4 ni de 7. 

205. Recordando que d =am+'bn, siendo a y b números enteros, resulta que 
pd =(p6)m+(p b)n € (m) + (n), para todo entero p, luego (d) c (m) + (n). Por otra 
parte, de m=m d, n=" d, resulta que todo elemento rm + yn de (m) + (n) es de 
la forma +m+yn =(xmM+ywn%w)d, luego pertenecen a (d); por consiguiente, 
im) + (n) C (9). 

206. En virtud de las hipótesis y del ejercicio anterior, resulta que ($) + (q) = (1), y 
observando que (1) = Z, resulta que + =yP+2q. 

207. 2, y En (K) => n (2), n (9) EX'=>n (2) —n (y) E K'=Œ> n (1 — y) E K'=Z>2 —y 
€ n-1 (K”). 1 € H => n (7) es el elemento neutro de G/H, luego n(x) EK y r€n-1(K” 

208. a) rEntin(K) <=> n(r)En(K) S> J YEK tai que n(7)=n(y) => 
n (2 —y)=0 => r—yE€EH <> r—y=2€EH => 1=y+%, luego n-1(n(K)) 
CH+K. 

b rEeH+K=>"8wev=y+23 YEH, ¿EK => nr) =12n(y) +1. (2) =2(23€1n(K) 
=> rEn1(n(K)),, luego H+Kc 2»! (n(K)). 

209. Sea z el homomorfismo natural G>G/K. Dé H + K = n-! {n (H)) se deduce 
que n(H + Kj)=n (H), y como el núcleo del homomorfismo n’ subordinado por n en 
H +K es K el primer: teorema de isomorfia establece que n (H + K) 2H + K/K. Aná- 


logamente, el núcleo del homomorfismo n” subordinado por n en H es H f K, luego por 
el mismo teorema es n (H) x= H/H NK. 
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210. a) La adición es una aplicación de Gx G en G. b) KERERE E ECNE FEA] 
+ Epp E) = E, t Ip, Ip F, EYI) t Cpp) =U EY) HZ» E, HY) +E 
(Fa + Ya) + 24) = kx, + Y, + 2) T: + O, + 2), * + O, + 2,)) = Fp Fa +4) + SN + e, 
Y, + lo Y, +24) = Es Ty z3) + (0, Yo Ya) + E, Zy 2). c) Wo To za) + O. Iy yy 
= tx, +), *, + Y Ts +Y) = O, + o Y EF Y, + z) = Op Yy Ya) + (z, Fy z) 
d) (£i Zy E) + (0, 0, 0 = {rrp €) Wa Ago 7) A A) — A, —%,)= (0,0, 0), 
luego — (o Fp 5.) = (2%, — Ep —%.,). 

211, a) Lo demostraremos sólo para G,. En efecto, (7,,0,0)— (9,0, 0)= (r, —y,,0, 0) 
€G, b) Sea z, la correspondencia G— G definida del siguiente modo: r (x,, REA) 
=(+,,0,0). r, es un homomorfismo y T? ppr) =n m pr) (x,, 0, 0) 
= (4,,0,0), pero n, (4,,7,,7,)=(4,,0,0), luego r? Fyr) r (4,,%,,7,). Por 
tanto, m, es una proyección. Ahora bien, im (,) = G,, ker (r,) = H, siendo H el con- 
junto de todos los elementos de la forma (0, *,, x,). Por consiguiente, G =G, $) H. En 
H se define el endomorfismo Ta del siguiente modo: z3 (0, mr z) = (0, z, 0). Como antes, 
se ve que z, es una proyección e im (r) = G,, ker (r) = G, luego H = G, @ G, Por 
tanto, G= G QG G, 

212. Basta observar que la correspondencia G , => Z definida por (x, 0,0) — r es un 
isomorfismo. 


213. Sea g, =(1,0,0), g, = (0,1,0), g, = (0,0,1). Pondremos: n (1,0, 0) = (1, 0, 0) 


2 3?’ 


í 
+ 7 + (1, 0, 0) = (n, 0,0), siendo n positivo. Si n es negativo, n = — m, siendo m posi- 
tivo, pondremos n (1, 0, 0) = — m (1, 0, 0) = m [~ (1, 0, 9)] = m (— 14, 0, 0) = (— m, 0, 0) 
= (n, ü, 0). Por consiguiente, (4,,4,,1,) =%,8, +7,£,+%,£,, lego (8,,2,8,) Às 
un sistema de generadores. Si 7,8, +%,8,+7,8,=Y,8,+7,8,+,8, resultaría 
EREA z) = (4, Pa Yo). de donde 7, =,) %,= a 4, = Ca luego es una base. 

214. Sean {g.s gp} los generadores de G. Se define la aplicación G LZx. xZ 
del siguiente modo: f(s g, toe +2%,8,) = (4, +, %,). Se comprueba inmediatamente 
que f es un isomorfismo. 

215, m.c.d. (2, 4, 3) = 1. Sean, (a, 9 a,) y O, be b.) otros dos elementos tales que 
juntamente con (2,4,8) formen una, base, se verificará que, dado cualquier elemento 
LA, 4, %,), será (4,1%, %,) = (A Az, A¿) M, 


2 4 3 
M= 0, 2 a; 
Či da ós 


En particular: (1,0,0)= (aj: a, aa) M, (0,1,0) = (8,,8,,8,)M, (0,0,1) = (Y Yp Ya) M, 
de donde 


1 0 0 Qi Ag Og 
I=P 0 1 =] ĝ; Ba Bs M, 
0.01 Yo Te TY 


lo que prueba que | M | debe ser +1 y esto exige que el m, c. d. de cada fila y de 
cada columna sea igual a 1. Si | Mj¡= 41, el sistema (4,,*,,4,) = (A; Ap A) M po 
see solución siempre respecto de las (A). Una solución es, por ejemplo, (2, 4, 3) (1, 0, 0), 
(0,1, 1). 
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i 216, Calculados los valores de a, b, c, d (véase el ejercicio anterior), se obtiene: 
u (a) = 2, v(b) = 3, v (c) =3, v(d) =4. Por consiguiente, a=24, b= 8b, c=3C, 
d=4d. Se verifica que v(a)=2, v(b)=3, v(c) =3, víd) = 4. Por consiguiente, si 
Y =(4,%,%,,%, es un elemento arbitrario de L” se verifica que + =4,6 +A, b 
HAc HÀ, d, de donde v (z) = m. c. d.. (à 0, +24,b,+2,€, +2A,4, A, 4, + Àb, 


+A, dy) tu, (A, a, HALD, + Ag C, HAGI) = A, (4,6, + 4,0, +, a Tu, 0) +A b, 
+A, b, +4, b, +A, b)+ A, (a, CA A ca) + A, (a, A PA, d + hy d, +4, 2). 
Como el coeficiente de A, es múltiplo de y (a), el de Az múltiplo de v (b), el de A, de v (c) 
y, el de:A, de v (d), resulta que el valor mínimo de y cuando y recorre L’ será mayor o 
igual al m. c. d. (v (a), v (b), v(c), v (d)). En nuestro ejemplo es m. c. d. (v (a), v (b), 
v (c), v (d)) = 1, luegoel valor minimo será 1 si se pueden calcular Py» Pg Pg B, de modo que 


Py =P,0,+ 4,0, + 4,0, + HU 
b, =B, b, +00, + d+ by 
Pa = Hy Ea F Bg Cg E Hg Cg FH Ep 


P,=14,%,+u,0,+1,d, Hyd 


a 


y que $ P, Py P, sean primos entre si. Pongamos $, =2, $, = 3, $, =3, P,= 4, y se 
obtiene : 


2=2, -+ 6n 2=2p, + 6 

3=31 +61, — La, 6=6p4 +18 4, 

3=31,—61,+30p, Y) 3=34 +64, —124, 

4= 4a, +Ba, 4= ta, +12, 
1l=A +34 


po l=4 +22, —42, 
1 a Ha +3, 
a =1—3m, 
ed ls 7 p => m =2 51 =-2 4, =1, 4, =—8. 
61, =2—T a, 
Como ce es combinación Húcal de a y b, bastará tomar como generadores de L' a, b y d, con 
lo que de 


1=2+3-4 


se deduce que A = 1, A, = 1 A, = —1, luego un elemento de L’ de valor máximo es 


2 
ii 


,'= a +b —d = 42, 0, 6, 0) + (3,6, — 12, 0) — (0, $, 0, 12) = (5, 2 — 4, — 12), 


y v(4,) = 1. De aquí resulta que 


1=(D).5+40.24+ -D)-8)+0. 12. 
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Sea 4, = (=1, 0;— 1,0). La aplicación u,“ de L en Z definida por u,* (4) = — 4, —4% 
es tal que u,* (4,)=1. Consideremos el endomorfismo m de L definido por ,r (4) = (u,* 1) 4, 
Se verifica que x? (1) =n ((x 4)) = n [(4,* £) 4,]=(4,* 1) 7 (4,)=(4, 1) (4, 4,34, =(4,7)u, 
= q (+), que prueba que r es un proyector, luego: 

L = im (7) Y ker (r). 

Sea y un elemento arbitrario de ker (1):. y =-(Y,> Yy Yy Ya) Será z (y) = (— Yp — Yy) “= 0, 
luego Y =I Por consiguiente,.. y Eker (1) <> Y = 0, Yo Yp y) Impongamos 
la condición de pertenecer y a L’; y=ma+nb+pd, siendo m, n y p números. Por 
consiguiente : y = (2m, 0,6 m, 0 + Bn, 6n, —12 n, 0) + (0, 4p, 0, 12) = (2m 432, 
6n+4),6m—12n, 127). Para que € ker (r), será: 6m— 12n = —2m— Bn, de 
donde 8m =9n y m =9k, n = 8 k, luego los: elementos de L’ f) ker (z) son todos aque- 
los de la forma: 


a) y = (42 k, 48 k + 4p, — 42 k, 129). 
El valor mínimo de y será mayor o igual a 2. Para k = 1, p = — 1, se obtiene: 
v, = (42, 44, — 42, — 12) € L’ f ker (a) 
y v(v,) =2. Sea 
u, = (21, 22, —21, — 6), 
será v (4,) = 1, de donde: 


1=0.24+1.2+1.(-2) +0(0); 


luego si ponemos 4,* = (0,1,1,0) y consideramos la aplicación 4,* de L en Z tal que 
4%, (4) = U.x, +1.1,+1.%, +0.x, =r + y el endomorfismo de L: x (7) 
=(u," x) Uy) Se verifica que 72 (13) =0" (1 (1))="" [(u,7 r) 4,]=(u,* a) (a (4,)) =(4,* 4) (u,*u,) e, 
= (4, 1) 4, = n (1), luego ”m es una proyección. Por consiguiente: 


L = im (7) Q im (r) @ (ker (7) f ker (m)). 


Sea y € L f ker (n) f ker (7). Por pertenecer y a L“f) ker (r) será de la forma (1); 
por pertenecer a ker(w) debe ser o=.8r"(y)=(4,*y0,=(6r+4)p)u,, de donde 
2f =-—3k y, por tanto: 

(2 y = (42, 42, — 42, — 18) k. 
De (2) se deduce que el elemento de valor minimo de L’ f) ker (m) f] ker (7) es 


v, = (42, 42, — 42, — 18), 


y se verifica que v (v,) = 6, luego: 


es tal que v, =6u, y v(4,)=1 


86 $ 3. Grupos [Capítulo I] 


Sea, finalmente, y € L f) ker (x) f ker (r) () ker (1), siendo x” (Y) = (4... y 
u,* (4) = (—D)r, +21, Por consiguiente, se deberá verificar : 


o 


=* 0) =—Y,— Y, 
o=u t= y+ 9, 
o= ut )=-—)3, +2), 

de donde y, = 2y Y, = 2ye Y, = —2y,. luego 


y =(—2, —2, 2, 1) t 


{— 2, — 2, 2, 1), se verifica que 


ii 


Poniendo A 
6) B= (4,4, 4,4) 


es una base de L. Puede comprobarse del siguiente modo: 


3 2 — 6 —12 

21 2 —2 —6 E 

T T — T 3 
= Y — 2 2 1 


A su vez, B'= {u , 2u, 6u, } es una base de IL”. Por consiguiente, f 
f, = 6. Obsérvese que f, |f,|f,- 


¡LAA 

217. En virtud del ejercicio anterior, se podrá tomar como base de L la (3), y como 
base de L’ la B”=(4,,24,,64,). Sea M = Z/(2) 0 2/6) HZ y sea y el homomorfis- 
mo L/L' >M definido por p [(*,,7,,7,,7,) +L] = (2, + (Q), %, + (6), z) q es una 
aplicación y gp ty tpr) AL] + o Yy Y ID HLN = pi +9 Ft Yy 
£E Yo A AY) + LT, +Y) 4) (Hy) + 6), (4, +3) = (4, + (2), 7, O, r) 
+ 0,70 y, +06), 9)=Q 14,7, 7) + LU 14010 Y Yyy) + 11, luego g es 
un homomorfismo. q es epimorfismo, ya que dado (s, + (2), +, + (6), x,), si z, es cual 
quier entero se verifica que p[(*,,x,,+,,%) + 1] = (4, + (Q), 7, + (6), r) p es iso- 
morfismo, ya que de p[(*,,%,,7,,1,)+'L] = p [0 Yy YI) +1] se deduce que 
(7, + (2), 1, +16), r) =0,+ 0), Y, +16), y), de donde x, + (2) = y, + (2), 7, + (6) 
= y, + (6) y 7, =y, luego y,=1,+2%k, y, =%, +6h, luego: 


Op Yy Yy) tU =p, +2k, z, +6 h, z) + L = EE Fy Zor) +L]+ 
+O, — zp, 2k, 6h, 0 +1] =(*,,%,7,%)+L. 


218. En virtud del ejercicio anterior, basta probar que Z/(6) =Z/(2) GQ Z/(8). Sea 
x +(6) un elemento arbitrario de Z/(6). Por ser 2 y 3 primos entre sí, se verifica que 
1=8—2, luego r=3x—2x, Pongamos p(r+(6)) = (3x + (2), —27+(3). y es 
una aplicación. Sea x4+(6) =y+(6) <D y=x+8k, será p(y+6=(By+0, 
— 214 (8) = 87718 £4(2), —27 —12£+(3)=(Bx4+(2), —27 + (3) =p (+ + (6). 
Es inmediato que ọ es un homomorfismo. gp es un epimorfismo. Sea (v + (2), y + (3) un 
elemento arbitrario de Z/(2)H Z/(8); veamos que existe un entero z tal que 3z + (2) 
=1+() y —224 (3) =y+(3), esto es, 32=x4+2k, —22=y+3h, de donde 


B3:—2k=x, Br—2r=x 3(1+2k)—2(r+3k) =x, 


` pero ñ i 
22+34=—Y, 2y=2y==y ? 2 (y +31) +3(2y—2h)=-—y, 
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luego bastará que sea ¿=vY+2%k=y-+3h, o bien, —y=3kh—2k, luego kh = k. 
=1—y, 2=3x —2y. Efectivamente se verifica que p (3 x — 2 y + (6)) =(9 x — 6 y + (2), 
—644+4y+(8)) = 0740), 197+08)=(1+ (2, 1 +0)+(8x+(0, 3y+() 
= (4% + (2), y + (8). p es un isomorfismo. En efecto, sea p (xr + (6)) = p (y + (6)), esto 
es, Br + (2), — 2 + (8)) = (39 + (2), — 2y + (8)), de donde 3 (7 — y) = 2k, 2(x — y) 
=3 h, de donde z — y € (2) y (+ — y) € (3), luego r— y € (6). 

219. Por ser p y q primos entre sí, existen enteros a y b tales que 


(4) l=gap+bq. 


Sea 1 + (p q) un elemento arbitrario de Z/(p q). Se define la aplicación gp de este grupo 
en si, del siguiente modo: p (xr + (f 9)) =xap + (P q). p es aplicación, ya que si x + (p q) 
=Y+(Pg) será y=x +kpg, de donde (y + (pg) =ra0p+kappa+ (Hg) = rap 
+ (pq). p es un homomorfismo y por tanto endomorfismo. g es un proyector, ya que 
p? (7 + ($ g)) = pip (7 + g) = p[rap + ($ q)] = +02 p? + (Pq), y de (4) se deduce 
que ap =a p? +abpq, de donde xalp2+(pg)=rap—rabpg+(pg)= wep 
+ (P 9), luego y? (+ + (p 4)) =xap + (pg) = p(# + íp q)). Por consiguiente, 


(5) Z/(b q) = im (g) @ ker (g). 


Ahora bien, im (4) =Z/(q). En efecto, definimos f [xa p + (p )1 = + + (4). Sixap+ ipaq) 
=yap+(pq) será (r—y)ap =hpq, y de (4) se deduce que r — y = (7 —y)ap 
+(r—ybg = (hp + 40) 9 € (9), lego x+ (9) =y+12) y frap + 091 
=flyap + ($ 9). f es homomorfismo. f es epimorfismo, ya que dado + + (q) se verifica 
que f [rap + ($ q)] = + + (9). f es isomorfismo, ya que f [xap + (p9)1 =/[y a? + (2 91 
implica que x + (q) = y + (q), de donde y=x+hq, e yap+ (pg) =ap+hapqg 
+ (pg) =x ap +(p q). Finalmente, ker (p) =Z/(p). En efecto, sea. + + (9 q) E ker (p), 
esto es, p [x + (pq) = xap+ (pg) = (pq). De (4) se deduce que xr =xap4+xbq, y 
y como vap = hpg, seráx=hpqg+<0ubq esto es, x + (pq) € ker p <=> x € (q). De- 
linamos: g(x +(pq) =++(P). g es, evidentemente, un epimorfismo, Es isomorfismo, 
puesto que g(r + (4) =£ (Y + (P9) => + —YE(P), y como rx —yEl(g) y HN) 
= ($ q), resulta que x—y€(P 9), luego x +(P 9) = 9 + (9 9). 
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220. Sí. Conmutativo y con elemento unidad. Sí. Conmutativo y sin elemento unidad. 

221. Sí. El elemento unidad es el polinomio 1+0x +... +0x%, que se acostumbra a 
representar simplemente por 1. 

222. No, porque el producto de dos polinomios de grado n es un polinomio de grado 2», 

223. Si. 

224. a) 1*+y* es un endomorfismo. En efecto, (1% + y*) (7 + y) = «* (x 4 y) 
E ER A aty) t E AR ty yty) = a*a) 
+ (4* + y*) y. (Obsérvese que la primera igualdad es verdad por la definición de adición 
de homomorfismos. la segunda por la propiedad de los homomorfismos, la tercera por la 
asociatividad y conmutatividad de la adición de números enteros, y la cuarta por la defini- 
ción de adición de homomorfismos. 

b) 4 (y* 42%) = (4? + y?) + 2*. En efecto, para probar esta igualdad hay que pro- 
bar que el homomorfismo del primer miembro transforma cualquier número entero x en el 
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mismo número que el homomorfismo del segundo miembro. [x* + (y9*4+:2]x=x**xw 
E A A CA E CA O E ata m a 
+ y*) + 2*] x. (Digase por qué son verdad cada una de las igualdades anteriores.) 

c) s*ty*=y*+4*. En efecto, (2*4y%) 1=1ti4y x= y ay try) a 

d) Sea o* la correspondencia que hace corresponder a cada número + el número cero: 
o"x =0, Esta correspondencia es un homomorfismo, ya que o* (x + y)=0=0+0=0*xg% 
+ o0* y. Se verifica que si r* es un endomorfismo arbitrario, es 1* + 0* =x*. En efecto, 
(r*+ o*r = try otr=zrtr+o=axa*x, 

e) Dado el endomorfismo x*, consideremos el endomorfismo — r* definido del siguiente 
modo; (—x*%)x =—(+* x). Demuéstrese que —w* es un endomorfismo. Se verifica que 
[+] r = rt rt (arar 04 [— (1 1)] =0=0*, luego 4* + (— 4%) =0*. Al 
homomorfismo — x* se le llama opuesto al homomorfismo x*. f 

f) y*x* es un endomorfismo. En efecto, (y* 4%) (x + y) = y* [#* (x + y)] = y* (#* x 
+ * y) = y lata) t y* (y) = (ya) + (y* x") y. (La primera igualdad es verdad por 
la definición de multiplicación de endomorfismos, la segunda por la propiedad de los homo- 
morfismos, la tercera por la misma razón y a cuarta por la definición de multiplicación de 
homomorfismos.) 

g) El producto de aplicaciones es asociativo, luego también lo es, en particular, el de en- 
domiorfismos. 

h)) Sea 1* la transformación de Z entre Z definida por 1* x =x para todo x € Z. 1* 
es un endomorfismo y se verifica que para todo endomorfismo x* es: (1*.1%) v = a* (1* v) 
=%x y lar 1 (Ai) = 0x0, 

i) Sea «* un endomorfismo arbitrario; sea «* 1=m, se verificará que 4* =x* (14...+1) 
= xn, cuando Y es positivo, y 0=x* (0) =x* (1 — x) =x*x 4 x* (— x), de donde 
or =—x==—nr=n(—4). Si y*1=m, se verifica que (y*x)x=mnxw 
=nmx = (x* y*) x. 

225. De y+o=y se deduce (y+0o)r=y x, yx+ox=yx, ox =0. De o = x (y + (— y) 
= y +x (— y) se deduce que x (— y) = — (1 y). 


226. Basta observar que HL + Ea a aatas, y que E E A, 
a h $15 5 $ $15 

227. En virtud del ejercicio anterior, basta ver que si s, y s, no son divisibles por p, 
tampoco lo es S, Sy Por ser p primo. 

228. Si, puesto que la diferencia de dos múltiplos de m es otro múltiplo de m y el 
producto de dos múltiplos de m es un múltiplo de m. 

229, Si, por análogas razones-a las del ejercicio anterior. 

230. f(,2) = (8, 6), /(8, 5) = (9,15), f(4, —2) = (12, — 6). 

23L a) f es un homomorfismo, ya que es aplicación, y f [a + 0,1 +... +4, 4") 
Hte tbn) = f[(0, + b) t (AH) t oe t (On tma t o t 0 0] 
= (8, + by) + (a, + bm + e + (6), + Op 77 +.. 4 0, m = (a, +amt + a, m”) 
Htoo mt.. + b, mm) = fata sr +. +0.) + f(b, +... + b, 27) (supo- 
niendo que m < n). Análogamente, f [O + 0. +0, 9) (0, + +0, 17] =f(o, d+. 
+ ap bp TH”) WD Ho Hap bp MMH = (a, +o + a, M”) (b, + +0, mM) = fa t 
+a, 17), Fiba to t b, xm), 

b) g no es homomorfismo si nÆ +1, porque g(7).g (y) =n2x y, g(Xy)=nxv y. 

Cc) h no es homomorfismo si n»+l, porque h(r+y=(7+y9% y h(2)+Ah(y) 
= M4 ya 

d) j es homomorfismo, puesto que es aplicación, y J lla, +...+0, t b, +. dy 10)] 
=j (8, ++ 0,434], +. + 0d, 17) y TIA, + t 0.4%) (0, +... + b, 1")] 
=J (4,4 .-4+440,2), J(b +. +0, 4%). 
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232, Si q es un número racional arbitrario, se verifica que He =) = q, luego im (f) = B. 
m 


Sea (x-—m) el conjunto de todos los polinomios de A múltiplos de x—m. Sea p (x) 
€ (4 — m). Será p(x) = q (1) (x — m); de donde f(b (7) = f {q (2) (1 —m) = f(a (5) 
tix — m) =q (m).(m-—m) =0, luego p(x)€ ker (f) y (r—m)cC ker (f. Sea p(x) 
€ ker (f), será f(p()) =0, o sea, p(m) =0, luego p(x) es divisible por r—m y $ (x) 
= q (4) (x — m) € (r — m), luego ker ($) œ (+ — m). 

233. f es una aplicación, f(P(4,9) + (9) = p(%,0) + 9(4,0) = Fy) 
+09). FEY) [= pE ogh o) = EOE y) - Fay) Sea pir, y) 
E ker (f) <> pr, o) =0 <=> p(t, y) = y .9(%, y), luego ker (f) = (y), siendo (y) el 
conjunto de todos los múltiplos de y. Es inmediato que im (f) = al conjunto de polinomios 
con una variable, 

234. Es consecuencia de (6). 

235. a) o=x—*rE€l<=>xeRx. 

bd Ry <> —yEl=>y—1€l <> yR 

e) RyAyRz <> a—y€El, y—2:€6l => (1-9 +(Y—2%)=9—2€l => 
Re. 

236. a) Uniformidad de la adición: v tI=s r +I, y+l=syýy +I <> r—reél, 
YY EL=E> tr tyy El =D rty ELD ay lo= yI 
<> E-xD+GO+D=(F+D+ (y + D. 

b) Uniformidad de la multiplicación: ++ 1=x+Y+l, y+1=yY+1 <> r—vel, 
IIIYEl<>2 tar tuU, yay 40) 4UMUEl D xy=Yr y +4 rU+ uy uv => 
ry—r y = (4 v+uv) + uy”, El paréntesis pertenece a I, pero, en general, no pertenece 
4 y”, luego la multiplicación no es uniforme cuando I es unilateral; sí lo es cuando I es 
bilátero; no ofrece dificultad demostrar que en este caso A/I es un anillo. 

237. A las clases 0-4 (5),...,4-+ (5) las representaremos simplemente por (0,..., 4). 
De la definición de adición se deduce que si representamos por + la adición en Z/(5) y por 
+ ala adición en Z, análogamente representamos por . a la multiplicación en Z/(5) y por 
x a la multiplicación en Z, será: ++3y=(+(06)+0+060)=x+31+0 = 2 +() 
=g, siendo r+y=5q+% 0<:<5. Análogamente: x.y =(+4+5).(y+5)=" 


Xx y + (5) = z + (5) = z, siendo rx y =5q +2, 0<:2<5. Según esto, se obtienen las 
siguientes tablas : 


ADICION 
MULTIPLICACION 
olı 
—— 1| 2 |34 
o | opa EEEN A EE 
m A E ja 
pija —— == 
— e 3 iZ [— 2121411 j3 
2 | 2 | 3 —— KAE 
— — sjajijajze 
3 |3] 4 — 
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238. Teniendo en cuenta lo dicho en el ejercicio anterior, resulta : 


1 9 10 11 
nta e lals lolo la 
ela lalolo aaa 
sa alelo 
sa cola leo tao 
slo colma loe lr 
e |6 lolo 
7 7 a 10 5 
s |$ ofseta. 
o|o afele. 
10 10 e 4 a 
11 11 3 2 1 


239. a) En la tabla del ejercicio 238 hay ceros que no figuran en las otras tablas de 
multiplicar (excluido de ellas el producto por cero). 

b) Las filas de los números 1, 5, 7, 11 son las únicas filas de las tablas sin ceros 

c) Si, el 6. 62 =0, 

d) Si: 42=4, 92 =9. 

e) Si: 2.7=2;3.5-=3.9=3; 4.4=4.7=4.10=4; 6.3=6.5=6.7=6.9 
=$.11=6; 8.4=8.7=8.10=8; 9.5=9.9=39; 10.7 =10. 

f) No; de 5.u=5 => 4=1, análogamente, 7.4=7 => 4=1, 1d.4=1 => 
* =1. 

g) Primos entre si, 

h) No primos entre si. 

240, Adición. I. Asociatividad: [(%, y) + (r, yY] + (4, y) = (r +r, y +y + (y) 
= (Hr) OHNA (4, y AY) = E) + (444, 
Y + Y = (r, y) + [(4, y) + (47, y) (Indiquese la razón que justifica cada signo de 
igualdad empleado en la demostración anterior.) 
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IH. Conmutatividad, trivial. 


lI. Elemento cero, El elemento cero es (0, 0), ya que (+, y) + (0, 0) = (+, y) para todo 
elemento de A. 


IV. Elemento opuesto. El elemento opuesto de (x,y) es — (7, y) = — +4, — y). 

Multiplicación. V. Asociatividad. Demostración análoga a la de la adición. 

VI. Conmutatividad. Demostración análoga a la de la adición. 

VII. Elemento unidad. El elemento unidad es (1,1), ya que (x, y) (1,1) = (, y), cual- 
quiera que sea (r, y). 

Vl[I. Distributividad. No ofrece dificultad. 

241, a) Los elementos de la forma (x, 0) ó (0, 7). 

b) >, precisamente los anteriores, ya que (+, 0) (0, y) = (0, 0). 

c) Si, los elementos (1,0) y (0,1) tienen la propiedad de que (x,0) (1,0) = (+, 0), 
(0, 7) (0,1) = (0, +). En general, (4,0) 1, y) =(+,0) y (2, 00, 7) = (0, 2). 

242, a) Son divisores de cero: 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10. 

b) Son nilpotentes: el 6, 

c) Son idempotentes: 4 y 9. 

d) Son unidades parciales: 3, 4, 5, 7, 9, 10, 11. 

243. Los divisores de cero son: 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 
24, 25, 26, 27, 28. 

244, Si m. c. d. (mua =d+1 y n=0"Wqd, será 0(<  <mum y mn =n=9, Si 
mp=0, <m<n 0<p<m es mp = kn, sim fuese primo con n sería k = hm, 
luego $ = hn >n, contradicción. 

245. Que todo divisor primo de » figure en la descomposición factorial de m con un 
exponente mayor o igual a la mitad del exponente con que figura en n. 

246, Que mim—D =k£n, 

247, Sea z+ yi su inverso. Se verificará (a + bi) (r +y10)=axr—by+(ay+ bx) i 
=1+013, luego ar —by=1, ay+bx=0 <=> (a + b2)x = a, (a2 + b2) y = — b, de 
donde x + y: = > es el elemento inverso de a+ bi. 

248, f es una aplicación y, evidentemente, un homomorfismo, p(x) € ker (f) <> 
Hb (2) =0 <E> P()=0. Luego si p (7) = (8, +0,2? +.. + ap 42) + z (0, 40,0% + 
e + ana 720), de 0, ta i 4d... + ay i2k = 0, se deduce que 0, +a, 7? +... +0, 42k 
es divisible par 12 +1, análogamente, de a, + a,i? +.. + ap 7 =0 se deduce que 
0,+0,%2%+...+0,,,, 12h es divisible por 2 +1, luego $ (4) = q (1) (72 + 1). Recipro- 
camente, si p (7) = q (2) (42 +1) será f ($ Œ) = 90 (2 +1) = 0, luego ker (f) = (9241). 
La fórmula (9) proporciona, teniendo en cuenta que it (f) = Q [1], que 


Q la Q eNe + 1). 


249. Sea f(p(+)) =P (i). f es un epimorfismo. Como en el caso anterior, se ve que 
ker (1) = (12 + 1). 

250. Si Z/(p) es entero, 1,y€Z AP) => #y+0, esto es, O< <p, OLYL? 
=> z y + kp, luego p es primo. Reciprocamente, si p es primo. Z/(p) es entero. 

251. No, puesto que [(+4— 2+(12 —5r+6)] [r — 3)+(4? —5 246)] =(+ — 2) (r — 3) 
+ [(2— 5r + 6)] = 323 —'5r + 6 + (12— 5r +6) = 0+ (42 —54 +6) es el cero de 
Q [41/(42— 5x7 +6) y 2-2+ (r2--5r4+6)+0, x—34+(12—5x4+60)+0, ya que 
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£—2+(12—544+6)=0+ (12-57 +6) <> 12€ (12—54 + 6), de donde + —2 
= (8, +. + a, 2") (3—5 +6) y el grado del primer miembro es uno, mientras que 
el del segundo es mayor que uno; análogamente, se ve que r—34+ (2 —5x +8) +0. 
Sí, porque de [$ (27) + (42 — D] [q (4) + (4? — Y] = 0 + (#2 — 2) se deduce que 
p (2) q (2) € (42—9), o sea, que $ (+) q (+) = k (7) (+2 — 2), siendo E (x) un polinomio.. 
Poniendo p (4) = p (42) + xP" (22), q (2) = y (42) + 7 q” (72), en donde P'(+?) contiene 
todos los términos de grado par de $ :(+2), y x p” (12) los de grado impar, y análogamen- 
te q (12) y xq" (2). p (22), p" (2, q (42) y y" (7?) serían polinomios en 2, Ahora 
bien, p (s) g (4) =P (72) g 4) + #2 p” (#3) g” 03) + r (E (2) 4 (8) + (dc) y 
¿Wat = k (7) (42 — 2) significa que al sustituir 42? por 2 se anula $ (+) q (7), luego 
# (Dg (D +2 (Dg =, "OF + 074 B)=0. Si p + P-2 +0 
+ (12 — 2), p(r) € (+2— 2), luego uno, por lo menos, de los dos números $” (2), $” (2) 


será distinto de cero. Si $” (2)+0, la primera igualdad proporciona g’ (2) = — Ae 
: mn — 26 1998 _y 14*0)-22 017" (2) _ 
y sustituyendo en la segunda :p” (2) g” (2) -Foa 7 0, 0) =0 


=> [p (2) —2p"2 (2)] q” (2) = 0. Si fuesen 2 (2) = 2 $”? (2), multiplicando ambos miem- 
bros por el cuadrado del mínimo común múltiplo de los denominadores de los coeficientes 
de #' (+) y de p” (1), se obtendría p,? (2) = 29,2 (2), en donde $”, (2) y rA (2) serían 
números enteros; ahora bien, en $, (2) figuraría 2 con exponente par, y en 2),"2 (2) con 
exponente impar, luego p2(2) —2$2(2+0 y por tanto q” (2) =0, y la primera ecua- 
ción daría $” (2) g’ (2) = 0, de donde g'(2) = 0, lo que prueba que q (+) = g'(x) + x g” (+) 
€ (42 — 2). Análogamente se razonaría si fuese $” (2) + 0. 


252, El algoritmo de Euclides se dispone del siguiente modo: 


A A A A A 


A A e 


luego m. c. d. (252,186) =6. De 


54 =4. 124 6, 
66=1. 54 +12, 
186 =2. 66 + 54, 
252 = 1.186 + 66, 


se deduce: 


6 = 54 — 4 . 12 = 54 —4(66 — 54) = 5.54 — 4 . 66 = 5 (186 — 2 . 66) —4 66 
= 5.186 — 14 . 66 = 5 . 186 — 14 (252 — 186) = 19 . 186 — 14 . 252, 
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luego 
6 = (— 14) . 252 + 19 . 186, 


de donde m = — 14, z = 19. 
186 
253. Teniendo en cuenta el ejercicio anterior, es M = 252. == 252 . 32 = 8064. 
254. Como el máximo común divisor se calcula salvo un factor numérico de propor- 
cionalidad, se pueden multiplicar los polinomios por cualquier factor numérico: 


3 1 3549 
ln — — k —— < maer 
3x? — 2x 7 4x- 36 350 * 360 
12s Brip] dattet agr 360 x + 309 
309 
— 124 69a |A] ze 
— 8st — 6—5 rA] 3684 36% 4-3 359 Lu 
8st p46 | — 36x3- 324 x 4306 30% 2 
O O 359X309 
68-446 4 360 æ + 309 (36072 
+64 +set _ 4959 
129.600 
PEETRE 
Por consiguiente : 
3549 4959 


17 1 
(e0 = + 300) (Fat — 23600) — 125000 


xi — 9 g — — = 
2 


Arip p2s+8= (2-9-7) (4 x + 36) + (360 x + 309) 


12r anio 4 lr) far 21— E E, 
de donde: 

0 =* 29H 00. + 300) ( 5" — oy 
0-0. P[ar+2r+2-— (+ 9.) as +20] (35 + so 
= ("21 *- 3000) (9 5) -hr a) 47 +25 +9 
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1 309 3549 3 
ali o NE e Ba—2 
las + 32400 * s)| +2:+3) di 7) 
— 2 ¿+40 +0] - (+ 29509) (413 421 +3) 
1 549 11967 42837 194925 
= [| — AEE, A E A e — ——_—— o (4 3 2 
la 10800 * 4050 30” 00) PUEDES) 


1 309 3549 
=b— yt — A x — j (12 r5 8444 44244), 
(o7 32400 * 3000) C7 O 


de donde: 


1 (640, 1648 55984 


1648... 55881 sara 1 
501 * 7 1653 * a APD 


380 ,_ 652 ._ 127648 1713480 194925 


Ur A er + 2r+ 0 
255. 
rn—3xr +10 z +3 
15--2114 218 de + a 44 2 143 | 12—21x+1 
—iói 24 5ri— 342 — r3 2 or 


—3 rtp Tai Ir 


Bn 6r +3 
Barty Zr — liry 9x 


83r 4 6r—3 


10 13 — 22 22 + l4 x 
— 10 x? — 10 12 + 50 x — 30 


— $2 12 + 64 r — 32 


luego m. c. d. (15—2 44 + 2148 —4 152 4+b5x%-—2, 


a3 + r2? — 5r +83) = 12215 +1. Del 
proceso anterior resulta ; 


w Hör H3 I (E t 3) maa +1) 


—20t4 2ra Aar? 5ra l (08 4 85043) (01 — 3 x H 10) — 32 (412041). 


de donde: 


#2— 2a +1 = yy (013x410) (73 + 12—5x +3) 


m2 + 213 —4 412454 —2). 


256. 


 —4 r —1 


45 —51t4813—712—3x +18 nm—er+2r+ r—3l 33 +27+3 


t Ar 2+43x — —212—3x 
— 4zi 46:13 —8x2 + 18 — y3 —2r— 3 
+411--41348124 4x—12 z3 +2r 4+3 
2:43 +4xr+ 6 0 


de donde m. c. d. (p (7), q (4) =13 +27 +3, m. c. m. ($ (7), q (7)) = (15 —5 11 + 8x3 
— 7122—37 + 18) (1 —1). 
257. Consideremos la aplicación Q [1] — Q definida por f(x) — f(p). Esta aplicación 


es un epimorfismo, y el núcleo del homomorfismo es (7 — f) luego el teorema de 1somorfía 
establece la isomorfía enunciada. 


258. Sea f la aplicación de Q [x] en A definida por: f{p)=aẸx +b, siendo $ (4) 
= (X) (42—x+2+x+b. De la relación anterior y de h(%) = g (1) (4?2— 7 + 2) 
+a x +b se deduce que p (5) + h (2) = (q (4) + 4 (0) (2 — r +92) + (a +4) x + (b +b), 
lo que prueba que (2 (5) + h (7) = f(p (4)) + f(M (2)). Análogamente, de p (%) h (4) 
= [g g (AM—r4+D4+9 (0x4 b)+g (ar+b)] (12—4+2+00 r t ab +08 b)x 
+4b0 = [g g (R—i+ Dg (aro (ar + b)] (12 —1+2+00 (s — £ + 2) 
+(ab +0 b4+a0d)r+bb'—2ad, se deduce que f(P (2). h (1) = (ab +0 b40a0)% 
+b b —2a g= f (p (4)) . f (h (x), luego f es un homomorfismo y su núcleo es 
(12— x + 2). 

259. Los elementos de Q [x]/(1? —1) se pueden representar de la siguiente forma: 
ax +0+(22—1), siendo a,b €Q. Los elementos de la forma ar —a + (x2 —1) y 
dbx+0b+(12—1), siendo a,b €Q son todos los divisores de cero, ya que [ax—a 
+(2—1] [br + b + (#2 —1)] =abx32—ab+ (12—1) = (42 —1). 


$ 5. Cuerpos 


c a Cc m a m 
ibi A a Dl ) 
a c a a c a a c c a € e 
Ni Min psa pc Sd di e A a ES 
d SIA AHF ZA Y? SZ? Ttr tTr' 
a a c € 
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c a m A c a\ m 
c) T AS y z l D> en virtud de 8, que (5-5) Zo. 
å m com a cy m e a mxo 
d) lr ll 7)>0 
e) ab >0<5>ba>0. 
i a LS EA SED 
261. a) En virtud de c) 10, se verifica: io > Tn’ Ta > a K 


b) En virtud de a) es 1.1=s1<$ $. 
c) Es consecuencia de b). 


d) En virtud de c) es 1< (57 L0< yr. luego, por c) 10, es EJ 


e) Es un caso particular de a). 
ql» —m aim 
f) De e) se deduce 0 < (5) <l y 0< (5) < 1, luego por a) es 
ay” a |” 

(5) <(5)"<- 

g) Se pueden tomar los representantes - y Ž de modo que fp, y, a y b sean posi- 
tivos. <15> 1—  >0 => LC >0 => 1000 > 
Análogamente, b > a, luego b =a +r, r>0. Para n = (q—p)a se verifica: prn œn 


=(g—p)a. Ahora bien, pb” = p(a* 4 nat-ir +.. 4r >p 4 pna-ir apa 
+ a"~1 (g — p) a = (p + g— p) a" = qa", de donde p b”— ga" > 0 => (pb — q a") q b 


>0 <> ¿EE >o <> £- (5) >o. 


262, F<% => (bc—ad)bd>0, y sibd>0 bead>0. 
263. P, Pi Ps P, P Py 
264. Evidentemente, el cuerpo de fracciones de Z [+] está contenido en Q (+). Sea P, (x) 


Pa (x) 
una fracción arbitraria de Q (+), y m el minimo común múltiplo de los denominadores de 


sa Las P, (x) P, (x) 
todos los coeficientes de P (7 de P, (7), se f HPA 4 
LU y y) verifica que m P, (o P, (œ) y que 
mP,()€Z [*]. m P (7) € Z [+]. 
265. 
«5—4y3 + r—2 s3 — 3r 4+2 
-25 4 3 r3 272 z2 —] 


— P24 r—2 
+ 35 — 3742 


—2 72 —27 
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luego 
Sea 
2 . 
pn eitra tr 
de donde 
an+r=o(+2D+b(r—Dír +2 + c (7 —1D)2 
=(b4+0)1+(04b—20)7420—2b+c, 
luego l 
b+ c=1, 
a+ b—2c=1 
2a—2b+ c=0, 
sistema que resuelto da: s£, i=, => luego 
at id sd A A > ACA 
Aa—3r+2 3 (x? — 1) 9 (x — 1) 9 (a+ 2) 


266. El polinomio +? +x +1 es primo, porque si z? +x +1=(r—a) (+ — b), se- 
ría a+ b = — 1, a b = 1, luego a y b tendrían el mismo signo y por tanto serian negativos, 
luego |a| <1, [b|< 1 y por consiguiente —1< a + a?, 0<1+4u+a2. Poniendo: 


Bettie pgs m+n +9 . a b 
Api Dr AE" + pS NN PE +- 


se obtiene: 
—12+4r4+3=(mx3+0)(—-D2 + (rg) a H l)e + 6 (3? + x + 1)2 
+b(r24+ 44D (71) =p5+ (atg p)ar (2a—q+m<+ b)1 


+ (Ba—p+n—2m 382 + (p—9+ 204 m—2)% + (q +0 +2n— hb), 


de donde resulta el sistema 


$ = 0 

a —ż+4= 0 
2a+b+ m —q= 

Ba —2m + n—? =— i1 

2a + m—2n+fq= 4 

a —b + n +q= 3 
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que resuelto, proporciona: 4=3, b=—3, m=3, 1.=0, p =0, q =—3, luego: 


Ai 4o+/3 N dx —3 3 —3 
CE TE a S 


Capítulo segundo 


$ 1. EL ESPACIO VECTORIAL 


267. a) 0(%, eo Ep =O, .... 07,)=(0, .., 0). b) a(0, ,.., 0)=(20, ..., 60) 
SD. 0). ©) (—D As eo Fa = (ED A E DA) S (Rs cs — F E — (pr 0... 7). 
268, (Ap 0) = (4 O 0) + +00, ...,0,+,) =5,(1,0,...,0) 4 ... + 1,00, ...,0,1). 
269, 7, (1,0, 0) + + % O ..,0b=(4,0,..,0 + + (0, ..,. 0, x,) 
= (Fp =o %,), luego la igualdad del enunciado proporciona (+,,..., %,) = (Ys <> Yn) Y POr 
(2) se verifica que Y, = Y,» eo Y, = Yy 
270. Sean (fig. 15) AB, CD, MN los segmentos dados, y OA' IAB, OB'ICD, 
[O Y]. 


OX IMN. Se verifica que $ = [O Y 


Fig. 15. Fig. 16. 


271. Demostración. Sea la razón -5 gual a la razón — y OA€á OBEDb, OCEZ 


y ODEd (fig. 16). De la hipótesis se deduce que AB] CD. Sea 7 un segmento arbi 


—— . . ` a . = 
trario, OX el representante de # con origen O contenido en OB. Si 0 =3 y 


c 
d 
brá que trazar por X paralelas a AB y CD, respectivamente, luego OYIOZ y por 


'#) = E, para obtener los representantes O Y y OZ de y y de £, respectivamente, ha- 


a c 
tanto ý = 3. Recíprocamente, si la proporcionalidad F es igual a la proporcionalidad = 


3 — 
se verificará, para todo #, que z (5) = 1a, luego AB|X Y, CDI XY, y por tanto 


a c 
AB!CD, luego la razón + es igual a la razón = . Obsérvese que para que dos pro- 


porcionalidades sean iguales es suficiente que exista un segmento que se transforme en el 
mismo segmento en las dos proporcionalidades 


272. a) Sean a, b, c, d,-e, f los segmentos dados. 
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En la figura 17, OC€z, ODEJ, OE€z, GE[CD => [06]= = (6), luego 
< e DG sokea OBEI 7 iti Mz 
a SiOAE€ES OBED, ABI MF, se verifica que luego 
a ce _ (OM-—[OG]_ MG. 

Bo af” F 7 
— ZA 
b) Se traza DH|AB, ÓH'IOH y H'K{AB, con lo que se obtiene (5) = 
b 
-0% (5 j- sj- fOK]—e _ [CK] (5) -<]/= CK) Y. 
d a ONS a yO To o 


de donde si OL eC Kj y FR| DL, será: ICK] Z= [O R] 
e 


Fig. 18', 


273. Solución (fig. 189) DA€ 4, OBE5D,OCE 7 ODEJ, AB[DE => [0E 
d 


a a a T [OE] — e [E €] 
= — luego —- == -n = —— n = — = . 
o F z 


OMe, ON Eñ, OP ES Geg MNIQR S> PR AL 
g n n g 


Sea ÓC'E[EC], OR e [PR], axpoc=>(7-<) 


274. (fig. 19) r = — +OA€á, OBEb, PQEx,[OX]=[PQ], XY[AB => 
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[o Y] =* P9] =- jr||x]=|rx]. Como r es negativo, si R es el punto de la se- 


mirrecta de origen P opuesta a la semirrecta P Q, tal que [P R] = [O Y], se verificará que: 


a) IPR EL rx, b) [PRI[xirx.<c) (PRIyxjrx => [PR]4frx iue 


— 
go por el teorema 18 es [P R] =rx. 


Fig. 19. 


A 
Fig. 20'. 


275. Emplearemos el sistema de representación axonométrico (fig. 20). Sea O un punto ar- 
—> ——» — . 
bitrario y sean OA, €a, OA, € a, Y O A, € a, los representantes de a,, a, Y a, respecti- 
vamente. Tomaremos como plano del cuadro el A, A, A, y como triedro el O A, A, Ay 
mie —> z a De —> 
Sean (O X, O X’) la proyección y la primera proyección del vector O X €x. Las pro- 
. —> — — — A 
yecciones de O X son (OX,; OX, y OX,]. Abatiendo el plano O A, A, sobre el plano 
del cuadro, el abatimiento de O será el punto (O) y los abatimientos de X, y X, los pun- 
-KORD y KOZ), 


tos (X,) y (X,). Por consiguiente: s] ÑO) a , Xa DEN 
1 2 


Análogamente, abatiendo el plano OA, As se obtiene s, > TOY . 
KO) Ay 


— 
276. Proyección axonométrica tomando como triedro el OA, A, A,, siendo OA, €a,» 


—— — 

OA, €a, y OA, €a; (fg. 215. Sea O A”, la verdadera magnitud de O A,. Trazando por 
O la perpendicular a la recta A, A,, en ella se encontrará el punto abatido O a del punto: Or 
al abatir el plano O A, A, sobre el plano del cuadro. Para hallar O, bastará cortar esa per- 
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pendicular por una circunferencia de centro A, y radio OA”. O, A, será la verdadera 


magnitud de a, y 0, A, la verdadera magnitud de a,. Trazando por O la perpendicular 
2 A, A, y cortando por la circunferencia de centro A, y radio A, O, se obtiene el abatido 
O, del punto O al abatir el plano O A, A, sobre el plano del cuadro, y la verdadera mag- 


_—_— —> 
nitud del vector a, será O, A, Sea OX la proyección del representante de x con origen 


—+ — — . . 
O y sean OX, oX y ox, sus proyecciones sobre los ejes. Las verdaderas magnitu- 
des estos vectores se obtienen trazando por X, y X, perpendiculares a A, A, Se obtienen 


los vectores O, X,, y O,X,, que tienen las verdaderas magnitudes de O X, y OX,, res- 


` . — _= . 
pectivamente, La verdadera magnitud de O X, es O, X,,, siendo X,, la intersección de 
O, A, con la perpendicular a A, A, trazada por Xy 


Fig. 21'. Fig. 2%. 


277. Sean s, 7 


a» 7, los ejes del sistema de referencia (fig. 22); O U, la. unidad del eje x,; 
e -z .. .. 
OU la unidad del eje x,. Sean OX y OX’ la proyección y la proyección sobre el plano 


2,x, del representante del vector x con origen O. OU, = OU, OA el segmento dado. 


Si OY es el representante del vector y buscado, se verificará | y | = a | x |, de donde 
10 Y [OA] JOX [0 A [OX + OA =r Am 
[OY] _ 104 JOXI pero LA LA oT- LA 0% - 0m, 
[o U] [ou] [OU] [0U] [OU] [o U] 

luego para construir O T bastará trazar por A la paralela a X U, y cortar por O X, Pero 

OTI _ PA OX , luego 100 = JY , y por tanto O Y = OT. Trazando 
[0 Ul [ou] [ou] [o U] [o U] 


—> 
por Y la paralela a +, y cortando por O X* se obtiene la proyección de O Y sobre el 


plano z x,. Las proyecciones de y son, por tanto, O Y y O Y”. Para obtener la verdade- 
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ra magnjtud de y se abate el plano x, x, sobre el cuadro. El punto U, se abate en U”, 
siendo OU”, 1%, y 0U”,=0U6,, Uniendo el punto U”, con el de intersección de U, Y 
con la recta +, y cortando por la paralela a U, Uv, trazada por Y se obtiene el abatido 
— — 
Y” de Y”, luego la verdadera magnitud de O Y’ es O Y”. Trazando por Y” la perpendicu- 
lar a O Y” y tomando en ella Y” Y* = Y' Y se obtiene O Y* como verdadera magnitud 
{0 Y*] 
[o U] 
278. En efecto, 1.0 =40, en virtud de b) y como 0€ H y 10, el conjunto H es 
de vectores linealmente dependientes. 


«del vector y, luego |y |= 


279, Si ap oo Ay € H, se verifica que 0 = 0a, +.-+0a8, 
280. Para que sean linealmente dependientes deben existir tres números, v, y, z, tales 
que ra+yb>+2c=0, no siendo cero los tres. Ahora bien: 


rtaryb+rzoc=(5%,20+ By, —))+(4252 =(1+3y4+42,21r—y+52), 
luego la condición (1 +3 y + 4z, 27 —y +52) = (0,0) da lugar al sistema de ecuaciones: 


r+38y+42=0, 
2r— y4+452=0, 


de donde Ty+32=0, AA r=— 


D z, luego k (— 3, — 19, 7) son soluciones del 
sistema y —3a—10b+7c=0. 

281. Poniendo (4, — 2) = a (1, 2) + b (3, — 1), resulta (4, — 2) = (a + 3b, 2a—b). de 
donde 4 = a +- 3b, —2 = 2a — b, y resolviendo este sistema se calculan a y b. 

282. Unicamente la variedad lineal cero, formada por el vector 6, que representaremos 
por {0}. En etecto, todo vector que dependa linealmente de 0 es el 0. Si L es una variedad 
distinta de (0). poseerá un vector a +0, luego todos los vectores de la forma xa, para 
todo + € K, aepende linealmente de L y por tanto pertenecen a L. 

283. En etecto, HN H =ø, luego L(HN H) =ø. Por otro lado, si x€ LH) 
NL (H), sera x=2Aa+pab, x=vew+pd, de donde: Aa + s b— v e— pd =0, esto es, 
{à + x, a —p, — v — p) = (0,0,0), de donde resulta que todos los vectores ¿(0 1, 0), 
cuando y varia en K, pertenecen a L (H) N L(H). 

284. Los vectores de L(H)U L (H) tienen su última coordenada cero o su primera 
coordenada cero, mientras que a L (H U H’) pertenece el vector (1, 1, 1). 

285. x=,24+%,b4+x,e. 

286. xEL <D xd.l.{a, b.c d} <>x=2a+ab+ve+pd <> 4,0, +..+%,u 


ss 
=2A(0,4, + 6, u) +.. +p(d u +. +d u) =(Aa + ~- +p d) u t- +a + 
+. +p d.) u, y como los vectores u,, ..., u; son linealmente independientes, 7, =a 


Eotpda o”, =a te tpi 


PE z 
287. Si, puesto que — L= 22, 1-V8 _U-V5P, 1-2/64+5 
3 6 1+V5 1—5 — 4 
y 5-3 pa = 105 — 90 15 
uaaa => 2 = e = ep = — == = 
AS EG-VDB6+ y3)=9-2=7, 1 = 1-3=01 


278-292 53 


1 5 —i 

288. (2, — 3, — 2, 3) o 78 1 = d, 22, — 13). 
2 0 4 
1 1 0 


289. No, porque la primera es de dimensiones 1 x 4, y la segunda es de dimensiones 2 x 4, 
y para que se puedan multiplicar debe ser el número de columnas del primer factor igual al 
número de filas del segundo. 


sen 4 cos a 
(sen a, cos a) 
cosa — sena 


) = (1, 0). 


5 —3 2 —1 
290. E Ea x,) = a. Aj À.) 3 4 —3 1 
2 —T7 öö —2 
291. Obsérvese que el tercer vector depende linealmente de los otros dos, ya que 
a, = a, —a,; por consiguiente, la ecuación vectorial de la variedad lineal x = 4,3, 
4,2, + 41.2, se puede escribir del siguiente modo: x= p a, + 4,8, + 4, (a, —a,) 
(a, +4) a, + (1, — H) 2, y Poniendo A, = 4, tap A, = By, resulta x =à, a, 
+ A, dy 0 bien z u, +%,0,+%,U, +%,0, =A (du, — 3a, +2u, — aD) +2, Gu 
+4u, — 8u, +u) = 5A +34, u, + (— 32, +44) u, + (2A, —34Ju + EA 
+A) u, de donde: t= SA, + 3 Ay s= 8A + 4%, z= 24,—84, 2,=—A +A 
ecuaciones equivalentes a la ecuación matricial del enunciado. 


UA+S 


292, a) Se trata de resolver el sistema de ecuaciones: 


5 —3 2 —1 


(19,6, —5,D)=(A,Aj/AJ PL 4—83 1 
2 —7 5-2 


esto es: 


19 = 34, +34,+22, 

6 =—3A +4A,—7A,, Z = A, Ay 
— = 24, — 3A +54, q 5=A,+4A, 

l=— A + A, ZA 


de donde, todas las soluciones son A = 2—t, A, = 3+1, A =4, siendo t arbitrario. 


bj) Se trata de resolver el sistema: 


19= 51,+31, 
6=-3A HEA | 2 = Ap 
—5=' 2A m8 Ay 


h 
ad 


que proporciona la solución única A, = 2, A, 
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293. a) Veamos si a,, ay a, son linealmente dependientes. Para ello se tendrá que 
verificar que 


à a, +4,2,+4,2,=0, 
de donde 
A, Qu, — u, + 4) +à, +2 u, + tu) +à, 6u —10u, —8u,) =0, 
o bien, 


QA +A +52 Jm, + (~A, +22,—104)u, + (A, +44,—84,Ju, =0, 


y por ser u,, U, u, linealmente independientes, resulta: 


24,+ A+ 5A,=0, 
—A +24,—104,=0 a 
A +4A,— 82, =0. 


Ba +4%A, = 0, 
24, + A, +5A, =0, 


que tiene como solución A, = 4t, A, = — 8t, A, =—t, para cualquier t, luego a,, a, y A, 
son linealmente dependientes, Se comprueba inmediatamente que a, y a, son linealmente 
independientes, luego L =L(a,,a,) y B'= (a, a,) es una base de L. 

b) Para prolongar B' a una base de V hay que buscar un vector b =b u + ba 4, 
+ b u linealmente independiente de {apa } esto es, tal que no se verifique 


b, = 24, + A, b= 2A + Az 
b=2a,+24 8, ~{b = — A +24, a 3b,=-—54, +20, — 
6, = A ti b = TA +4b, 
b, = 24, + Az 
~ b,=—5A,+2b, 


65, + 71b,—5b,=0. 


Para que no se verifique la primera igualdad basta, por tanto, que no se verifique el últi- 
mo sistema y para esto es suficiente con que no se verifique la última ecuación; por con- 
siguiente, bastará tomar þ = u,. Por consiguiente, la base ampliada será B* = (a papu } 

294, Basta probar que (v,,v,] es un sistema de generadores de V, ya que el número 
de generadores de un sistema no puede ser inferior a la dimensión del espacio. Ahora bien, 
de la definición de y, y v, se deduce: u, = v, —3u,, v,=2v, —60,+7u, =2v, +u, 


de donde u, =—2y,+v, Y u, =y, —3(— 2v, +v) =Tv, —3v, Si x es un vector 
arbitrario, será: 


á x=7 u tru =r (Ty — 8y) tr (2y ty) 
= (Ur, — 2r) + (Ck A +r) Yy 


que: prueba que {v,, v,) es un sistema de generadores de V y, por tanto, una base. 
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295, De X=X,U4,+%,U, x= 


xv, +x*v, y la igualdad (1) del ejercicio ante- 
rior, resulta: 


+ + 
4, Y, t: V 


1l 


(Tr, 2r), + xa, +2%)v, 
de donde, por ser fy,, y, ) una base, se obtiene: 


*-= ak 
4,*= Tx, 27, 
z * = — y 

2 3S7 + 73 


236. Bastará comprobar si (u,*,u,*, u,*) es un sistema de generadores: 


t= E * pen * * + 
u,*=2u +u (u u*—2u, u= 3u*— 5u*—3u%,, 
Ss —; *= — ad = Tas E + 
u, u —%u, qu, u —3u, qu, = u 2u, u*y 
t= ~ *- * DN * * + 
CA 5u, t u, u*=—2u, +5u, +u, u, =—5u*+10u,* + 6u,*, 


i dd REN * * * * + + x 
de donde, si x =7 u4 tr n, tr u Sr ur u r resulta : 


3 — 5 —3 2 0 1 
Er A EE Far Fa) 1 — 2 —1](4,%,7%,)= (2,77, 9/1 —3 0 
—5 10 6 5 1 


297. 1.2 Demostración: 0 = } (0) = f (x + (— x)) = f (x£) + f (~ x). 2 Demostración: 
(~x) = f (~ 1 x) = (— 1) f (x) = —} (x). 

298. No tienen por qué ser independientes, ya que se puede definir un homomorfismo fi- 
Jando arbitrariamente f(a) y se puede elegir f(a,) = f (a) =- = f (ap) = a”. 

299. Fa w, + a, = fr, u, tzu) =r, f (u,) +x,f(0,) = 7, 5 u, — 3 w) 
+a w, t5) = (4r +74, + (3r tSr), y por ser (u',, uy) una base, 

Y, > 4, + Fy 

r,=—37,+08%, 


(2 


que se pueden escribir en forma matricial así: 
4—3 
(8) AA | 1 5): 


Obsérvese que la primera fila de la última matriz de (3) está formada por las coordenadas 
de f (u,) y la segunda por las coordenadas de f (u,). Las ecuaciones (2) o (3) se llaman ecua- 
ciones del homomorfismo f respecto del par de bases B y B’. Conviene observar también 
que las ecuaciones (2) y (3) son las mismas que las ecuaciones de una variedad lineal, 

300, 7,4 +70, +4,u4,=/(5,0,+7,0)=%,f(0)47,f(0)=x, (1, + u, 
— UY) tr w — 0) = (7, +70, 47,6, — (4, +4x,)u,, de donde: 


1 + +, + Ye 
2 Fp 
= -r —4%, 


(4) 


RA a 
l 
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o tien, en forma matricial: 


111 —1 
pr) al, 0 4) 


ML 7 U, trw, +78, =/(,0,+%,0,+%U)==,f(0)+7%,/(u43+%, f (u,) 
=7 QU, — 4, +0 +7, (1, +30,—20 +77, 4+50)= (0, +:%)xv, 
+ (7, +38%,— 77 Ju, + (4, —25,+5% 0, de donde, por ser B’ una base: 


EOS 21, + Xx 


1 s 
(5) == Ac v Br, — 1%, 
Y, = 2, —21,+52%, 
o bien, en forma matricial: 
2—1 1 
(ptp = (xrrr) 1 3-2 
0—7 5 


302, Si f-1 es un homomorfismo se verificará 7,4, +74, = pr Fs w, + Y, w) 
= 4 Pwr M w y a = Ajwa u, = (1 +5! a) de 
-i in’ 5 3 —i 4 ; , 
donde, f~ (u) = ayh + z7 r F wps -g3 ™h + 33 Ur Reciprocamente, la co- 
rrespondencia f-1 definida por la condición anterior es um homomorfismo en virtud de 45 c). 
Obsérvese que las ecuaciones de f-1 son: 


EA 
23 25 

lr, ,1)=(4,4,) 
1 a 1 2 1 4 
T53 23 


303. Empleando las ecuaciones del homomorfismo obtenidas en el ejercicio 300, se ten- 
dria que verificar que el sistema (4) debería tener solución única respecto de las +, cuales- 


quiera que sean las z’. Ahora bien, de (4) se deduce que 7,=%, Y =p 
z= -5 q, que prueba que f-1 no está definida en todo V”,luego no es anlicación. 
304. De las ecuaciones (5), de f se deduce: 
r,= 21, + Ti 72s tz riir —1v,=0 
rnm 2 trotn 57 +41, 22,4%, TE E EE E 
r= s 2r t5 rrr tin 7, =1,—24,4+5%, 


La primera de ellas prueba que f-* no está definida en todo V’, luego no es un homomor- 
fismo. 
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305. Hemos visto en el ejercicio 302 que la correspondencia inversa está definida en 
todo V’, luego: im (f) = V’. Sea x € ker(f), siendo x = su +7,u, De 0=f(x) 
=x,f(q)+7%/(0)= 4%, +7 Ju, + E3x, 45%, u,, se deduce que : 


dx, + =,=0 4x +r, =0, 
e 1 2 
—3x, +5%,=0 —Bu, =0, 


luego ker (f) = 10). 
306. Sea x = 7, w, + 4yU, +7 w, Eim (7), esto es: z, w, +r, wg E, w, 5 f (7,0, 
+ 1,4) = (xr, + %,) 4, +% v, — (r + 4 x,) wy de donde: 


l g= onts 4r 3r +r =À, 
(6) Y, = A mu Y, = Y. 
Y =—*,—1x, 4, SA RT 


que prueban que únicamente los vectores cuyas coordenadas Ps Lo e, verifican la pri- 
mera ecuación del último sistema (6) pertenecen a im (f), Sea x=, u, +, u, € ker (f). 
De (6) se deduce que: 


0= *,+% x =0, 
0= z 1” 

1 ~ «,=0, 
0=—x —tx, 


luego ker (1) = 403. 
307. Del sistema (5), formado por las ecuaciones del homomorfismo, se obtiene (véase el 
ejercicio 304): 


. » mn. o 
a, 27, +2, a, —54,—17, =0, 
no __ £ _— . = 

Y”, = 4, +8%, Tx, ~ Ea 2r +%, 

v = a, —21,+5%, x= 4, ,—24,+5%, 


, 


que prueba que únicamente los vectores cuyas coordenadas Y, Da e, verifican a la ecua- 
ió — 5r, — = a im{f}. 1 = 

ción Y, —54,—14, o pertenecen a im(f). Los vectores x = 7, u, +7,0, +%,U, 

que pertenecen a ker (f) verifican el sistema: 


2x, + r,=0 


—+, +3%,—1x, =0) ~ 


27, + r,=0 
s —21r,+5x%, =0 


| xy $, 

E 2 $, 

s —2r, +51, =0 |<, t, 
en donde t es una variable sobre K. 

308. a) En el ejercicio 305 es dim (V) =.2, dim (im (f)) = 2, dim (ker (f) = 0. b) En 

el ejercicio 306 es dim (V) = 2, dim (im (f)) = 2, ya que se pueden dar valores arbitrarios a 

Y, y 4, y la primera ecuación del último sistema (6) permite calcular z’. dim (ker (f)) = 0. 


c) En el ejercicio 307 es: dim (V)= 3, dim (im (f)) = 2, dim (ker (f)) = 1. Se observa: 
que en todos los ejemplos considerados es 


dim (V) = dim (im (f)) + dim (ker Q). 


51 
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309. Teniendo en cuenta los resultados del ejercicio 308, resulta: a) El homomorfismo 
del ejercicio 299 es un isomorfismo. b) El del ejercicio 300 es un homomorfismo inyectivo 


y el del ejercicio 301 no es inyectivo ni epimorfismo. 
310. Las ecuaciones de f serán: 


14 Y“ o =" *'x +2x_ tár 
rn, r)- ien, 1 1 2 s 
( 1 kaS) (CAPE TE N) 2 5 , o bien Y =—4x% +5% +r, 
4 7 2 1 2 3 
sistema que es equivalente a 
5, 2 3 
*, =r 


£1) 4 , to, 23 
=p rut ips 
=t, 


siendo £ una variable arbitraria, que prueba que im (f) = V’. De (T) se deduce que 


23 
Ep 
x=*,U, +7,u, + 7, u, Eker (f) <> a En 


l} 
S> 


que prueba que dim (ker (f)) = 1. Por consiguiente. f es un epimorfismo, pero no es iso- 
imorfismo. 


311. a) Asociatividad. (x + L) + [G +L) + (z+ D)] = 2 +L)+(y+2+L)=x 
+(y+D+L=(x+4N+2+L=(x+ y+D)+(2 +0) =[(x +1) + (y + D)] + (2 + L). 

b) Conmutatividad. (x + LD)+ (y +D)=x+y=-L=y>+x>+21 <= (y + L) 
+ (x + D). 


c) Elemento cero. (x+L)+L=(x+I)+0+D)=x+0+L=x-+L, 


luego el 
elemento cero es L, 


d) Elemento opuesto, 


A+D+(—i+lL)=x—x+L=04+L=L<=> — (x H L) 
=—x+L. 


e) c(x+D+(y+L)=0(x+L)+a(y+ L). En efecto, el(x+L)+ y+ L) 
=04x+y+D=acx+y+L=0ox+0y+L=(0x + L) + (a y + ED) = a (x + L) 
+4 (y +L). 

f) (a+ b) (x + L) = a(x + L) + b(x + L). En efecto, (a + b) (x + L) = (a + 6) x + L 
=0x+bx+L=(0x4+ 1)4 (6x + L) = 0(x + L) + 0 (x + L). 

g) (ab)(x + L)=a[{b(x + L)]. En efecto, (ab) (x+L)=(ab)x+L=a(bx)+L 
=a [bx + L] = a [b (x + L)). 

b) 1(x+L=x+L. En efecto, 1(x+L)=1x+L=x+4L. 

312, Sea x=%,u, +7, u, + %,u, un vector arbitrario de V y, por tanto, x+ C un 
vector arbitrario de V/L. De sut? u, € L se deduce que x+L=>x*,u,+L 
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=%, (u, + L), que prueba que fu, +L} es un sistema de generadores de IS, y como 
a, € L, u +L>+L y (u, +1) es una base de VAL. 

313. Sic € L, se ha visto en la demostración de 41 que, a, b, e son linealmente inde- 
pendientes, y como dim (V) = 3, formarán una base de V. Para hallar e bastará buscar un 


vector que nu pertenezca a L. Sea c= c u, +e, u, teup cE L <=> el siguiente sis- 
tema no tiene solución respecto de las A: 


£,=%A4, +4 2c,—5c,—18c, =0, 
€¿=—A+32 no C =A +84, 
=A TÀ SA —Az 


luego bastará elegir Cis Cp Y c, de modo que no se verifique la primera ecuación del se- 
gundo sistema, por ejemplo; c, =ł, e =0, c =0, con lo que e =u,. Se verifica que 
V/L=(8u, +L|a€K)} y, por tanto, una base de V/L es u, + 1D. En efecto, dado un 


vector arbitrario x + L de V/L, x=, u,+%,u,+%,u,, se pueden hallar A y u de 
modo que 


x—la—eb=4u. 


Esta igualdad equivale a 


.+A=B4=0, negt) 
FEN paw Lats 
de donde 
as ti p=3 25,67, L de =D. 


314. En ambos es dim (V) = 3, dim (L) = 2 y dim (V/L) = 1, luego: 


dim (V) = dim (L) + dim (V/L). 


315, Para obtener las ecuaciones de n necesitamos una base de ker (f). Sea x un vector 
arbitrario de ker (f) : f(x) =0; pero si x=%,U,+%,U,+%,0,+%U, será: 


ja) =z fu) tr, fu) +, fa) +=,Hu,) 
=4, Bu, — up + 7, (u, t2up = (8, +%,) u +e “s+ 2s)u, =0, 
de donde: 


Bs + 7 =O, 
—7, +27, =0, 
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cuya única solución es 4, =0, x,= 0. Reciprocamente, sea x un vector cuyas dos prime- 
ras coordenadas son nulas: x=%,u, +%,U,, se verifica que 


Fx) = 7, f 0) +,f(u,) =0. 


Por consiguiente, una base de ker (f) es B ={u, u, }, luego B es una base ampliada 
de B, a V, luego: : 


z ua +z u, +7, 0, +%,0, + ker (j) =5, u, +7,U, + ker (f), 
luego 
n (z u, +7,0,+%,0, +u) = +, -(u, + ker (7) + 7, (u, + ker (f)), 
es decir, B, = (u, + ker (f), u, + ker (f)} es una base de V/ker (f). Si ponemos: 
n(2,0,+2,0,+%,u, +a, u) = y, (u, + ker (A) + 9, (0, + ker (P), 
resulta que las ecuaciones de n son: 


> I >= %, 


= Y 
Y 2 


n 


que, en forma matricial, se pueden escribir del siguiente modo : 


10 
01 
00 
00 


(8) n: O. e) == E. Fy Yo *,) 


Elijamos ahora una base de im (f). Para ello tomaremos un vector arbitrario x’ de im (f), 
será: 


(9) X=](5,0+7%,0,+%,0,+%, 0) = 8%, +7) 0, + :,+2% 0, 


luego, si x’ = ri w y + ri v, + Ti Ty resulta que an = 0. Recíprocamente, sea x’ un 
vector para el que z’, =0. De (9) se deduce que para que x' pertenezca a im (fi ha de 
tener solución respecto de *,, 7, el sistema: 


27 — x), 
Yo = 3x, + Ea 1 ( 1 2) 


re =— r,+2x, 


-a| ~| 


wi +37), 


luego im (f) es el conjunto de todos los vectores de V' cuya tercera coordenada es nula, 
Por consiguiente, una base de im (f) es B, =([w,,w,] Sea y= [y,. (u, + ker (9)] 


315 61 


+ [y, - (u, + ker (1))] un vector arbitrario de V/ker (f). En virtud de la fórmula (68) del 
texto es 


b([y, (u, + ker (19)1 + Ly, (u, + ker (9D) = b (y, u, + y, u, + ker (7) 


=f0,4,+ 9,4) =y, fu) +y, fU) =8B 9, +90, + Ey, +29 06, 


luego si 
b (Ly, (u, + ker (99) + Ly, (u, + ker (P)D) = 2, w, + 2,4, 


serán 


b: e 3 + Yy 
z =— y, +27, 


las ecuaciones de isomorfismo b; que se pueden escribir en forma matricial del siguiente 
modo: 


3—1 
(10) b: (2,2) = Op Ia) 1 ol 


Para obtener las ecuaciones de la inmersión f sea 2, u, + 2, u, un vector arbitrario de 
im (f), será 


H , , pes , , 
i (e w, +2 0,) = 2, U, +2 U, 


e 4 , , r , 2 r 
si (20, +24) =4, 4, A A resulta que 


Y”, = e. 
i: v Ey 
r,=0, 
o bien, en forma matricial: 
N id 100 
(1) t: A FERA) 


Finalmente, las ecuaciones de f son: 


f (=u, + FU EU AH, u) =(8 +, + Fa) w, na Ga *,+ 25) uy 


` E N , ' K 
yası F(s u tru, 47,0, +%, u) E, w, EE PR F resulta : 


X 
1 


Br, + Ya 
fo 7¿=— 1,42%), 
E a = 0, 
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o bien, en forma matricial: 


f: (CTE E D ECNE NEREA) 


oc >o co 


$16. Para hallar las ecuaciones de n es necesario, como en el caso anterior, encontrar 
una base de V/ker (f), y para esto conviene comenzar por hallar una base de ker (f) y 
prolongarla a una base de V. Sea x =s u, +%,U,+%,u, +%,u un vector arbitrario 
de ker (f). Se verificará: 


0=f)=x%,f/(U)+7,/MI+%f(U)J+7%,/(M0)=x%, (14, +4 +7,(06u, —u,) 
+5, (80, +20) +42, (0, +20 )= (5,427,437, +44 JU, + (4, —1,+27, +22 )U,, 


de donde: 
E1x,—5x) 


7,+27,+3%,+ x,=0, 1 


(12) = 
z s +21,+2%, = 0. 


= t,t s) 


æj co] 


(12) son, por tanto, condiciones necesarias y suficientes para que x € ker (f). Tomando dos 
soluciones no proporcionales de (12), se obtiene una base, por ejemplo: 


v =70,+u,—3u, —vy=—5u,++3u, 


se verifica que B, =([v,,v,j es una base de ker (F). Los vectores u, y u, no pertenecen 
a ker (f) y %,0, +%,u Eker (f) => 4, =x%,=0, luego se puede tomar como nueva 
base de V la sigwmente: B* = {vV Vy Vo Y, p Y = Uy v, =u, Se verifica que f (y,) 
=7 (8) +j) —3f u) =7 w +) +24, 04, —3 (80, + 24, = 0, 
fO) =— lu) tfu) +30) =—5(U, +0) + 24, — 0, +3 (U, +20) =0,. 
Hwy) =30, +210,, f(v) = uw +2u,, con lo que la situación es la misma que en el 
ejercicio anterior: Procediendo como en este ejercicio, se obtiene: 


Y, (V, + ker (H) + 9, (V, + her) = n (7, v, +2 Y, HAv Ery) 


= x,* (v, + ker (f)) + z” (v, + ker (f))} 


de donde: 


Y, Ya) > (5 r L x) 


e 

m 

l 

a 

> 
o . oso 
m SS SO o 
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son las ecuaciones de ». De 
2, W, +24, = b [y, (V, + ker (f)) + 9, (v, + ker ($91 = b [(9, Y, + 9, v,) + ker (1)] 
= 0, Ya FIL) =I Y) tI 
=),BGu, +2 +9, (4, +24) =8B9), +34, +09, +23) 0, 
resultan las siguientes: 


2,=39,+ 9, 


302 
2,=29, +2), AS 032 12 ). 


ecuaciones de b. Finalmente, las ecuaciones de ¿se obtienen del siguiente modo, 


A, w + Fa v, + s3 w, =i G LA + 2, uz) = 2, v, + Zz uy 


de donde: 


+ d , 1 0 0 
La = la (x y? z 2 a = E. 2,) 0.1.0 . 
x. 


Empleando en V la base dada, basta observar que 
A + + * RER 
mya t 219 + a Ya FULL 7, 0, +20, +70, +%,U, 


1 5 7 5 7 
=A [+37 +37) |+ DUH P I Anta 


1 1 1 5 

=z € +5:7)v + ga C4 t TAY + (ati sa +9 Jv a+ 
1 7 

+a- mH) Yo 


de donde 


—1 7 
s= 2 A+ 37% 
1 5 
s= Ets 
de 1 
ld qt 
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y las ecuaciones de n, respecto de la base primitiva de V, son: 


O, Ya) = E. Lo o x) 


om ejoa mejo 
= O 2] = | 


Las ecuaciones de f son: 


YU 47 U, +r w 10D = 7%, f(0)+2,1 (0) +7,f (4) +7,1(0, 


r (a, tut, (Qu, — 4) +4, Bu, +26) +5, (u, + 24,) 


ii 


CA +27,4+37%, +7), + (1, —4,+2x, +27 Iv, 


«de donde: 
, 1 1 0 
7, =1,+21,4+3x%, + Ta 2 -1 0 
s =%,— 1,425, +2%, AEREA ATRAE REN 3 2 0 
v =0, 
3 1 2 0 


317. Se ha visto en los casos anteriores que es necesario hallar una base de ker (f) y 
una base de im (f). 


a) Base de ker (f).—Sea 
ker (f): 


xX=%,4, +7,4,+%,u,+%,u, un vector arbitrario de 
=fr (Lu, 440) +% (4, +24,— 04 9+7, Gu, +4,) 
+7, (du, 1, +50,) = Br tr ter +42 JU, + 1,427, 4%, —7T5 Ju, 
+ e —= + 5 z.) wy. 
«de donde: 


27, + +81, +4x, =0 
—+,427%,+ 1 —17,=0) 1 2 
s- %, +51, =0 3 
que proporciona la siguiente base (entre las infinitas posibles) para ker (f): 


B, = (y ym b n= u tu— u, v= — 5u +2u, +u, 
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b) Prolongación de B, a una base de V.—Los vectores u, y u, no pertenecen a ker (V) 
y son linealmente independientes. Pongamos Y, = U,, y, =u, los vectores de B* = {v Ya 
Y,» V, } forman una base de V .En efecto, de 


0= Ar, HAY, FAS FAY, SA (0, +u — u) +A, (õu +20, +u) 
+40, +4,0,=(,—584,+2Ju4, +0, +4 Ju, +2, +24Ju, +A, U, 


se deduce A, =0, A, =0, A,=0, A, = 0. Por consiguiente, B* es una base de V. Para 
hallar las fórmulas del cambio de base, pongamos: 


$ as 
O Hry =A HrU, EAU +A AU = Y 94% V, 
tr (Ev tyn A tr Lv ty +81, 2) = 7,42% )w,+%,v, 


+ (7, +7,+43%,)v, + (7, ta Sr) Yo 


de donde: 
ssr +2, 0 0 1 0 
zx *= x 0 0 0 1 
(12) ¿“2 © rr p)= (5,77, 
: rms +%,+8%, 12% Ta viriaTs 1 0 1 
EA +... —2%, 2 1 3 -—-2 
c) Base de im (f)—Sea x =4 w tr uw, trw =fG)=* Qu, —,+v,) 


+2, (1, +20, — 4) +4 Gu, + w) +7 (4 u, — T v +5 w) = (2 7, +2, +3 Fa 
+ Ja, tir tr tr oTr) Y, + (A, E E O de donde: 


7 = 27 + star táir 4, —31r,—51,=0. 
r= a hart 1%, A 7 = 27,491, 44, 1%, 
r= 4,— £, +5r, r = ro * + öre 


Por consiguiente, para hallar una base de im (f) basta hallar dos soluciones no proporciona- 
les de la primera ecuación del segundo sistema, por ejemplo (3,1,0) y (5,0,1), con lo 
que se obtiene la siguiente base de im (f): 


, 


Diy y ogy 5w , 
Bi y Vb v = 8w tuy VU, +4 


d) Prolongación de B, a una base de V”.—El vector u', no pertenece a im (f), luego: 
BY = {vp Vpb Vary 
es una base de V”, prolongación de la base B, de im (f). 
Las fórmulas del cambio de la base BY a la base B’ son: 
AN TC Yy= Bu, +4) 


+ a (G v, + w) + z v, = (8 kei + 5 z + r) u 1 + z” v, + 2 u, 
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de donde: 
A AE E A 3 1 0 
(12) (7,= n” REPARA E E 
Y = q" 1 0 0 


3 2 


e) Ecuaciones respecto de las bases B* y B*.—Empleando estas bases se obtiene: 
j) =0, F0) =0, Fy) =/(0,) = 24, u tu = 2, S Sv) 
=—v tvp fv) = u) = w +20, — Uy SV +2, — 6 — VW, tiv 2r Sy 

Una base de V/ker (f) es B, ={v, + ker (f), v, + ker (f) }, luego las ecuaciones de 
n respecto de B* y B,, serán: 


9, (V, + ker (A) + 9, (v, + ker O) = n(x) =n (29 +7 + 7% +7 VW) 


=z nv) +7 nv) =%,* (Y, + + ker (/)) + 7,* (v, + ker (f)). 


de donde: 
0.0 
SS, 0 0 
(13) A pe Pa Up Yy) i (1,7, ro, r7, z) 10 
0 1 


Las ecuaciones de b respecto de B* y B*, serán: 


by, (v; + ker (1) + y, (1, + ker (9)] = b (9, va +Y, Y, + + ker (P) = F9, v +3, 
=y F0) +y AV) Y EV, AYA HI Ar, Ya) = yy +29), O SI y 


luego si b [y, (v, + ker (f) + y, (v, + ker (f))] = 2, Y, + 2, V, resulta: 


2 =— +2, 
(14) b: 1 Y, Y 


2,= YT Ja 2—1 


—1 1 
la. 22) z Op Ya) ( ) $ 


Las ecuaciones de i respecto de B* serán: 


r*y w pwy f , , = , , 
1 vitz, Va EF, ME (E, v, +2 VW 2,V,+2%Vy 
de donde :' 
xt = 
BoT 1 0 0 
Se Ya yks Es .) EN 
ZEE =23, (E, a, Y =e > E 
x*=0 
SS , 
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f) Ecuaciones respecto de B y B'—De (12) y (13) se deduce: 


1 
. Y, =%,+,+38%, 0 1 a 
n: 139) =(%,4,4,1 , 
Y, =*%,+7,—2%, Op ID = Ey fp fyt) 1 i 
3-2 


son las ecuaciones de » respecto de B y B, =(u, + ker (f), u, + kerf}. 
De (12) y (14) se obtiene : 


t,=32, +52 +0= 8(29,+2 Ya +50, —9) =23, + Iy 
doy t= 2, = —3, +2), 
A a,  = AT dy 


o bien, en forma matricial: 


2 —1 1 
b: (G t t) = 0,3, 1 2 —1]' 


que son ias ecuaciones de b respecto de B, y B'. 
Finalmente, las ecuaciones de i respecto de B” serán: 


e, = v 1 0 0 
ir, =t, Pptp) = ptp 10 
e =t, 0.0 1 


g) Ecuaciones de f respecto de B y B: 


r LEa EA, u, = f (4,0, +2, u, +%,0, +%,0,) = 7#, Í (u,) +, /(u,) 
+a tur ur (Qu, Ia +00) Hr (14, +20, —,) +2, (Bu, a) 
+2, (4, — 14,450) = 0%, +7,+3%, 4420, +1,+27, +2, —77 4, 

+ (A, — +57 JU, 


de donde: 
2 —1 1 
4, = 27 + 2, +8x,+4x%, 2 1 
fx *,=— 1, +25,+ 2% —1x, (4,7) 3 (A, 7, %,) 3 1 ol: 
“= AT % +5%, 4 T 5 
Obsérvese que sustituyendo n en b y b en i, se obtiene: 
a, =t= 2y, + Y, =2(4,+%,+31,)+%,+1%,—2x, =27,4+1,+8%, +47, 
=t =— 9,492), =—%,—%,—31,+2(1,4+% —27)=—2%,+2%,+:%—Tr, 
== nT 997,42, +82, —%,—*,+42%, =r t tir 
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318. 


C +2) (u) =U) +g u) = (Bu, +4) + ón, tuSu ty 
F + 8) (0) = f (u,) + g (u) = (40, +30) + (4u, +2) EBr, +54, 


Por consiguiente, la ecuación de f + g será: 


7 U tru, = g) u tru) =t + z, u,) +8 (7, u, +2, u) 
=s fu) +z fU tr gu) + 7,8 u) = 7 +g) (4) +r, tE u 


=z Gu +34 +r Bw, +54) = Br t8), tr +57, uy 


luego: 


Y =3x +8x 3 3 
1 1 Y i 4 y Y = š 
w =3x,+5%, omen PE ai “| 8 5 ) 


son las ecuaciones de f + g. La ecuación de 6f son: 


i 48 6 
ERETTA M a 


319. 
sral try a = gila u +u = g EE +7,0)) = g Er, y) + r fa) 
=g [7 (6w, —54 +r, 2u u] =£ (67,427) 4, + 5%, a] 
= (67, +22) gw) + (5%, +%)£ (0) =(6x, 2r)” +u) 
+51, +7) (44 +7u,)= 067, +27, — Vx, +47 Ju" 
+ (8x, +65,—Bzx, 475,0, = —ltx, +46%,)4, + 175, +187,) 0,7, 


de donde: 


—17 
13: ? 


1 


1 =l z +15, 


E + 6%, 
2 


ONN —14 
(GA 0 = yo) 6 


son las ecuaciones del producto g f. 
320. Se conviene en que f? = 1, 


a) SN uf Y ,FELA=> (E.)+(Lar)-So +b FERO, 
s=0 


i=0 ¿=0 ¿=0 i=0 


li 
4 

tl 
o 
ii 
o 


siendo n >m, by, => A 
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s=0 s=0 
e m m+n 
c) ($) (Eo) =D ubt s.. Hand) f* ELIA 
10 j=0 A=0 


d) of =o es el endomorfismo cero. 


e) — (Sr) =Š apf eLo) 


i=0 í=0 
d P=1,ELG). 


321. Sea f un endomorfismo arbitrario de V: 


fu) =z 0, +%,0, f(0,)=*%,u, +%,u,. 


Se verifica que 


HU) =%, 100) +7, +7, 1,00) +7, (0)= (6,1, +2, +71, +2, 1) (0) 


FU =*, h 10) +2, f(0,) +4, 4,(0 +7, (0) 4,1, +7,1,+7%,1,+%, 1) p) 


de estas relaciones resulta que 


tsafta hth +f, 


luego {£} fa fy J} es un sistema de generadores de End. (V). 


Si fuese 


94,1,+0,1,+0,1,+0,1, =0, 


siendo el cero del último miembro el endomorfismo cero, aplicado al vector u, se ob- 
tendria 


1 


a Y, +4,u,=0, de donde a = a, = 0, 


y aplicándolo al vector y,: 


a u, +0,0, =0, de donde a, =4,=0, 


luego son linealmente independientes y forman, por consiguiente, una base. f, f, (u,) = f, (u,) 
= uê, f f, (0,) = f, (0) = 0, luego f,f, =f,. Procediendo de modo análogo se obtiene la si 


guiente tabla de multiplicar : 


AAA 
AAA |0 ¡0 
IOJ OJASTA 


filflf 00 
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322, Sea « u,* + «7 u,* + a u,” un vector arbitrario de w (a, b,c}, se verificará: 


(mrut teu + rtu") u, — u —u) =0, 
ru * tru t r" u *) (2u, +u,—u,)=0, 
+ * = 
Eu +7 427%. (, +21) =0, 


o bien, recordando que B* es la base dual: 


CET A A * to r*a 
E, * x,%) u =0 + za += 
Qt ut =0) <> (258,4 7 tort=0 
xr * * _ * * = 
(=, +27u =4 r t2r, 
r*— s*—r*ž=0 s=" 
s*ž42r* 0 E EaP 


luego todos los vectores de w(a, þ, c} vienen dados por 
hd + * * g * * + 
— 2a" ut tat u S 8r n =4, (2 u," + u,” — 8 u"), 


luego una base de w{a, b,c} es B, ={[—2u* +u" — 8u, *} 
323. xEL{a, b,c} <D x=*,2a+*,b+*,c, luego 


[A (2 u, * + u, * —34,0] (matr btr e sàr (24, *+u,*—34,) a] 
+47, [24 *+0*—3u,)b1+4%, (24, + 4, —34,) e] =0. 
324. xEL¡A,b,cj <> x= atr, b+ c, y por el ejercicio anterior, —2u* 


+ u,*—3u,x =0. Recíprocamente, sea X=2%,4,+%,U,+%,84, un vector tal que 
(—2u*+u—3u,x =0 <> (27, +7,—21 Ju =0<>—21, +7,—3Bx,=0 


TEA 
<> (r, =24+3u 
T =p 


3 


como L{a,b,c}=L{a, b}, vamos a ver que se pueden calcular x e y de modo que 


`= 7+2y à +2 A+ 
= r Y Y = 
214 B4=—+ Yu ? ~ ” 
p=—*— y r —i—2p. 
B= =z y 


Ao + * * * * + * +* H Hi 
325, Sea x” =s tut +r ut +r tu +r "u, * un vector arbitrario de e (L), y 


sea x=%,4,+%,0,+%,0,+%, 0, = Au), tt p)u, AtS) u, +(— AÀ 
+a#)u, un vector arbitrario de w (L). Se verificará: 
0=xx= (78,4 +24 +70 470, [0—240, +(8A+4)u, 
+ (+5) + (A+ e)ul = 17," AU—24) ++, (84 +4) 
Alarte Ada 
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de donde: 


(430% +27 149 A+ Elx ta td +r"), 


y, como à y p son parámetros arbitrarios, tomando A=1, 4 =0 y A=0, «=1, resultan 
las siguientes ecuaciones : 


a) "+ 37, a 
—21,*+ abr ir? =0. 


Las ecuaciones (1) se llaman ecuaciones implicitas de la variedad w (IL). Los vectores 
de «w (E) son las soluciones del sistema (1). El sistema (1) es equivalente a los siguientes: 


| s * +8 x,* + 27 *—u* =0 e TA =ar) 
rž tár +1%* =0 ~ s= Ont) 
xt = 
«ef =p 
(2) e=tito 


7 7 
9 13 
| =n tae 


El último sistema es, por tanto, el de las ecuaciones explícitas de œ (L). 
326. x € L => x es ortogonal a todos los vectores de w (L), luego recordando las ecua- 


ciones (2) de œ (L) en el ejercicio anterior: 
xEL=> (ru t+x ut, + tu 47%) (4, +7,0,+7%,u, +%,4)=0 


1 4 9 
<> 1 4 41/7477, =0 <> Ax, +ar+(qi qe) y + (7 A 


13 1 -9 4 13 
+7.) . 0 <=> (= + £3 +qu)pela—qa+q).-0<> 
f 1 9 
ntg tga 
4 13 
lg — q atya. 
Reciprocamente, 
So O 
mE z in E 
xit 37% Fr u= 
: 1 i T f a~~ (3) x£. 4 Ls 
4 13 E io 
y — q + qu =0 


7 $ 1. EL ESPACIO VECTORIAL [Capítulo H] 


Veamos que, para cualquier p y cualquier r, el vector de coordenadas (3) es solución del 
sistema (75) del texto. 


1 9 
=poeotr= A—2 
qe” F N Lo 57) 
== (p—5m), 
4 13 p= 21+54u 7 
Fp= == 3A+ p.m ~x ~ 
7 T=— à+ a 1 
p= 24+5a =p (e +27) 
tT=— à+ q 


327. a) x, +x Qy =a tL, LRD tx Oy E ant lay, y 
como en virtud de (85), (x, + xp y) — (X,, y)— (apy) EL, resulta que (x, +x y)+L 
= apy + (2, y) + L. 

b) y c) Se prueban de modo análogo. 


d) De x+0=x se deduce (x +0) Vy =x A y, y por 23)x JFy+0Gy=x Qy, 
de donde, sumando el opuesto a x (% y, 


06 y =0. 


328. Obsérvese que el conjunto x & y, cuando x recorre Vo e y Vo es un sistema de 


generadores de V, (9 V, luego podemos limitarnos a buscar la base en este subconjunto. 
Ahora bien, en nuestro caso es x= 4,0, +7%,U, Y =),U + JU, luego: 


x Y y= (z, u, +7, u) Q Ou, + Ya U3) =, u,) S (, u +y, u) + (=, 0) SO, u 
+y, u) = u) O O u) + aaO a + uR 0, 4) + 4,4390, u)=(, 
9 (a, Ou) + e y) u, Ou) + 2,9) (1, Uu) + (+, 97) (U, ( u,) que prueba que B* 
={u Yu, u Q u, u, Q u, u, (Ou, j es un sistema de generadores de V&V. 
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5, u, Q u) + a, (U, Y 4) +2, (1,9 u) + 09, (1, Y 0) =, 121, +51 (lv, 
+51] +a [y +54) —v,+3vJ1+ 9, Ev, +8v) Y lv, +5v 146), [— 
1, +31 —v, +3] =a, [1(7, O yv) +10 (1, Y 1) +10(v, 9 v) + B(v, S 
Y) +a lr, O teem O vr) 50,8 Y) + 15 (y, Y Ya) + a, Ll 2(1, Y 
Y)—5 (1, O 1) +86 (vw, 0 v,) +15 (4, O 1,1 + 4,,[(v, Y v,)—84v, Y v,) —3v, S 
Y) +9 (1,9 v)1 = (48, —2a,,—20,, +0, V Qy) + (000, +06, ,—50,, —38,, 
MOY) + (00, — 5a, +68, —30,) (1, Dv J+ 50, +10,,+10,, +98, (1, 
Q Ya): 


Por consiguiente, llamando a*,,, a*,,, e*,, "a a las coordenadas respecto de la nueva 
base, será: 


a = %0,— 24,— 28, + 6, 
a”. = 18, + 68, — 5 4,, —38 6, 
a = a, — 5a, + 64, —348,, 


a" = 2a, +16, +10, +90, 
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330. a) Ja +x, y) =30,+7,)9,+5%, +7,)9,—7(4,+1,)9, +4(5,+7)9, 
= (Br, y +57, IT y HAr y) +7 804,9, +57, Y —14, 9, +147,9,)) =f(x y) 
+1 (x, y). 

b) HA y+y)=8%,0, +3 +5%, 0, + 7%,0, +9 + 4%,0,+3)= (8%, 
y, + 5x, PEPES + 4a, 93+ Ex y, + 5% Y 1 Y, + 4%,Y > Fx, y) +1 (a, y). 

c) (ax, y)=30x%x, y +50%,y,—To0zx,y ttar y =0(B8Br, y, +5%, 9, 
—T17%,y, +4 %,9,) =0Í(, y) 

331. Las fórmulas (106) dan, llamando $? a las nuevas coordenadas: 


12 — ¿11 1 1 12 1 1 21 1 1 22 ql 1 
81 =å ata +8 ala, +5 ata +6 al, 8, 
=a1lgi lal= = 
atat tata 4+i=5 
12 = $11 1 2 12 1 2 21 1 2 22 1 2 
y $ ata +8 a, apt ò a a, +5 a, a, 
=a 10? +ga} =2(—4)+1.3=—8 +3=-—5 
21 = $11 2 1 12 2 1 21 2 1 22 2 1 
$21 =3 a?a, +8 aa, +8 a a +8 8,76, 
pa 2 1 2 lao = — 
=4*%01+0%02= 8+3 5 


$22 


11 2 2 12 2 2 21 2 2 2 2 2 
8 aa, +8 aaz +s a, a? + eaa 


= 06,2 0,2 + a a? = 16 +9 = 2, 


luego las coordenadas del tensor contravariante de Kronecker, respecto de la nueva base, 
son (5, —5, — 5, 25). 


332. Sean A u,” u,” } y [v,*, v,*} das bases duales de (u, u, } y (y, V, } respectiva- 
mente. Se verificará: 


+ * 1 - t 2 + 2 * 
u,* = btv” + b v 1 =0, y," +, w,, 


y de 


1=u*u = (b 1v" tbv (Cv ,—4v,) = 2b mAb 
0= u* u = (b,* v” + bo v") (y, + 3 va) T. b +8 bo 
C= a,u, = (b2 v * + bv (27, —4v,) =2b,2—40,2 
1: 0,40, = (bw, + b? v”) (v, +8 y, (=0,2+3b,? 


se deduce que 


luego 
g1 =810,1b14+8101b,2+ 3,2 a! A + 8? a, b? 


3 2 
=a? bt +a w= gtg! 


an, 90d) + 8, ap b, +30, by +70) bp 
1 1 


a! ba +a, b? cds ta =0 


52 
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32, = 510,2 b 148202024 8202024810252 
6 6 
= 4,2 by! + a? b? = -5 t5 = 0 
39, = 1a 2b t t aba + 82a b apb 


2 3 
= 0040252 = +5 =1. 


333. Teniendo en cuenta los resultados del ejercicio anterior, las fórmulas (106) pro- 
porcionan: 


ia = òi b: b, + 85 br b? + 8a b,? 28 + dse b b? 


9 4 25 1 

=b1b1 2b 2 = A h A Â 

b, ba + barb AAA a 
Fis = ôn b? bat + èig b? b t 8p bi? bat +38,,b,2b,2 


= b 1b + b b = 7 A e U 


Sa = Bia bat bt Hag Dat D? E Ba Da7 Dt H Bgg ba bF 


3 2 1 
=b1b1 2b2== bh Lo 
29, 100 +35 = 20 
Faa = 09 0248 ba b + dp ba? bat + 8,9 0,30, 


1 1 1 
wta w: 


ll 


BAR Dd = 


334, Teniendo en cuenta los resultados de los ejercicios anteriores y las fórmulas (106) 
se obtiene, llamando s¿‘] a las nuevas coordenadas : 


so = pu a? a! b? + ¿5 a! a! b,2 + tp a! a,! b! + 212 a! a,! b? + 1,21 a a b? 
+ 13 a, a b? + 45 a e, b! + t77 a, a, b7 = a a. o +a! a, b,1 
3 3 

+a101b24a,1 atb ttanta? b24+0,10,1 b,2 =2.2 «ip +? «1 -t 2.1. 
2 3 2 2 6 3 4 3 4 2 22 
— (2. — 2. .l ==> +++ it += ii 
A a Mc ll UT OT ON TO E 
sy = gn a! a! b,1 + iN a! a! b,? + 112 a? a! bl + t? a! a! b,2 + pa a! at b1 
+ ta a) a! b, + 1,2 a) a, ba} + t? a, a, ba = a: a, ba + a, a b, + a a, b 

1 1 1 
+0 J0ib1+40101b34+020,1b,=2. 2(-5)+2 .1- (-)+2 «1 q ti 2. 


1 1 1 2,1_1 
(5) +102:5+1 Los AAA 


etc. 
335, (XX, Xy X) = Z, Xp Xp X,)- 
336. a) Si e, = (1,2), o, = (2, 1), se verifica que 


c 5u Y usu Y 4) =50, OuSu, Y 0) y a 5u Yu) —5(u, g 
1))=50% (1, Y uj—50,(1, Yu) =54um, Qu) —5(, Y 4) = 1D! 15 (u, O a) 
—5(u, Y u)=i(7) [5 u, Y u) —5 (u, Y u,)], luego el tensor de o es alternado. 


333-338 (b 


b) Sea a, = a, 2, 3), Ty = (2, 3, 1), n= (3, 1, 2), n= (2, 1, 3), T= (L 8, 2), 
e, = (8,2,1). Sea, por ejemplo, 


o, [2 (u, Du) +40, Qu) — 20, 8u) — 4U, Qu)i= 2, O up) + 4(1, Du) — 


2 (u, Qu) — 4 (u, 6) u,)], luego el tensor no es alternado. 


c) Si a, tiene el mismo significado que en b), sea, por ejemplo, 


0 [-4, Q u O) Uy) + (1, O lg O u) + (Us O U, O u) — a a 69 Uy ES Uy) + (11, 6) Uy (9 
u) + (4, Q u O) u) = (1, O y S Uy) + (ta O Uy Q 12) + (1, 2) Uy O u) — (UL, O Uy O 
u) — (u, Q ul, (9 11) — (1, (6) la O) 113) = 7 (9%) [(1, E) Us Q UY) +... — (1 69 1, SY) a) 


análogamente se comprueba para Tos Ty luego este tensor es hemisimétrico. 


337. Como las únicas permutaciones con dos elementos son 7, = (1,2 y e, = (21), el 


tensor o, [(u, & u) +2 (CH Q ul +ile) e, [u Y u) + 2u, SY u,)] es tal que me- 
diante la permutación unidad o, se transforma evidentemente en sí mismo, y mediante y 
se transforma en 


o [u Qu) +20, Qul +10), 1, Q u) +2(, Qu] = ile) lc, u Y 
4) +2, Y uD] ++ (0e, [u Y u) +2 u S 1,311 


luego el tensor 


la, Qu) +2, Qu) + ¿(e 0, (4, Ya) ttle) 2o (4, Yu) = 4, Yu) + 4, S 
u,) — u, Q u) — 2 (u, Q) u,) es alternado. 


338. El tensor x = o, (u, Yu, O up +i l) e, (U, 8 ua Ya) +1(0,)0, (u, Oua g 
u) + il) o, (m, Ou, Qu +i) o, u, Qu Du) +i (0) 7, 4, 98,9 u), sien 
do e, = (1,2,8), o, = (2,8,1), 7, = (8,1, 2), c, = (2, 1, 3), 7, = (1,8,2) c, = (3, 2, I), es 
un tensor alternado. Si e es una permutación par, i (e) es positivo y el producto de ¢ por 
c, es de la misma paridad que c,, luego ¿(o 0,) = i (e,). i (0), y si æ es impar se veri- 
fica también que i (e @,) =1(0).1 (0,), luego en cualquier caso es o (x)= i(e)x. Va- 
mos a comprobarlo, por ejemplo, para oc = gẹ Se calcula en primer lugar o,o] = Ty 
TT = 13) op oyr, = (4832) =op 0,0, = (281) = TT T = B12) =0,,0,0, E T 
y se obtiene: 

o, (x) = ie 0, + ilo)0,0,+ tl) 0,0, +1(0)0,0, +10) 0,0,+ i (r) T Te] (59) 

uy Quay) = [r tile), +i lOe til) o til) +i) e] 4, Qu 8 KW) 

=i(e) lle), +i- ilede, +10) ¿(0 0, til) iee, +1(0,) > ile) T 
+1i(9).¿(I7,1u, Gu, 6 us), 


pero teniendo en cuenta que ¿(0, 0,) =1(0,)i(0,), puesto que el producto de dos permu- 
taciones de la misma clase es una permutación par y el producto de dos permutaciones de 
distinta clase es una permutación impar, resulta: 


r) = ilie) tilo) o Htl), +ilo)o, 
+i(0)0,+1(0)70 14,91, Qu) 
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luego como lo mismo se puede repetir para las restantes permutaciones, es 


x= Y 1, Q 8, +4, (Y Us Q Us + Uy 0) Uy G a, 
— 1, Y u Y 4, — 1, Y i Q u — Uy Q 0, QU 


un tensor alternado. 


339, El mismo razonamiento que en el ejercicio anterior prueba que el tensor 


X= 1, Q u Q u +u Q u 910, + O a, O 1, — € (9 0, O le 
— u, Q u, Q Us — Uy Q Ha Q Uy, 


es alternado. 


340. El mismo razonamiento de los ejercicios precedentes prueba que 


x= 1, Ou, Y 1, +1 Q i Q 1, +u Qu Qu, 
—4 90 Q u -— u Qui Qu — u Q u Qu =0 


es un tensor alternado. 


341. En efecto, los bivectores son de la forma 


Z o, (x; 9 y) + ker (A), pero si x, = m! u, +M,' 0, + M,' 0), 
y =n u +n u, Hn Uy 


se verifica que 


Za, (x, QY) + ker (A) = 30, [mt a, (u, Q u) + m na u, & u) + ...] + ker (A) 
=[3 6, (mt, m9] (a, 9 u) + (24, (m, a)l (u, ®Qu,) + ... + ker (A) 
= [Z a (mi, 9,1 (a, An) + [Z a, Gnt, nt,)] (u, A u) + 


Ahora bien, u, YH u, +u, @ u, Eker (A), ya que (0, hi... AMD di 
e i(0,) = —1(1, 2 0,), luego 


-A (u, Q u, + uQ 4) = A (u, Q up + (L 2) u, Qu) =D ie) o, u Y 


u) + C D (0,919) = D'i o) a (1, 90) + (090,149 (4, Q up) 


= Dion (a, 9 1)— DEA D e) (0, D o) (u, Q up = o, 
luego 
u, Hu + ker (A) = — (u, @ u) + ker (A), esto es, u, A u, = — (a, A u,) 
luego 


Xaj (x, Ay) = Ia (mi nt — m n) (ua, Au) +. 


339-344 77 
342. La proposición es equivalente a 
A (X, Q x Q Xy — i (0) (Xy 1) S Xo (2) ES Xs) =0- 
Ahora bien, 
A [x Q X; Q Xy — 59) (X, (1, O Xa B Xo (8711 = p3 [š (55) o: (x; Q X: Q Xy) 
£ 
— i (0) 3 (0) 0 (X, 1) Q Xa) Q Xy] = D. i (0) a (Xi ® Xy Q Xy) 
i g 
as > i (0: 0) (0; 0) (X, Q X; Q Xy), 
$ 
y como el endomorfismo Za ¿(9,)0, es igual al endomorfismo 2 i (e, e) (o, e), resulta 
que 
A [x, Q Xy O Es — ¿(9) a Y Xa Y Xy (99) =0. 


343, En 341 se ha probado que B’ = {u Au, U, ^ Up U, Au,)] es un sistema de 
generadores de V^?. Vamos a ver que los vectores de B’ son linealmente independientes. 
En efecto, de 

a (u, A u) +6 (a, Au) + (au, Au) =0, 


se deduce que 
A [e (a, Yu) + b (au, Qu) + eu, Yu,)] =0, 
esto es: 


a (a, @ u) — (u, 9 4,3] + 0 [(u, S u,) — (u, Qu) + e [(u, (9 4,) — (u, 9 u,)] =0 
y como (u, Q u), i,j = 1,2,3 son linealmente independientes, resulta a = b = ¢ = 0. Por 


Por consiguiente, dim (vs?) = 3. 
344, Un trivector arbitrario de Va es de la forma: 


ya RAY Az) => a a: X y: Q z) + ker (A). 


4 3 


Six, =%, 4, +40, +% ¿Uy Y¿= 9,0, + 9/30, + Y Uy Zi S %,U, + 2,0, +, 
U,. será: 


A 
Da GAYA) (> ii Lä Ya za) (4, Yu, & n) + (> l; Li Yi za) 


(4,90, 60) +... + ker (A). 


Ahora bien, en virtud del ejercicio 342 se verifica que xAxAy=0, ya que si 
o = (213), se verifica que Ax Ay —i(N(=AXAy)=0, y como ¿(o)=—1, se 
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obtiene 2(x Ax Ay) =0, de donde xAxÁ y =0. Por consiguiente, en el segundo 
miembro de la igualdad anterior son cero todos los términos en los que figuran dos o 


más factores iguales en el producto tensorial,'ldego teniendo en cuenta la relación del 
ejercicio 342, resulta: 


> Ay, Az) =[>a, ir Yis Žita T Pia Yis + Y Fia T Fia Y Fis 
] j 


— Z, Yis Zia — Fia Yia 2,3] lu, Au, Au), 


luego (u, Au, A u, } es un sistema de generadores de Va?, Ahora bien, se verifica que 
u, Au, Au +0. En efecto, si fuese u, Au, A u, =0, sería A(u, Qu, Qu) =0, de 
donde u, Gu Q utu Qu Out u u-u, 91, 9u)—u Y 
u Y 4) —(u, Y ue u) =0, contradicción, ya que todos estos vectores pertenecen 
a la base de V83. 


Por consiguiente, dim (V+?) = 1. 
345. Teniendo en cuenta las propiedades I, II y IV de 75, resulta: 
xAy= E, v + Pa Y, + Pa Ya) A v vt Y, va + Ya va) = Er, YY, yy) lr, ^ va) 
A A AA 
XAYS (0 +2%,0,+% 0) A Y, U, + 90, + 9,05) = 1%, Ya 7%, Y) (u, Au) 
+ (E, Y 7% Y) (1, Au) + (7,9, —%, Ya) (4, A u,)- 


Ahora bien: 


u A u = vr, — 1 HD A (vr, +1,+8v)=0+D(0, A v,) + | 83—11) (v, A va 
+ (1—6) (v, A v) = 8, Ary (7, Av) — 5 Av) 
uA = ty t3) A lv, +51, — ya = (5 D) (9, A vp + 115) (y, AY) 
+(— 8 +1) (v, A v= 6 (v, A v) — 16 (v, Av) — 2 (v, A vD 
u, A u = Ev, +5 y, — va) AB vr, — Vg ty) (1 — 10) v A y) + 6-9 Ae A Va) 
+ T2+D(7,Av)=—9 (0, Av tA Ar) V Av), 


de donde: 


XAyY=(%, Y, — 7,9 1849, Av) — Av, AV) (7 AvD (A, 3, —7,9,) 
[6 (y, Av) —16 (9, A vr Y— 2 (Y, A vD + (, 9, — z IQ 9 (7, Ar) 
+4tv, Ar) — (vr, Av) 
= [B (A, Y, — 499) +8 CE, Ya — Fa Ya) — Y YU A va) 

+ [4 {r y — Y 9) 16 (7, Y E YDH 4 (7,9, — 4,901 (1, A va) 
tiS (A, 9, 4,9) 2 (4,93 — E Y) (4,3, —%, 91 (7, Av). 


Por consiguiente, 
-, yy *, Y, = 3 (Ga YT FID t 617, Y 4, Y) 9 tz, Y Ya) 


PaVa TE Ya = A Ya TaI) VA, Y — a Ia) H E I E 9) 
PY, Y =— 5E Y — EI — 27, Y — 7,9) — (A, Y, —*, Ig): 


345-349 79 


346, 


pa +x, y) = ringat, y) =2iMGA+x,yNl="t(+1) 0 =711 0 
YIR SAGAN Oy) SiO y = 
zina y) + rin (1, y) = 9 (y) + p (1. y) 


Análogamente, 


Ay +yJ)= 0) +p y). p(0x,y)= min(ax, y) = ri[(ax) (9 y] 
="i[e(x Qy)] =a [rin (x, y)] = a p (x, y). 


347. Sea o una permutación arbitraria de los números (1, 2,..., Y), y sea o* la permu- 
tación de los números (1,...,r, 1 +1,..,r +5) tal que 0* (1, ...,r,r+1l,..,r+5) 
= (e (1)... e (r) r +1,...,r + s). Se verifica que 


Py 7 (2) = gy loe (8)] = rin (o) y) = rila) Qy) 
= milo" (x Q y)] =0* (x Q y) + ker (A) = ¿(0%) (x Q y) + ker (A) 
= i (o*) [r i (x QY)] = 1 (0") zin (x, y). =1(0%) py (x) =1(0) py (2). 


348. 


xAy=(G,0,+%,0,+%u) A O u tygu, tI, u) 
= e Y, — 4a 9,) (u, A u,) + C Is 7%, Ia) (u, A u,) + tx, Y, —*, Y) (u, A u,). 


xAyAz=BANAzZ=[, y, —%,9) (4, Au) + (4,9, —X Ya) 0, Au) 
+ (Ga Jı = *, Ya) (u, ^ ayiA (a, u + Z3 u + % u) 


= (2, I, Fa Y) 2, (Y, Au, Au) + (4,9, —% Ia) 2, (u, A u, A u,) 
+ (4, 9, 2%, Y) Za (4, Au, Au) 


= [E 9, Fy Ya) 2, + (09, 27,992, + 5,9 — 429) 1 (8, Au, Au). 


349. 


x=aAb=(9,b,—0,b)(u, Nu) + (0, ba — a b,) (au, Au) + (e, b, — a, b) (4, Au) 
+ (a, b, — 2, b3) (U, Au) + (0, b, —2,D,) (u, Au) + (2, b,—4, by) (u, Au). 


y=cAd= (c, d, — c, d ) (u, Au) + (e, d — c, d.) (0, Any) + Ce, d, —c,d) (4, Au) 
+(e, d, — e, 8) (u, Au) + (e, d, — c, da) lu, A uD t (e, d, — c, d) (u, A u) 


xAy=(8,b,—4,b)(c,d,—c,d) 0, Au Au, Au) t (a b, —0,b,) (c,d, —c,d,) 
(1,19, Au, Au) + (0, b, — a b) Ced — e da) (4, A u A u, A u) +C b, — a b) 
(d —€,4) U, AU, Au Au) + lab, —8,b,)(c, da — e d,) (U, A u Au Au)) 
+ (a, b, ~a ba) (e, d, — Cy a) (uy A u, A a A u,) = La, b, — 2, b.) (e, 8, =f d,) 7 (a, 
b,—8,b)(c,d,—C, d) +(2, b, ~a, b) (c, dy — cg dy) + (0, by — Gg b3) (0, da — Ca d.) 
— (0, b, — a, ba) (€, d, — Cg 0) HCO, b, — a,b) (c, da — C, d1] (4, A u, A u Au): 
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350. Una base de L es la formada por los vectores a = (1, 3, 2, 4), y b = (—1,— 2, 
5,3), luego si la base del espacio .vectorial es B { u, u, U,> u, ), uno de los bivectores 
será: 


aAb=(0, +38u,+2u, +40 JA Tu, — 2u +t5u +3u)=(—2+3 (u Auj +6 
+9 (4, A u) + (8 +4) (a, Au) + 058) (a, Au) 


+ (9 + 8) (u, Au) + (6—20) (4, Au) = (u, Au) +7 (4, Au) +7 (4, Au) + 19 (ua, 
Au) +17 (a, Au) — UH (u, Au), 


luego la recta de bivectores correspondiente a L es 


2 (1,7, 7,19, 17, —14). 


351. a) Una matriz de primer orden (a) da lugar al vector au, luego la] =G, 


a a . 
b) Sea la matri ( 11 1) y sea a, =0,U, +4,¿U, a, =G U, +6,U,, Será: 
a 
21 a 
a Aa,=4 11 az (4, Au) + 0,70 22 (u, Am) = [s Gu 7 an] (4, Au), 


luego: 


21 22 


c) Sea la matriz fa a a ya =a, u, +4,,4,+06, 


21 22 23 12 “2 u, 
31 32 33 
Ay = 6, U, + 074, + 0, 8,5 3 = 1% + at + Ogg U, 
de donde: 
a, Aa, A ay = G, fra Tas (4, Au,¿Au)+0,,8,4, U Au Au) 
E aia a la (u, A u A u,) + 8,7 Lag fsi (u, A u, A u) 
+ aia ar Cs (u, A u A u) + 23t 22 asi (u, A u, A u,) 
= 7 n Ga aas T Gii By * — 4,0 21 aya + Ga Lo %1 + ais % a 22 


ais Paa 87,3 (u, An, Nu), 


de donde: 
a a a 
13 “13 B| a, — 
a a a Gir frg Iss + Uy La ai y + 1 fra z3 T Ois Oza ai Las Üsa air 
21 22 “23 —8&,, 4,8 
33 “12 21" 


De la expresión anterior se obtiene la siguiente regla pnemotécnica para el determinan- 
te de una matriz de tercer orden: los términos con signo + corresponden a los produc- 


350-358 al 


tos de los elementos señalados en a) en una misma línea, y los términos con signo —, a 
los señalados en b): 


aa Ag Ag Ai an ag 
e / 

Ar da aag dzi G3 dag 
NON DAR 

“yq “y 3 ay “a ly 
XxX LL / 

an ES 44 an is 

N / 
4 da dy 4 Ue da 
a) b) 


a a 
12 13 
21 fiz — 411 Ls 41 O îs a 
411 1 
11 12 13 
a Ayo Ajy — Ajo a a 
Dn 12 22 “11 12 “21 13 
= 4 Ara — a lag | = Y — Aa 
21 22 23 21. 22 dii 21 23 21 41 23 Lu 21 
31 32 33 
41 433 411 — 419 Agy á 213 
431 4 — —— lg 43 234 ERE O 37 Tn 
41 11 11 
ay (0) 0) ays 10) o 
á Ay Ag á An —An Ay Ay 
— |m 21 
= 41 41 = ai 41 Ass äi 
P —Ag _An à Ân _Ag Ay As 
31 31 
au 41 251 dy Ay 41 
l 
4 0 0) 
A 
ay —Y 0 
E ai 
Ta An An — Agr An 


41 4:11 Aya 
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354, Del ejercicio anterior resulta : 


355. En efecto: 


356. De [A] =|A'| y de — A = (—1) A se deduce, por el ejercicio anterior, que 


(Alsa 


Ga) A A (Pap) = $” a, A... A ap) 


¡A]=4]=¡EDA|=-D"]AL 


As _ An Ay — As Ags 
411 81 Ay 


[Capítulo 11] 


siendo n el orden de la matriz, luego si n es impar, será | A | = — | A |, de donde | A | =0. 
0 az %3 a 
—a 0 a 
12 23 24 | 
—a a CP Fut as ayt ata ata. 
13 23 34 
aa Tin iu l 
357. lomemos i =2, i =4: 
E, % bs 4, 6, =]21; 4,2]Adj]2,ł; 4,2|+]2,1; 4,8] Adj|2,1; 4,3| 
—| an % Ga Gy G| t121;44]Ad)|2,1; 4,4/+/2,1; 4,5/Adj|2,1; 4,5] 
Ga fsa Gaa O 4 [+/|22;4,3]Adj]2,2; 4,83] +]2,2; 4,4] Adj|2,2; 4,4] 
—| aa Ce as ha as +122; 14,5] 4dj]2,2; 4,5] +]2,3; 4,4] Adj]2,3; 4,4] 
Ga sz O "ys 8,1+12,3; 4 5]|Adj|2,8; 4,5] + ]2,4; 4,5] Adj |2, 4; 4,5). 
| a 
13 14 15 a 12 l4 15 | a 12 ` 13 15 
— 21 23 a + 21 23 a — 21 24 a 
= a a 33 34 35 a -a 32 34 35 a 32 33 35 
«41 42 a 4l a3 a “a “aija a a 
ss "sa 55 52 “sa "55 53 “ss “56 
a a 12 13 14 11 14 15 11 13 15 
+] 2 cas | 22 za jra u 
a 32 33 se a 31 34 35 a sí 33 35 
41 45 a 42 43 a a a 42 44 
52 53 54 š1 54 $5 51 53 55 
a a 11 13 14 a fi 12 15 a 8, 12 14 
| 22 2 a |=| 23 24 $13 "Blog a a 
| a a 31 33 34 a a 31 32 35 a a 31 32 34 
42 45 o a 43 44 a a 43 45 a a a 
51 53 54 51 52 55 $1 “52 54 
11 12 13 
— Goa as a a 
G a 31 32 33 
44 46 o a a 
51 52 53 


$ 2. MATRICES. CÁLCULO CON MATRICES 


358. Si, puesto que 52—42 = (5 +4) (5—4), 4 +12 + 9 = (2 + 3)? = 53, -$ -2 
C-H 2+) =2—1L 
359. 


PE 8,9, FC gp Fa = pg), TOY Fy = 049, TF 07797 


AR 1 1 1 
la o O 


361. La adición definida en la definición 2 es uniforme. Para demostrar la asociatividad 
emplearemos el elemento general de la matriz: 


1) [(a, y) + (0, + (51) z (a,, + bip) + (y) = (Ey + b,j] + c) = (8, + [by + yD 


= (a,,) + (b,, + cij) = (ay) + [(b,,) + (GIE 


2) (6,,) + (0,1) = (0,, + by) = (y + ay) = y) + (0, ,) 
3) Si O es la matriz de ST, , cuyos elementos son todos cero, se verifica que: 


(a) +0= (a,, +0) = (8, ), 


cualquiera que sea la matriz (a,,). 
4) Dada la matriz (a,,), se verifica que 


(G) + (= t) = (4, — 8,5) = (0) = 0, 
luego toda matriz (a,,) posee opuesta, — (a,;), y se verifica que 


— (e) = (C ty) 


362. 
1 
I3 —ı 0 
2 i -2 —4 ’) 
4 = 
4 3 84 
1 E 2 1 


363. I. $ [(a,,) $ (1,03 =p (a); + bi) = (f La, + bD) = ($ ayt? b) = 16 ap ti ba) 
=P (8,5) +9 (by) 

H. [P+49] (6, y) = (19 + ala) = (P ayta aj) O a) + (9 a= A ata ay) 

IM. [2 q] (8,,) = ([p ql a,,) = ($ [g 61,3) =P ( 815) =P) [g (a, 21. 

IV. 1(6,) = (1. a) = (0,/). 

364. 0A= o (8,,) = (0. 8,5) = (0) = 0. 


A+(—DA=1.A+EDA=(1-DA=0A=0. 


84 3 2. Marrices. CÁLCULO CON MATRICES [Capítulo II] 


a a, a,’ 
365. Sea A -{ I pz La ) una matriz arbitraria de J, De las definiciones 1 y 2 
a, a 

21 z2 23 


se deduce: 


[4,00 ( an ) (E aja o pro 00 ») 
alto o)+lo 0oJ+ [o 00 ao lolo. 

100 010 001 000 000 
=a olta (o 0 altas (o 0 0) an 10 0) + (o 1 o) 


ea 


lo que prueba que el conjunto B = | 


oo oso 


100 01.0 0.0 1 000 

00.0 (o 0 0/'’\0 00 ($ 0 o) 

pi (o 0-0 | es un sistema de generadores de Y, .. Para probar que es 
0 1 x 0 0 1}? 3x8 

una base hay que ver que son linealmente independientes. En efecto, supongamos que 


100 01.0 0.01 000 000 
(o 0 o) +l 0 o) +» 0 0 otadi 0 o) talo 1.0 
000] f/000 .. [MM 54Y_(0 0 0 ARE 
+a (0 0 la 00 sería : O 2)=(5 0.0 , de donde A, =A =A 
=À, =À, =À, =O, luego B es una base. 


366. dim (Hlp, m) = nm. 


b € c 
367, I. | Ca 8,2) he a) | (3) it) CETT ba + %a bav Gi biz t Giz baa) ( ") 


Ca si 


a (8, + 4, ba) €, + (a,b 12 F%2 ba) 217%, {b € t bia C) +0, (By € ut baa 
+b E b ĉu 
c) = S 11 12 în )= a) 11 al 
2 Saa ba u t bat 21 a la bzo Ca 
b c b +e 
i. co oad (35 H(G) Cu af p zo) = a Ca +00 + oir On + em 


21 Cgi 


c.: 
= (ra By 4045 Ba) + Cia Cn + Oa a) = 010,9 70) + Ca aa (2) 
a a boa. b $a. b 
II. ")] b.. b = ( ") b. b 2 ( 11 “11 11 >) 
[H 43 : É 12 $ y , d 1 $ Ga ba $ Ga dz 
a. b, 6,b 2i1 f 
=| 11 11 11 .)=p|| Je na | 
2, bia tai bia 231 A 


(« (m 
a 3 1 .. . 0 è 1 s.e.. 0 
11 15 Gir e in Ga E Goa 
Prornancrncanos a n) EES = t.ra , Pronto rro = Racarananoronan 
(m 
Oni Omn 0.a Omni Oms A i Oni’ Imn Gai ma 


305-374 85 


368. 
a Br Orrroryrnrr0 Ceng? 
erererarserorera n): = m): 
Omna mn 0 ce.noroasoa 0 0 e... enanas. 0 
O=AO=A(B-B)=AB+A(—B) de donde A(-B)=—AB 
369, 
37 o lo la 2 slo i 
2 5) s)=l0 1) (2 sia si=l0 . 
b, ži b,a, b,a, b,a 
370. (a, a,a,) | b, |= (0, b, + a,b, +a, b,) f d, |(0,0,0,)=(?,5, 5,0, b,a, 
by 3, b,a, b,a, b,a 
371. 
2 
E ea ah e e) 
0 3 5 — ' 0 365 
4 6 29 30 4 —6 
—2 T 9 
= 6 — 3 3 
8 -2 —2% 
372. 


4 -31/2 i\_ (—1 10) /2 (65) - (0 1) 
(2 T5)(s —2)= (Zi 12) (3 -2 2 —5]=lw0 1 


3 —1 5 
373, (3,2,1)=(7,y 2% | 4 2 —3B] =Gr+4y+2e—<+2y+6257x-—3y 
1 6 —7 
—1 8), 
de donde: 
Bx+4y4+ z=3 
— x+2y+6:x=2, 
5r—3y—T2=1. 
1 
11 “ia “is 
374. (1, z, y) Ga, zz "as x]=(0,,+0,7+0,,Y) 0,,+0,%+0,,90,, +0, % 
045% fas y 
1 
+0, 2 ]=0,+0,,5+0, vt (0,, 40,7 +0, +(0,,+0,,3+0,,J)Y =0,, 
3 


+(0,,+ 0,7410, + 0,,)9+0,,5 H (0, Hya 0. 


86. $ 2. Marrices. CÁLCULO CON MATRICES [Capítulo II) 


2 1 5 
375. a) Pa E (4,2, T). b) (+ sapt 5. AN 
F, = OELLE a i = (4, vr a. A). 
Miss —ı rsd a ie] ) 
—i 3 1 
1 3 6 
2 6 3 5-2 3 
376. a) (r,y. 2] 3 1 —2 | =(0,0,0). b) (L,x,y, 8, £) 6 1 2 
—6 4 1 2 4-1 
1 5 7 
2 1 5 
= (0,0,0); c) (1,x, y) 8 4 -1]=("y,2) 
—1 6 
sí. 
% ii Sm (m %, m3 Om 
a) E. perh Fa) : : = (0, sar 0); b) {ri E) : = (6, ... Cm); 
n- mn an'e Omn 
— 6, 0. — Cay 
o 
c) Q, -, 0003 Hp) $ : = (0, rey 0); 
1n Omn 
1 2.4, 
i 0 Go ny 
AC = (L E s Fa) ni : 
0 Sa San 
378. 
bu bn 
a 
(2 13 a, ösi 513 = (7 ña si) + Es (ösi ba). 
Gm Uy j Fas Fa ra A 241) \ Ön 023 azs 
31 %32 
379. 


41 As: das 
A b IEAICEEAOCI bai 
3 bs 
Gar 4 4 
LET a Gs 


375-383 


87 
: : 0 Wa w a 
. P = (0,0), O' = „Q= [ui s], a ¿a [ma], 
380. Poniendo O = (0, 0), O (o) a pe 7] a= (8,,8,,), 8 (5) 
pm ay resulta : 

an y 
1/0 0 i | %: Aig 
— —_—_—_—— —i— aun 4 
O | wi Li Asi | Bsr Gag =(, a 
O | wa wn a31 | 43 lgs 


381, Poniendo t = (t, t), f = | 


É 10 A 0 
2) i) O = (00), O (0). = 0,00 


a, dy 4 
a 2 ¡As ls »), resulta : 
ân a3 Un 
fo | fi f3 21 | Zya Gig t4|0 0 i s 
TR ca — A tlfa, a 
010 ası | 333 223 4ji 0 |=|[/ a A 
€ lla AJE 1 
ojo 1 Gx | % dy fÍ¡0 1 
= 1,6, tte tja+tAYfí,0 e 90, +10 +t 00 + tAf ta+tA 
a A El Ci tAr A ' 
382. 
5 b fu fa fs * 
, ef “21 “a PEEN ._ 
Aa=|— 1 w=; \c= 12 faz faa PXS% 
123 “a2 “sz 
1 13 23 %s *y 
383. I. 
GS, A 2 
Oni Omn ano Onn On, Omn 
IL 
11 Ea ine? bin j 2, + bii Gin t bin i 
: +: =I: 
üni i Omn bai E mn Omi T bmi i Omn + bmn 
a, + bi 00 By, t bm ae my b me bmi 
SL =13 +i: 
ant bin: Onn tmn Gn mn bin- ; bma 
r e Gin b ZE 
=f: + : 
mı `` Omn mi `” bmn 


gg $ 2. Marrīces, CÁLcto CON MATRICES [Capítulo 11] 


111. 
a r , 
Bo Gm $ Bae $ am Pa, = P On, Bro n 
Ê = = : : =P : 
On Cam ASTETE Pam P Cam aim Onm 
a + 
a Gim 
=pl : . 
ai aum 
384. 


, 


b b ; 6.b_ +a. b 
g 4,7) (a Bi )] = (6,1 Ž11 $ 43 Čes Ay Big + Gis Žas ) -{ nu 1z a) 


m Py | a,b, +ta,b 
= ( Buda (5 )-{ bii baz ) (8,, baa 
bis baa ayz Ba daa 


11 "12 1222 

385. Si A es simétrica y de dimensión m x n, A’ es de dimensión f x m, Juego al ser 
iguales es m =n, Análogamente en el caso de matrices hemisimétricas. 

386. De A’ =-—A se deduce que a, = — a; luego au = — Qp de donde 8, = 0. 

387. c()=3, 7(Y=4 (8)=2 e(4)=5, c (5)=1. re (1)=7(3)=5, ro) 
=71(4=3B, ro(83=7(Y=1, ro(=r(b5)=4 ro(5)=r(D)=2. 

388. Sean Er Ey EY 8, los números de inversiones de o, 7, To y or, respectiyamen- 
te. Se verifica que e, = 6, e, = 3, 70 = (53142), 07(12345) =0 (21534) = (43125), 
luego e= 7, e, = 5. 

389. 7,0, = (345621), 0,7, = (234516), 0, e, = (642531), o, o, = (3156642), luego ¿(v,) 
=(—1}=1, i(0,)= li) =—1, (0) = 1D =1, i (e) = 13 =—1, i (ege) 
=I =—1 ¿(0,0)=—DM=1 (0,0) =(—D2=1,+(0,0)= (CIN =—1 

Obsérvese que ¿(0,0,) =1(0,).t(0,), ile, e) = i (0) i led (0,0, =i (0) - ¿(0,), 
(0,0) =i(0,). (0) 


39, |a, |= 0, ĉi Ki = i (04) a1 o, (1) 430, (2) + F (03) 210,(1) 620,(2)) siendo o, = (1, 
21 Î22 
2), e, = (2, 1), luego ¿(o,) = 1, i (r) =—1, luego a haja B,, a3 — 5,7%, 
21 Sa 
Sea e, = (112,8), o, = (2,8,1), e, = (3,1,2), 0,= (2,1,3), v, = (1,3, 2, 7, = (8, 2, 1), 
i (o) = 1, i (e) = 1, i(0,) = 1, i(o) = —1, i(0,) = — 1, i(0,) = — 1. 
será: 


sti åz Bs 
Ga Paz Las | = $ (01) 410,(1) 220, (2) 480, (8) + E (05) 410) (1) 4904 (3) 48 os (8) + £ (0) Z1 os (1) 4101 (9) 
1 z2 aza 

A8 o, (8) + £ (64) 21 04 (1) A2 o4 (2) 430, (8) + $ (05) A1 o; (1) A2 os (3) A8 os (8) + F (Og) 1 oe (1) 22 os (3) 63 0, (8) 


= Gii Gas fsa F G33 O33 Ogi F 0,87, 6,3 0,7 8,, O33 —0,, Gas Oga — Gis Gaa Ogi 


391. + y —, respectivamente. 


so2, 75) -2-9-19=—10+12=2, 
123 
4 5 6Í|-1.5.94+4.8.247.2.6—3.5.7-6.8.1-9.4.2=0. 
789 
100 12 3 
8 2 3[=1.2.2-—1.1.3=1. 2 4 6¡=0. 
912 15 T —4 
393. 
21 fis 4% 


asy dsg % |= 1 (01) %o,(1)1 %o,(2)2 do, (8) 8 + $ (03) 20, (1) 1 %0,(2) 3 20,(3)8 + £ (09) o, (1) 1 60,(2) 2 
Gu Un 4 
o, (8)8 + $ (04) Go, (1)1 d0,(3)2 de, (5) 8 + È (05) Gos (1)1 %o,(2)2 Gos (8) 3 + $ (04) Goe (1) 1 Lo (2) 1 Aos (8)8 


= ia fga ss T Gai Osa Gys F Osi 0,3073 — Oar ig 033 T Oir Osa Oaa — Oar Oaa ay 


394. En todo término del determinante hay un factor de cada fila y de cada columna. 
395. 


— 1 ax Oza a| = — [0s f3 8,5 F Or 0,9077 T 8,, 839 Gag — G31 Gag Gss — Gaa Cas Fs 


Sais Oy 031 =| ba 677 Oas) 


396. Si la matriz A tiene dos líneas paralelas iguales al permutarlas no varía la matriz, 
luego en virtud de III será: 


¡Aj=—[A] 2/A]=0, ¡A]=0. 


397. 


e. pol Yi E `i 
PG, PO |¡= A P tiea) | nan = Ê il) bony ieu) = naia 


isipin A OSP er 
Ony Onn 
% Gn 
P=| 0, Gig |. 
Oni San 


53 


$ 2. MarriceS. CÁLCULO CON MATRICES 


[Capítulo II] 


399. 
pones Sn 
Ga Edy + Gin t bin | = > (Nba Bo Tac) = Onain 
raees derernancconaninss sep : 
Byg eee San 
= > i (0) Bentham | Onan Y > i (0) hemo bia E A 
os? asp 
By o Sn 8, Sa ao La 
Gi +2 Gj Gn +? Sn a Gin 2 8, d Sn 
enenenonornnoonaccnncinnanos PO E a oncofenaccnnons 
yy en Sn Bj, Ga Bj + Oin 
am a Sa Sn 
400. 
1 ls a a 
= [a "u > 
A, = Sa a F A, = a , A, = (Bags 83): 
a 33 “sa 
31 33 
401, No. 
402. 
11 “is “ta 
Sas eN jo | 
21 “23 “24 |’ a a r z U 
a a a2 Caa 
si “ss “2 
403. 
u În u bi bis 14 
Bn = | ba ds tul BaF ba da Paa 
a ba ua bs ba, 34 


398-410 91 


404. By =—Boy By = bir 


b ba b 
405. |11; 48| = uo à asj, |23; 34j=| % z 
41 “as ss Paa 
baa b, ba È 
406. |11; 48 |* = |2; 3]=]| 2% 2M|,[23;3%4/[*=/(0;49/=| Y Bj 
so 34 a “aa 
: bn b 
Adj. | 11; 48| = (—1)1+1+4+3 |11; 43 |*= —] 2 2j, 
s2 “sa 
: A bo b, 
Adj. | 28; 34| = (—II+3+3+4/8; Ajs] u nj, 
ba baa 
407. 
1 “12 “is 
Ga Ga as |= O Ag, E Gag Aga T Gag Ans = — Oy 0 Harg gg — as das 
Osi Osa Üss 
a a 
= — 12 %1s 1 “is u “is 
=— ün a + 8 a Bs oa 
32 33 381 aa 31 sz 
408, 
21 23 luego A = — 21 8 
a = tig’ g! 12 = 
31 Usa 31 Ya 
409. 


|B] = |24; 42| Adj |21; 42| + |21; 43| Adj | 2L; 48 | + | 21; 44] Adj |21; 44| + 
| 22; 48 | Adj | 22; 43 | + |22; 44 | | 22; 44| + | 23; 44 | Adj i 28; 44] 


=— 21 Baz bia ba | + Ba Ba biz Ba Ba boa biz 13 
41 Bas Baz Bas Ba bas bsa baa ba baa baz 33 
_ Bas das | tr + baz baa ll dr — bas bas | Ba br | 
Bla ba, Be, bsa Bu Ba byi da, Bas baa Bs 32 
410. 
Bo 3 _ 1 
2 _2 6 2 76 
? —3 7 14 1 1 1 
-1 = B-1= , -l = — — a a 
A ( —2 1 ) 1 5 c 6 2 6 
To M 1 _81 1 
2 2 2 
251 
3 3 3 
D-1= |1 o o 
0 1 0 


92 $ 2. Markrices. CÁLCULO CON MATRICES 


411, 


[Capítulo II) 


A=XB+XC=D<¿> XC-XB=D-A<=> X(C—B)= D-A <> 


= (D—A)(C—B)-2. 


412, 

_ (2 3 2 3 2 3 aata (5 3) 
ES dE A 1). (3 1 )lo L)= ls: 3 3 
10)_/00 
"No 1) 10.0 

A 0 

413, Sea A ( 11 a) jaani- |( 2 2) ji 
2 y a fsg 0.4 
BENA a A üis = A2— A A 

i %1 GA CRA Ad 
a a, \ a. a 
( n z) — fa, tap e 
Ga zz Oar % 

bs 11 F Gala n na 11 Oats Ga C F Ogg m2 
9%, 0, + Oya 0, Gy 09 +O (2, + apa) aiy gg HO 


Ho 4, Pas + a 0m a 
e ala a e r 


21 12 
1 0 —i 1—à 0 —1 
A=bl1 0 24, |A—AI|=| 1 — A 2 |=—(1—A)214—1-2(1—A) 
0 1 1 0 1 1-—A 
1 0 —11? 
=—A(1M-21+D+21—3=-A+2212+14=3 m1 0 2 
0 1 1 
1 0 11? /1 0 —1 1 0 0 2 —5 
+2|1 0 2l+/1 0 2 -3f0 1 0l=-—![f3 1 4 
0 1 0 1 1 0 1 2 3 4 
1 —1 -2 1.0 —1 3 0 0 0 2 5 
+2 | 1 2 1+4f1 0 2-0 3 0 f=|-3 —1 -—4 
1 1 3 0.0 1 0 0 3 —2 —3 —4 
2 —2 — 4 


411-415 


414. 
01001? 0010 o1o0op018 0.001 
0010 0001 001.0 0000 
coo1J" looooj' voo 1 loo0oo0o0J' 
0000 000.0 0000 0000 
01001 0000 
0010 0000 
0001] {0000 
0000 0000 


x —1 0 0 0 0 

0 x —i 0 0 0 

0 0 x —l 0 0 
A = 

0 0 0 z —1 0 

0 0 0 0 0 —1- 

a b c d exxír+f +f 


Multiplicando la quinta columna por y y sumando a la anterior: 


s —1 0 0 0 0 
v x —1 0 0 0 
0 0 x —1 0 
Alo o o o —i 0 
Ú 0 0 0 0 —1 
a b € drer+fa?ya e+ fx +02 rx 


siguiendo de análoga forma, resulta: 


x —1 0 0 0 0 
0 x —1 0 0 0 

A= 0 0 0 —1 0 0 
0 0 0 0 —1 0 
0 0 0 0 0 —1 
a b 


cHdxrpes yf at desta etfst ae fx 
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x —1 0 
0 0 —1 
0 0 -0 
“jo o 0 
0 0 0 
a becado depara cda expia at 
0 0 0 
0 0 0 
— 1 0 0 
0 —1 0 
Q 0 —1 
d4expfat etfe fo 
0 —i 0 
0 0 —1 
0 0 0 
Sjo 0 0 
0 0 0 


NE da ds est yf bnn ad e+... Hat 


0 0 0 
0 0 0 
-1 0 0 
o —1 0 
0 0 —1 


db... ad e+rfotlxo f+xu 
= (a4 brp ert Hd p ext prax xs) (— 13. 


416. X =CA-1, 


Ay a An 

ES A] 
Al. Geo ta) = (GE 2009 Cp) ATI = (Cr eer Ca) 

Asn Ann 

11 TA] 


416-422 95 


de donde: 
z = Aai to «+ Ajo z = Am te -+ Ann 
17 EN na IAI 
1 1 
0 -= = 
1 =1 017! : : 
418. (Fpp) = (1,1-2,3)| 0 1 1 =(1,— 2,3 | —1 -4 3 
2 1 1 i 321 
2 2 
=(5,5,—2), luego x,=5v,=5,x, =-—2, 
$ 3. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. ELIMINACIÓN LINEAL 
2_1 
5 1 13 13 11 14 
419. GEA 0, (7, 7) = (1,3) 3 5 = 13 * 13 ) luego 
13 13 
4 salt 
“=g “71 
-2_3_1 
1-1 2 : : ; 
429. (2,2 2-2 1 —1]=(641,2, Ept] 7-37 OOF 
1 —3 1 5 2 a 
7 7 7 
=, -1 _2 luego zx = 3 x -1 z =—2 
y e SS A E E 
12 —1 3 1 
0 1 4 —1 2 
421, (r Ary) [o0 1-2 1 ]|=(—1,14,15), 
0.0 0 i —1 
0.0 0 0 1 
1 —2 9 +13 7 
0 1 4 —7 —5 
Ey Ey Ey Apr = (2—1 4,1, 5) 0 0 1 2 1 f= (2,— 5,18, 42, 29) 
0 0 0 1 1 
0 0 0 0 1 
422, Los menores de segundo orden de A son e 3 5 = 0, HE =0, mt a |=0 


y los de primer orden son distintos de cero, luego rango (A) = 1. 


¡La matriz B posee el menor de segundo orden h H =I+0 y no posee menores de ter- 


cer orden, luego rango (B) = 2. 


96 $ 3. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES [Capítulo 11] 


Todos los menores de primero y segundo orden de C son cero, luego rango (C) = 0. 
123 

La matriz D posee un único menor de tercer orden: [4 5 6 | =0, posee el menor de 
789 

1 2 


4 57 —3 +0, luego rango (D) = 2. 


segundo orden 


423. No. 
424, El rango es m, ya que no puede poseer otro menor de orden superior a m por no 
tener más que m filas. 


425. r(B) <r(A). En efecto, todos los menores de B son menores de A. 
426. 


A= (0 1 2-10 i), 1+0=3>r(A)=1L 


0 i 2 —1 0 1 — 1 
A, = , A, = 
2 0 —2 —d 2 0 —2 2 —2 


1 2| o 1 —1 1 1 0=> A A 
2 al "loa 2 “|o2 —2l r(A) =r(A) 
01 2-101 > 1 12 
B= ` >, B= , +0=> r(B,) =2 
“lo, 1 zas) 2 o: » 
01 2-101 1 2 01 2 
A, =f00 1 235], A =fo0 1],[00  1|=1+0=>r(A)=3. 
11-1 021 —1 11 ~i 
01 2-101 01 2 
A 00 1 235 5 0 1 
« [ii ~i 0.21) «dada —1 
12 2 157 12 2 
01 2-1 0 20 01 21 
00 1 ale 13| o 00 15 O=>rAJ=3 
11-13 o| "1112 *“l11-1al r(AJ=3, 
12 2 1 12 25 12 27 
luego rango (A) = 3. 
427. rango (A) = 3, rango (B) = 4. 
428. Sea 
1 —1 2-1 1 —1 2-11 
A=|2 3 —1 11, B=4į2 3 —1 1 5 


423-429 


Calculo de r (A): 


1-1 2-1 1 —1| 
r » +0. 
2 3 —1 1 2 3 
1 —1 2 1 —1 —1 
r(A)=2 |2 3 —1|=0 |2 3 1|= 
1 —6 7 1 —6 —4 
Cálculo de r (B): 
1 —1 1 
2 3 5|=10+0, luego  r(B)=3. 
1 —6 0 


Por ser r(A) +r (B), el sistema no tiene solución. 


2 1 —1 1 
1 —2 2 —1 
429, Sea A=] O 5 —5 3 3 B 
1 0 —1 0 
2 3 —4 2 
Cálculo del rango de A: 


1 —1 1 —i 
—/ 2 —1 2 
5 —5 38 —5 
0 —1 0 0 
38 —4 2 —3 


5 
Nao» 


r (2,1, —1,1) =1, 230. 


2 1-1 1 2 1 
= =—) 0. 
Alsa a) St E + 
2 1-1 i 2 (1-1 2 1 1 
rl1-2 2-1]=2|1-—2 2]=0, |1 —2 —1]|=0. 
0 5-5 3 0 5-5 0 5 3 
2 5-1 1 2 1-1 
ril —2 2 —1 = 8, 1 —2 2 =5+0(». 
1. 0-1 0 1 0-1 
a 
r 1 —2 Em = 8, 7 I =| —2 2 —1 
1. 0-1 0 1. 0-1 0 
3 —t 2 
2 3-4 2 2 3-4 2 
2 1 1 
=|1 —2 —1]=0, 
2 3 2 


luego r(A) = 3. 
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Cálculo del rango de B: 


2 1 —1 T= i 2 1 —1 
gji —2 2-1 2ļ|=2 |1 —2 2ļ=9, 
0 5-5 3-5 0 5-5 
E Ne EEN 
a aa 0 la a A A 
3 —4 3 
2 3-4 2-3 2 3 -4-3 
E E 
—|1 -—2 2|=0, 
2 3-3 


luego r(B)=3=r(A). Tomando ei menor (*) de tercer orden no nulo hallado, resulta 
que el sistema dado es equivalente al sistema: 


2z + z *+x%=-—1 
4, 21,427, —x,= 2, 
z = = 0, 
y éste al sistema 
2 1 1 
(4, %, %,) 1 —2 0 = (ll, 247%, 0), 
—1 2 —1 


o bien, 


E 
5 5 5 
Cpp) =1=%,24+%,0) | 1 _ 1 1 
5 5 5 
ñ 1 — 1 
que puede escribirse en las siguientes formas equivalentes: 
1 
AS +, =t, 
1 

*, = — T — zw 2 $ r 
z, = 1, 

.=—¿% r, =—6t 


43. 
5,2 
z =—6, 2y =3 + 3+ 
a) | =, =—5, pylsr¿=1+4% c) El sistema es incompatible. 
, =t 
3. +=» 
3 t = 
4 
431, 
4 —1 1 —1 1 
3 1 2 1 —2 4 —1 1 
A=f|1 —2 —īi —2 3 f, r(4=3]|3 1 2|=5+0 
0 —1 0 1 1 0 —10 
3 0 2 2 —1 
Luego el sistema es equivalente al siguiente: 
4x —%, + z 2T žy 
Br +41,+27, =—x +25, 
—%, =r Za 
de donde: 
4, = BA+ pu 
x= Bra 
i æ =—Hi+4p 
+, = 5A 
z= 5 p. 
432. 
x = 31%+5u 
z, =— 16A P E N 
AE? ble =— a+ , 
a a = — 
) x 5A a r 
3 z = 2A 
z = 8A 4 
4 t = 2u 
5 
433. Para que el sistema tenga solución es necesario y suficiente que el rango de la 


matriz de los coeficientes: 
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sea inferior al número de incógnitas. Como A no posee más que un único menor de tercer 
orden, la condición de compatibilidad del sistema será: 


3—A —1 0 
õ l1— à 2 = 0, 


o bien: 


BM A— 40, 


de donde à = 0, A=3, A = 4. 


Para A =0 se obtiene la solución: 


s =— p *%,=—Bp. x =4p 
Para A=3 
s =2p, 2 =0 xx =-—5p. 
Para A=4: 
A =p, =P % =—%p 
434, : 
ES Xy Xa 
9% 7z I i 12 
1 —á —4 z4] —1 1 
b) Te oa hi Xion Fi oeu ak 
—1 0 1 1 0 1 1 —1 1 1 —1 0 
2 1 0 —|—1 1 0 —1 2 0 —|—1 2 1 
1 —3 2 0 —3 2 0 1 2 0 1 —3 
435. Basta expresar que 
-1 2 3 2 (1 2 8 2% 
2 —4 —1 1 2 —4 —1 1 y 
(£) r =r 2 
1 —2 1 2 1 —2 1 2 z, 
—3 6 -2 —5 —3 8 -2 —5 x, 
Ahora bien: 
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luego la igualdad (1) es equivalente a 
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437. 


3x,— + 
z, +27,+3x, 
x — ox 


8 3. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 


[Capítulo II] 


—1 1 —2 1 

2 8 —4 2 3-1 1 

8 2 —2 1 =3 |1 2 3|=-—12+H0. 

0-1 20 1 0—1 

5 4 —4 3 
= 2x,— f 2 i z= 41+2p2 
= 41, —2%, mu z=- s — 7% m z = —11+22, 
=-—2x, 11 1 *, =— 64, 

v = 6 a — 3 s z= —6u. 


Por consiguiente, una base de I3 es y, = (5,4, —11, — 6, 0), v, = (5,2, 2, 0, — 8). 


438, 


Por consiguiente : 


1 —1 
—2 2 1 
r 3—3 = 1. 
—1 1 
i 3z — z 
1 2 =0 
a z 
1 3x,— Fa 
z 1 3r — r 
1 =1 <> | 1 =0 
3 2x, + r, 2z + A 
ör 
2 1 3x,— x, -0 
—1 5r 
Tr —2x = 
2 =0 
<> (Tr —4r, =0 <=> l! o 
de = 
Br +4x = 2 
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439, 
—1 2 
2 —1 a ITI xo 
7 TE poe 2 ip" 
1 1 
—1 227, + x, a 2 2x,+ x, 
r 21 z= sn j=: | 2-1 1 -— z (=0<>=x,=0, 
1 1 Br +2x, 1 1 3x,+2x, 


que expresa que para s, arbitrario y r,=0 el sistema dado tiene solución distinta de la 
40, 0, 0, 0). 


440. 
2 1 1 
—1 —2 1 . 
r =2, luego dim. L =2, 
1 3 —2 
4 —2 6 
441, D 2 = 340, result 
. De == , resulta: 
—1 —2 
2 1 7, +1 
/ —1 —2 s, —2 = 2, 
1 38 r, +5 
4 —2 « —4 
luego: 
2 1 z +1 2 1 s +1 
—1 —2 *,-2 = 0, =1 —2 s, —2 =0, 
1 3 z, +5 4 —2 2 —1 
o bien: 
2, +81, +3, —5=0, 
107, +8x,—3x,+6=0. 
442, Como 
3 —1 2 3 —1 24 
ri 1 —3 1 =2 y r 1 —2 1 5 = 3, 
2 1 1 2 117 


«ei sistema dado no tiene solución, luego no representa una variedad lineal afín, a no ser que 
se admita al conjunto vacío como variedad lineal afín: 
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5 2 —3 1 5 2 —3 1 1 5 2 
443. r 2 —1 1 —1 =r 2 —1 1 —1 2 = 2, +0, 
2 —i 
1 4 —5 3 1 4 —5 3 —3 
luego el sistema dado es equivalente a 
57, +21, =143%,—%, 
27 4, =2— stre 
de donde 
5 
+, = + A, + A, 
n= +11, —7A 
2 9 J. 2 
” <= 9A, 
+, = 94, 
son las ecuaciones paramétricas de E. 
8 —1 2 
1 —2 —1 
444, r = 2, luego dim (L) = 2. 
—2 4 2 
—1 3 2 
2 2 —1 1 —1 2 2 —1 1 —1 1 
445. rl 1 —3 2 1 4 =r] 1 —3 2 1 4 2 ]-=2 
0 8 —5 —1 —9 0 8 —5 —1 --9 —3 
de donde dim (L) = 5 — 2 = 3. 
446. 
3 —1 — 
s55 3 —1 7, —5 3 —1 z —5 
1 —2 + —t 
r =2 <>| 1 —2 z —4|=0, 1 —2 x —4|=0 
—2 4z +1 2 
—2 y 1 —1 8 xz —3 
—] 8 z, — 83 4 * + 4 


2r, + *,— 7=0 
<=> 
x —8x,—5x,+80=0 
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0 
447. De i a = — 240, se deduce que el sistema dado es equivalente a los siguientes 
EA =—2—44, +52, 
7 
| 2r, = T— z tma A, 
s —8x, =—380+5x%, y = 2 
4 A, 


448. La variedad lineal del ejercicio 444 es igual a la variedad lineal de la solución del 
ejercicio 446 y ésta es la misma que la del enunciado del ejercicio 447, que es igual a la de 
su solución. 


449. El sistema L es equivalente a los siguientes : 


pa Al 
27, +27, =1+ soart z 1 8 8 4 g%s 
s —3Bx, =2-2r, —1 de, 3 5 x 9 
1 2 3 4 5 A Aa. DA OO 
e ds e Eo 
lo= Ti A —5A, — 5A 
1 8 1 2 3 
= 3 BA A 92 
nl leeis t A 
*, = 84, 
4, = 84, 
y X= 8A, 


1 37 33 5 

a= TẸ? 8? 8, 0, o), v=- 5. p’ 0, 8, o), 
33 69 7 3 

cs(- p h O, 8), a=(4, -5% 0, o). 

Ai número d(L) + 1 se le llama rango de la variedad afín L. 
O a OEE $ 1 —2 1 
45l. Der] —1 1 4 1 j=? —1 14 =2 se deduce que el sistema: 

1 —3 6 —i 1 —3 6 


dado es equivalente al sistema 


s> 2s + s —1 = 0, 


—4 + 7¿+4x,+1=0, 
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luego se puede eliminar una incógnita, por ejemplo x: poniendo 


me O E ntin tiens, t1 +5 0 
2 1 —4 1 2 1 —4 1-5 
—1 2 3-2 —1 2 3—2 1 
452. Deri Zg 4 2 1f= | —s—4 2 1 f7? 
—2 —1 1 0 —2 —1 ı 0-1 


-5e deduce que el sistema dado es equivalente al sistema 


Z7 + s, — 4r t - —5=0, 
— s +27, +8387 —27 +1 = 0, 
—3x, — 4r, 425, + *,+3=0, 


-siendo estas ecuaciones linealmente independientes, luego se podrán eliminar dos incógnitas: 


2 1 —4x, + z, —5 
rl —1 2 3x, —2x +1 =2 <> —31x, +29:x,—6=0. 
—34 21, + +8 


Para todo par (zp 7 a) que verifique esta última ecuación, el sistema dado tiene una solución 
respecto de (+,, 4,). 


453, 
1 3 —1 2 1 3 —1 2 1 
1 —1 2 —1 1 —1 2 —1 2 
r —2 1 1 3 = — 2 1 1 3 —1 
0 2 2 4 0 2 2 4 2 
—2 T 0 1 —2 T 0 5 


1 3 —1 2 1 
=8 =r 1 —1 2 —1 2 


, 


—2 1 1 8 —1 


Juego se pueden eliminar dos incógnitas, por ejemplo x, y x,, ya que 


1 3 
0, y el 
a E y 
resultado es: 
1 3 — +, +27, +1 
1 —1 2%, — z +2 =0<>—1x, —1x, —11 =0. 
—2 1 +8: —1 


452-459 107 


Capítulo tercero 


$ 1. EL PLANO AFÍN 


454. x=3u y= —2u 2=u 


455. Sea u = [0 Ü], 10, (7U; 1U, BU 


x = [A B], y = [0C]. 
456. De (12) resulta: 


5 =a —2b 

de donde a = + b=— + y la ecuación del cambio es: 
7 4 
tg gr 


457. 4=a, o =a —b, de donde b=a=4 y la ecuación (12) es: 


2 1 
458. o=a8+2b, 1=a—5b, de donde asgi b==>3 y 
_ 2 L 
=> qe 
1 2 —3 
459. (LyY,3)=(14,7)A,A=[ 04 —1 ep, ¡A¡=2. 


0 3 8 
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7 10 
LS E 
2 1 
(L, £1, £a) = (1, y, 1) AT! A“ = 0 9 D7 
1 4 
0-7 > 
1 4 1 
460. (1,7,7)=(13,7)B, B=| 0 23 |, /B/=. 
0 —1 5 
-2 å mw 
— 183 13 
5 3 
(L, yo 9) = (1, 2,1 29) B7, B=] 0 == -—37 
1 2 
0 +]. Mm 


461, OU, y oÙ, son representantes de y, y v,, respectivamente; luego, de 
— A, => —+ —b — 
(0Ú,]=[007+100,1, (00, =100]+100,1, 

se deduce: 
=> — — 
v =[0'U,]=[0U,]—-[007= (u,— u)— (2u, +8u,) = —u, —4u, 


—— —+> —>+> 
y, = [0 Ù] = [0U,]—[007=(5u,+40)—(u,+30)= 3u + up 


luego: 
1 2 3 
(1, xu m=(1d9y.9, JB, B =f 0 —1 —4 f, |Bj= i1. 
0 3 1 
7 5 
Loan ar 
- - 1 4 
(L. yi Y) = (Ly w, 19) B71, Bri= 0 AT a . 
3 1 
0 =ar am 
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462, Las ecuaciones (80) permiten escribir: 


1. 4-1 11 3 1 4 —1 
1 —3 2 J=] 1 2 —1 JA, dedonde A=} 1 —3 2 
1-3 —2 15 7 . 1 —1 —2 
19 8 _ 1 _16 28 8 
20 20 20 20 20 20 
_ 8 4 4 2 49 2 _ 17 
20 20 20 z 20 "20 20 ? 
3 _ 4 1 21 12 _ 13 
20 20 20 20 20 20 


Luego: 
(1,9, Y) = (1,%,,7, A. 
— —+ —> —+ —+ — 
463. De [047 =[007+[0'A7 y [OB =[007 + [0B], se deduce: 
—> de. —— 
Y, = [0 A] = [O A] — [O 07] = 2u +83u)— u, + 4u,) = —3u — u, 
v, = [0 B] =[0B]—[007= (u —2u)— (u +4u)= %u—6u, 


luego: 


Ur, *)=(1y9 9) asf os -—1 l, 


0 4 —8 

464, Las ecuaciones (41) se escribirán; 

z =4—T7A 

1, =7—5A4 

Las ecuaciones (43) serán: 
l= + A 

t =4u4—34 

7, =Tp4+2)2 
465. Las ecuaciones (44) proporcionan : 

«n= 543834 
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466. La incidencia de A y r equivale a 
1=1—3A 


—3=4+ A 
y este sistema es incompatible, ya que 
—3 0 — 3} 
= 2 , 
e{ 1 -1) ser 1) 
luego, A y r no son incidentes. Análogamente, el sistema 


2=1-3A 


5=4+ A 


es también incompatible, luego B no es incidente con r. Finalmente, el sistema 
—b6=1—3A 
6=4+ A 


6 
2 


l= A+ a 1.1 


es compatible, ya que r T : )> r = 7 )- 1, luego C es incidente con r. 


467. El sistema: 4 =21—34 es incompatible, ya que ri 2 —3 + 


l= A+4p2 1 4 
1 11 l= A+ p 


rf 2 —8 4 |, luego A y r no son incidentes. Sin embargo, el sistema 71=21—83p 


1 41 —2= A+4p 
1 1 11 1 
es compatible, ya que r 2 —3 =r 7T 2 —3 | =2, luego B y r son 
1 4 —2 1 4 
incidentes. 


468. Si, porque el vector de dirección de la primera es (— 2, 3) y el de la segunda (4, — 6), 
y estos vectores son proporcionales, luego tienen la misma dirección. 


469. El vector de dirección de r es (— 3,1), luego la ecuación de la recta s es:. 
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470. La recta r del ejercicio 467 se puede escribir en la siguiente forma: 
4, == 8B -+ 5A 


s= 4—8 


luego un vector de dirección de la recta r es (5, — 3) y las ecuaciones de s serán: 


s= 4+54 


*, = — 7 —3A 


$: 


471. La ecuación de la recta ¿ se puede escribir en la forma: 
s =14+52 
+, =5—3A 
y como el vector de dirección de t es (5, — 3), igual al de s (véase el ejercicio anterior), las 


rectas s y t son paralelas, 
472, Si el punto (x,, +,) es incidente con r y con s, se verificará : 


l1—31=1+4a 


4+ A=2—6 


y reciprocamente, luego, los puntos comunes a ambas rectas se obtienen resolviendo el sis-- 


tema anterior, y se obtiene: AÀ = +, p=—h; luego, el punto común, único, es- 


Pts 
473. El punto (*,,x+,) es incidente con r y con # es equivalente a 
A+ p=X+ pi 
2143 p=X+5yp 
A+ = NA y 


en virtud de la primera ecuación, únicamente sirven soluciones distintas del vector cero. Es. 
cribiendo el sistema anterior en la forma: 


21—34—N—5p'=0 


ARA N+ K= 
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se obtiene la solución : 


X p x y 

1—1 —1]} |1 —1 -i| jı 1-11. 11 1-1 
—8 —1 —5| -|2-1-5 2 —3 -5| -|2-3 -1 
4-1 1 1-1 1 1 4 1 1 4-1 


> = p, de donde A = 4p, p = =—2p y como à +u =1, será 2p=1, 
1 


p= 3 


3 luego, A = 2, p = — 1. Por consiguiente, el punto común a los dos vectores es: 
(7 = 7, A, = — 2. 
474, a) 24+3.2—4.5=-—12+0, luego P no es incidente con la recta. 
b) 24+3.2-—4.2=0, luego Q es incidente con la recta. 
c) 2+8.6—4.5=0, luego R es incidente con la recta. 
AT. Tio =43 5: 1, =—3, 


476. Por ser la recta incidente con el origen su ecuación será de la forma (54) y por ser 
incidente con P será: 


4,-2+4,.5=0 


de donde i> A. luego la ecuación es 


2 
5r, — 2r =0. 
477. La especialización dada equivale a considerar el sistema de ecuaciones: 
mtus tusr =o | 4. +4,=0 s =c 


4, =0 


que representa el conjunto de todas las rectas paralelas al eje E 


utus tur =O ur tur, =O 
478. ~ , que representa todas las rectas 
“= 0 w= 0 
incidentes con el origen de coordenadas. 
u tur tus =O ur, =0 s =0 
479. 4,=0) 4=0 , 4, = 0 b, que representa el eje x,. 
“ =0 .,=0 ¿=0 
uytu r tur =O ue +D4+4%(r,—D=0 
480. ~ , que representa el 
“—“, +8, =0 .—* +4, =0 


<onjunto de todas las rectas del plano incidentes con el punto (— 1, 1). 


474-488 


Uy + urt 341, =0. to 4 (,—Y+ 3,4, +1)=0 
481. 4. +24, — 4 =0l- Bu +28, =0 
— + s +32, 20 4, +2u, — $ =0 


4, ((—27, +85, )=0 
~ Bu +24, =40 luego la especialización es 


4, +24, — “ 


3 =0 


T— 2s +3x,=0. 


482, a) uz +u,7,=0. b) u, (x, —3) +u (7, + 4) =0. 


5 A 

483. rc aa 1 . 

—1 2 3 —1 
484, =0, =T +0, luego son paralelas. 

2 —4 1 2 

m —1 nm 
485. =p p—m=0, =4p—mq = 9 (n—q)+0. 

p —1 q? 


486. +, +87,—5x, = 0. 


487. El haz de rectas paralelas a la recta r es 


umr + 2, =0 
y la condición de incidencia con P da: 
..—?, +20, =0, 


juego la recta solución es 


— (7, —P) +2 (2, —P,) =0. 


-2 3 1-2 3 
488. a) A= 1 ı |, B= 4 1 1 r (A) =2, 
1-2 1 1-2 
—2 8 —2 3 1 1 
+0, +0, +0, 
11 1 —2 1 -—2 


luego las rectas forman triángulo (fig. 46 a)). 
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r(B) =3, 
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1 —2 4 1—2 
b A=} —2 4 |. B= 1-2 4 |. r(A)=2,_r@)=8, 
3 1 -2 3 1 
1 =2 
=0, 
2 4 


si o-a 1-1 1 
e) A= 3-1), B=|-2 3-1l, -74M=r(B)=2 
3 1 —1 3 1 


a) 7(A)=1, r(B)=2, +0, +0, +0, 
—3 — 6 19 1 9 


luego las rectas son distintas dos a dos y paralelas entre sí (fig. 48 a)). 
1 -—2 


e) r(A) = 1, r (B) = 2, =0, 
3 6 


luego s y 1 coinciden y r es paralela a ellas (fig. 48 b)). 
489. A(1—27, +37) +p(4+x, +2, =0. 
490. El haz de rectas determinado por s y ł es: 


4a— pt Ater tAr = 0, 


Especiálizando mediante la condición de pasar por el origen de coordenadas: 41A— x = 0, 
resulta : 51%, Tan = 0, o bien, 5r Tr = 0. 

491. El haz de rectas determinado por r y s es el del ejercicio 489, que se puede escribir 
er la siguiente forma: 


Atápt+t(—2à +p + A+ pe, =0 
Especializada esta ecuación con la condición de paralelismo a la recta 1: 


—21+u BA +g 


1 —2 


resulta : T— 5r + 10 x, = 0, 
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492 La ecuación del haz de rectas paralelas a la recta r es: 


1—2x, +3x,=0, 


especializando con la condición de incidencia con P, se obtiene: 


A284+3=0, à=, 


luego la ecuación de la recta es 52%, +3x, =0. 
493. El haz determinado por r y t es 


Amp + (—24+ 7, +(84—2p1) 5, =0, 


y el determinado por s y t 


X — 2p + (2 +34), + (4 +40) 5, =0, 


la recta buscada ha de pertenecer a los dos haces, luego: 


Ap _ —2d4+p _ 34—2p 
E aN 
o bien, poniendo + =p, X =p: 
p p 
p—i— tg +42t=0 
p—i —2p¢p+1 3p-2 ' = 
-Á = =í, ~ —~2p+1+2tøťř—3t=0 
'’— 2 —2p +3 4p+1 
P e+ P+ 3p —2—4tp — 1t=0 
1 + t=0 
p—1—tg +21 =0, 
de donde ż = 1, p' =—6, p =-—7, luego la recta buscada es 
—8+ 11, —Bx, =0. 
494. a) [AB]: 1=A+p, 4, =54+4p, 4, =—3A+A 1A>0,) 4 >0 
bRAB:1=A4+a, s =51+4p *, =—34+a, >O 
©) J AB: l=A+p z =51+4p, s= — 8A +p, u < 0. 


495, El primer miembro de la ecuación de a toma el valor — 4 cuando se sustituyen las 
variables Za A, por las coordenadas del origen (0, 0), luego el semiplano es: 


—44+2%, 51, <0. 
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496. —14+2.7—5(—1) = 16 >0, luego el semiplano es: 
—4 +27 —5x, >0. 

497. Un punto del semieje positivo de las v, es (0,1) y el primer miembro de la ecua- 

ción de b toma el valor —3 en este punto, luego el semiplano es; 
47, —3x,<0, 

498. De — 4 + 2 (— 2) —5 (—1) = —2 <0 y 4£ 23-31 =-—5<0, resulta que 

los semiplanos de bordes a y b que contienen a P son: 
—4+2r —5r, <0, 47—837, <0, 

luego el conjunto de las dos relaciones anteriores define la región angular. 

499. —4 +27 — 57, > 0, y —14+27, —57,<0, ts, —3x,>0. 


—4+2s — őr, =0 
4s — 83r, <0 


47,—3x, =0 


500. Un lado es 
| —4+27, —5x,<0. 


y el otro | 
501, Solución a). 

AB: —2 +27 —+, =0; AC: —2 +27 +7, =0; BC: 64+ 2x7, —3x, =0. 
—=24+2.0-2=-—4<0; —24+2.3+4=8>0; 6+4+2.1-—3.0=8>0, 

luego: 


—2 +27 —x, <0, 
—24+21,+7,>0, 


—2 +27 — s, <9, 


región de vértice B 
6+27 —3x,>0, 


región de vértice a] 


—2 +27 + x,>0, 


región de vértice C 6+27,—3x,>0. 


Solución b). Un punto X (fig. 28”) de la región 
angular de vértice A, posee un vector de posición 
x tal que 
l=A+a 
.>0 
siendo y el vector de posición de un punto Y del 
segmento [B C], luego 


r-a 


+p=1 


;=vb 
y v tee] v> 0, p> 0, 


luego: 


x=àat+uvb+upe= à atà Db+A,C,A 
+A tA =1,4,>02, >0, 
luego: 
l =A>+ A+ A, 
región de vértice A: LA =À +34, 
z= 4,+24, 1>014,>0. 
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Analogamente : 


| LEAN A+ Ay 
región de vértice B: x= A, +3 Ay 
r= 44,+24, 420A O 
( 1 =A+ At Ay 
región de vértice C: z = A, + 3A, 
| z 41,+2%, 2>01,>0 


it 


r 


y -, <<. 
—2 +27 + £,>0, 


502. Solución a): 
| 6+2:, —3x,>0. 


1 =A + A, + Ay 
Solución b): 2,=14,+34, 
¿> 41,+21. A1,>024,>02,>0. 


503. Si g es el vector de posición del baricentro, será: 


el baricentro pertenece, por tanto, al triángulo. 

504. Basta observar que cada desigualdad representa un semiplano y que todos ellos con- 
tienen al origen de coordenadas, luego la región representada por las cinco inecuaciones es 
ei poligono convexo rayado en la figura W. 


Fig. W. 
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505. Los vértices pertenecen a los bordes de dos semiplanos y también al poligono, luego 
sus coordenadas han de verificar a dos de las ecuaciones del ejercicio $04 y a todas las in- 
ecuaciones. Por consiguiente, para hallar los vértices situados en el borde del semiplano a, 
consideraremos el sistema de inecuaciones: 


—4 +r 22,20, 1-4, —1,>0 —3804+3x +55, <0, 
4 4+8x, —3x, >0, 14, +57, >0, 


que es equivalente al siguiente: 
18 
(1) 7,  =442%, 1, <l ASI CA? AA 


Ahora bien, se verifica que 


4 
13 


5 18 

->= <1 < 

<-75!ST 
luego se verificarán todas las inecuaciones (1) si. y solamente si, >e verifican las siguientes: 


4 56 5 18 
(2) Sstt, -3g <í g Sas T: 


De (2) se deduce que obtendremos un vértice del borde' del semiplano a cuando x, verifique 


una de las dos posibles igualdades de (2). luego dichos vértices se obtienen para x, =1l y 


para r, = — 5 ; por consiguiente, dichos vértices son: 
2 5 

A=(61 E=], -=h 

SS E 


Además, puede asegurarse que el vértice A pertenece al borde del semiplano b y el vértice 
E al borde del semiplano e. Para hallar otros dos converdrá, por tanto, elegir uno de los 
semiplanos c o d. Eligiendo c se obtiene, análogamente : 


5 18 9 312 33 
z =10— q *, e a TT 


luego los vértices situados en el borde del semiplano c son: 


5 9 30 312 
B=(F' z) c= (<p> EJ 


El vértice B es intersección del borde de b con el borde de c y C es intersección del borde 
de c con el borde de d. Por consiguiente, el último vértice, D, será intersección del borde 


de d con el borde de e: D=(-F. 16 . 
11 11 


306. a: —14+2%,+2%,>0; b: 2-1, +21, >0,c: —6 +r, <0; d: 104%, 
—2x, >0; e: —1+5x +x,>0. 


pi 


= A+ p+ v 
507. ABC:; z = At+3u— y 
4,=—A+5at+ tr, 1>0 4>0, v>0. 
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508. El triángulo ABC es intersección del semiplano de borde A B que contiene a C 
con el semiplano de borde BC que contiene a A y con el semiplano de borde C A que con- 
tiene a B, Se verifica que 


AB: =U +T —27, =0; BC: +r —47,=0; CA: —8+61, +21, =0. 


Sustituyendo en el primer miembro de la ecuación de A B las coordenadas de C se obtiene 
un número negativo; sustituyendo en el primer miembro de la ecuación de B € las coorde- 
nadas de A se obtiene un número positivo, y sustituyendo en el primer miembro de la ecua- 
ción de CA las coordenadas de B se obtiene un número positivo, luego las relaciones implí- 
citas del triángulo ACB son: 


~U +T —2%, <0, 
ABC: Y + *,—4x, >0, 
— 8+6x, +2:x,>0. 


509. Obsérvese que las coordenadas de los puntos de un lado se obtienen haciendo cero 
uno de los parámetros, luego las coordenadas de los vértices se obtendrían anulando dos de 
los parámetros y dando al tercero el valor 1. En cuanto a las relaciones implicitas, bastará 
resolver los sistemas formados por cada dos ecuaciones correspondientes a los bordes de los 
semiplanos. 


510. 
1 = A+ A+ A tày 
9 
(0) C (A, B,C, D) = de A, +34,— Atte 
29 l 
F= 2A, +52, +%2, +y w A» Agr Aj» A, 20. 


Los vértices pertenecerán a los bordes de los semiplanos definidos por las relaciones im- 
plícitas, luego vamos a hallar dichos semiplanos. Esto, según se ha visto en el ejercicio 508, 
equivale a eliminar en el sistema anterior los parámetros, La recta A B tiene por ecuación: 


1 1 1 
(1) z 1 838 ¡=0, 
sz, —2 5 


y será borde de un semiplano cuando deje al mismo lado a los otros dos puntos, C y D, 
esto es, cuando 


D A B 
Š AB 1 1 1 
1 1 1 | 9 
2 ig. = sig. aas 
(2) sig ai 1 3 sig | 10 1 3 
4 —2 5 29 
307? 5 


3 
Ahora bien, el primer determinante es igual a 26 y el segundo a E, luego (1) es la ecua- 
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ción del borde de un semiplano: de C, y, por tanto, A y B serán dos vértices, Para ver si 
AC es borde de otro semiplano bastará ver el signo de 


A D 
1 1 1 
(8) -1 1% |>0 
10 
29 
t -2 $5 


luego CA es borde de otro semiplano de C y, por tanto, C y A son vértices, Como se ha 
llegado a otro vértice anterior, puede decirse que D no es vértice, luego los vértices de 


C (A, B,C, D) son A, B y C. Por consiguiente, las relaciones (0) son equivalentes a las 
siguientes: 


l= A+ A+ Ay 
s,= A EBA S A, 
z =-21,+54,+4A, A»AyA >0 


511, En virtud del ejercicio precedente, las ecuaciones implícitas son las del ejercicio 508. 


512. Teniendo en cuenta la solución del ejercicio 506, resulta: 


l= A tA HA HA +A, 


5 30 27 2 
5,=6 +3 M-GA TAG 


9 312 16 5 
445 A+GA+ 49 AREA TG Agr 0 Ag > 0. 

513. 

1 1 2 1 1 2 1 1 2 

1 38 0 |=]A AA l|=4]|1 3 0 ¡=]A,4,4,]=4, 1 3 0 

1 2 3 114 1 2 0 2 

1 3 0 
=|A,A,A,]=-—2, luego A, es punto interior. 1 2 3 ¡=]4,4,4,1=—4 
| i 4 1 ' 

1 3 0 13.0 
1 2 3 |=|A A,A, |=7| 1 4 1 |[=/A,A,A,¡=5, luego A, A, es borde, 
1 0 2 ł 0 2 


de donde A, A, también es borde, luego los vértices son A,, Ap A,, A, y los bordes [A, A,], 
[A, As), 1A,A,], [A, A,]. 
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514, Teniendo en cuenta el ejercicio anterior, resulta : 


1 2 


x l z 
0 >00, | 12 
1 1 4 


z = BA +24 +42, %,=32,+2, +24, LEA +A, +A +2, 
A>0 A>0 2,>0 2,>0 


516. a) Vértices situados en la recta EA Fre =0. Los puntos de intersección de 
esta recta con los bordes de los otros tres semiplanos son: 


1 11 4 5 
amoo (ho) ad) 


Ordenados por la primera coordenada son: A,,A,, A, El punto A, verifica todas las rela- 


ciones del enunciado, luego es vértice, Lo mismo sucede a A,, luego los vértices del borde 
del primer semiplano son: 


1 n 14 5 
A= = | pocas = == 
A, (++) yi BER, (+3) 


A pertenece al borde del tercer semiplano y B al borde del cuarto semiplano, Veamos los 
vertices del borde del segundo semiplano; la intersección de este semiplano con los bordes 
de los semiplanos 1.9, 3." y 4.2 son, respectivamente: 


13 9 j2 3 
r=6-3 B= (F -ih (3) 


Ordenados por la primera coordenada son: B,, B,,B, y ninguno de ellos verifica las rela- 
ciones del enunciado, luego C está determinado como intersección de los semiplanos 1, 3 y 4, 


y no es un polígono. Sus relaciones paramétricas pueden ponerse en la. siguiente forma no 
lineal: 


l1=4A+p, s=% a+ (q +1)» 2232 ( 4500 A> 0, ">o, t> 0. 


517. Sean Ap A, AJA, las intersecciones del borde a con b, c, d y e, respectivamen-- 
te, será: 


j 18 4 SA B 24 mL 
a=(-7.7) A, = —15,—16), A= tE E) A = (5,6). 


Ordenados respecto de la primera coordenada, son: As A, Ay A. Los vértices son: 


18 4 3 4 
e ta, B=A = |— —)]. 
( TF) 4 3 (5 +) 


55 
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y pertenecen a los bordes de a, b y d, respectivamente. Sean B B, B, y B, los puntos 
«e intersección del borde de c con los bordes de a, b, d y e, respectivamente. Se verifica que 


10 28 25 8 45 1 
B = — 1 , — L , = | —,— — Í; = j| — , — — f; = | — n o 
ER D Ey (7 y) B, 7? 7) B, (5 7) 


Ordenados respecto de la primera coordenada, son: B,, By B, B, Los vértices son: 


C=B, = 


10 28 a /ð 8 
($ -+$ y D= B, (F> 7) 


y pertenecen a los bordes de c y de b y d, respectivamente. Como ninguno de los cuatro vér- 
tices hallados pertenece al borde de e), en esta recta no puede haber ningún vértice, luego 
los bordes del poligono C son: [AC], [CD], [DB] y [BA]. Las relaciones explícitas 
serán: i 


18 3 10 25 
1 =A +A +A, +A) 7% =3— TAFFGAT yat EJ w 
4 24 28 8 

MEFA TE GAT AF Ay 4,>0 A > 0, à >o, A, >0. 
1 8, 2, a, a 

518, (A B ©) R (A' B' C’) <> sig.] 1 b bs = sig, | 1 bi ba 
1 C € ei Ca 

1 a, a, 1 a, o, 


<> sig.[ 0 b —a b¿—4, [=sig.| 0 Y, —04, 0,—4, 


9 (,—8, ea 


7 , 
E 0 CG, €, 


<> (b—a, e—a) R (b—a', e—a’). 


Análogamente, (ABC) no R (A' BC) <> (b—a,c—a) no R (bl —a, e—a). 


519. Dado (a,b)€ B, si OA€a, OBE€b, se verifica que p(O, A, B) = (a, b). 


520. En primer lugar obsérvese que si, para un par de puntos distintos A y B de la recta r, 
se verifica a, = b,, resulta que u (6, —b,) = 0, de donde u, =0, luego la ecuación de 
la recta sería de la forma v, = a,, luego se verificará la igualdad de la primera coordena- 
da para cualquier otro par de puntos. Si u, +0 y A < B, B <A, será a <b, y b Stp 
luego a, =b,, de donde a, = b, y A =B. Si A <B y B'<C, será a [Kb yb <C€, de 
donde a, Kc, y A <C La ordenación es total. 


Si X = (x,,*,) es un punto que no pertenece a la recta r y A y B son dos puntos de 
la recta r, se verificará: 


a to uy u 
4, tu b tu b, =0 
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de donde 
1 2,4, 
1 bi a, =“ Hu r +8,%,, 
1 4, * 
luego 
1 m m 
(ABX) R(MNP) <D sig. (4, + 4, *, +4,%,) =sig.| 1 n n 
1? P, 


que prueba que el conjunto de todos los puntos X del plano tales que (A B X) R (M N P), 
siendo A y B dos puntos cualesquiera de la recta es un semiplano cuyo borde es r, 
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521. Sean los puntos: 


y 
z 


a+» b—a) + u, (e—a), 
a + À, (b—a) + n, (c —a), 


siendo A,, Ay) 4,» 1, números arbitrarios de K. La ecuación de la recta Y Z es 


x=y+p(z—y)=a +à (b—a) +t u (e—a) + eA, —A,) (b — a) + (u, — 4,) (co —a)] 
=a+(A, + p (A, —A)1 (b — a) + [a, + p (a, — 1,9] ic —a). 


Por consiguiente, haciendo la especialización : 


A 
A 


t +ps, 
Phps, 


li 


en donde ż, s, f', s” son números dados y p una variable, en la ecuación del plano se obtiene 
una recta del plano. 


522, La ecuación de la recta r) es: 
r) x=a+(m +pn)(b—a) + ($ + pg) (e—a). 
y la de s): 
s) x=a+(W+pn)(b—a) + (0 + pg) (e—a). 
La condición necesaria y suficiente para que tengan un punto común p es que: 
p=a+(m +p n)(b—a) +(+ p (e—a) 
=a + (m + p, ")(b—a) + (8 +p, 1) (e—a), 
de donde, teniendo en cuenta que b—a y e—a son l. i, resulta: 


Mp AMA m—m +p np =0 E ”) mom n $ 
~ ; y mu y Jj 
p tpa +p,12 p —P te apet =0 4 4 
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luego la condición de paralelismo o coincidencia, será: 


r 


3 


=L. 
7 


523. En virtud del ejercicio 521, esto equivale a que se puedan determinar m, n, p, q de 
modo que 


A, Smtp”, Ay EM +p, ”, Ay 5mp ™ 
A=? +2,% 4=? +0, Py =P FPL 
de donde: 
Mo” Hu aor A 
n g 1 n q y n q 1 
fla a, 
LED (A, 4), Ay Aa)» (Aps Bg) están alineados en el plano (A, B) D] I A mM] =0. 
là 4 
3 3 


524. Es consecuencia de los ejercicios anteriores. 
—> —+ —> 

525. a) [00] =0u,+0u, +08, db) X Ex, <> [0X][[u, => [OX] =x,U, 
Xes, <> [0X] |u => [0X]=x,0, XE, <> [0X]u, <> [O X] = r u,- 
0) Xera, <> [OR]d lupu) <> [0X] =s n, X€2,%, <> 

—» —>+ e 

[O X] d.l. (4,0) <> [0OX]=x,0,+%,U,. XEr,7, <> [OX]d.1 (u. u) 
<> [0X]=%u +A U, 


526. 
* 1 0 —2 
0 20 —1 
a, F Zas x) = a, «+, a, 5) 0 o 1 1 , 
0 —1 3 0 
de donde : 
5 9 3 
1-7 7 7 
oia 
(, ar z5, z”) = i, Fa Fy *,) 1 1 2 
0-7 7 7 
1 6 2 
0 77T 
Sam = (07077 = [00,1 100% e 
T u*=[ 13 =[0U,*1—[ ]= (2u, +u) —(u, —u, + u) 


$ 


u +24, —u, 
—— ——> —> 
y. = [0* U,*] = [O U,*]— [0 0*] = — 2u, +20, — u, 


+ Faye + + + 
,* = 10% 0,7 = [0 U, — [00% =— u, +u,—4u, 


a 
+ 
i 


[l 
Il 
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luego, teniendo en cuenta el ejercicio anterior: 


1 1-1 1 
r,r, r) = (Lrt xx 3A, As Pa aio JAn 
1 2 ES 1 2 3 . 0 —2 PAES 

0 —i 3 —4 


528. a) Recordando el ejercicio 525, resulta que: el plano z, v, tiene por ecuación 7, = 0, 
el x,%, tiene por ecuación £, = 0 y el z, x, tiene por ecuación s, = 0. 

b) Si r, es un plano paralelo al +, x=, la tercera coordenada de todos sus puntos: es 
censtante, y reciprocamente, luego la ecuación de =m, es z, =a Análogamente, un plano 
T3 paralelo al z 7, tiene por ecuación x, =a, y un plano r,, paralelo a x, x,, tiene por 
ecuación 2, = 0, 

c) Para determinar un plano que contenga al eje v, se pueden elegir el punto O y otro 
punto del eje *,: (0,0,a), juntamente con un punto arbitrario. Sustituyendo en la ecua- 
ción (15) se obtiene: a, *, + a, +, =0. Análogamente, un plano incidente con el eje +, tie- 
ne por ecuación 6,7, +46,%. =0, y un plano incidente con x*, tiene por ecuación 


d) Para determinar un plano paralelo al eje v, se pueden elegir (fig. 55) los puntos 
B, D, E, siendo B D |¡+,, con lo que las coordenadas de estos puntos serán: D (a, 0, 0), 
E = (a, 0, b), E = (0,c,0) y aplicando la ecuación (16) se obtiene: u, +4, 1, +u,x, =0, 
Análogamente, un plano paralelo al eje *, tiene por ecuación: 4, + 4, 4, 48,4, = 0, y un 
plano paralelo al eje z: u, + 4,7, +u, z =0. 


e) Un plano incidente con el origen debe tener la solución (0, 0,0), luego el término 
independiente debe ser nulo. 


—+ 
529, a) Eje z: XEx, <> [0X] =u <> 7,=4 7,=0, z, =0, que son las 
ecuaciones explícitas, equivalentes a las ecuaciones implicitas, que se obtienen eliminando A: 
zF 0, z, =0. Análogamente para los otros ejes. 


2 2 > —3 
o) 5—27 t47, =0 
*,=0 
aa a E 
d) 4 7 —2 


530, Sea el plano (28). En virtud de (26) y (29) será. 


Y, +5, — 4, +2, =0 
2 —1 3 —2 
r 3 2 —1 4 | =2 
w wi w, ma 
~A t3 u +5 (à +2 aA BAHR (2A ttam — 104 + 224 =0 
~ ast . Luego la ecuación del plano es 


37—+*, —28x,—2%, = 0. 
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531. 
a, b, a, 1b< la, e, a b, 
a, Dd, G -|i b ca 1 6, €, — a, b z 
a, bs f l b G la g a, b, = ee 
w “i Ma 4 
KA v Ya 7, 
— 2 1 ) : . 
532, De T,, = i 1 = 1:+0, se deduce que el sistema r) es equivalente al 
s= 3—A, 
4 = 5+A, 
tr = A, 


que son las ecuaciones paramétricas de la recta. 
533, Sea el plano 


utus tu r tusr =0 


La condición de paralelismo con el plano dado es: 


de donde la ecuación del plano se escribirá: 
“+ A a +r — 83r) = 0, 


y la condición de incidencia con A: 


de donde 


y el plano es 
12—+«, + 2,3%, =0. 
534. La condición de incidencia es (27): 
4,+34,— 4.+%u, =0, 
— u +t6u,—Tu =0, 
y la de paralelismo (85): 
—öu —-24,+64, =0, 
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luego la ecuación del plano es 
153 — 21, —417, — 327, =0. 
535. El haz de planos incidentes con r es: 
214 —4+(44—2p)2, + (24 +)7%,+(3144+2p)x, =0,. 
y la condición de paralelismo de este plano y la recta s) es (35): 
— ($1 —2 14) + (—A+)+ (84+2p) =0, 
cci lo que la ecuación del plano es: 


8+ 16r —3x,+19x, =0. 


2x, +3x,— z, =0, 


4+ 17, —5%,+2x%, =0, 


536. 


537. La ecuación de la radiación determinada por los tres planos es: 


b) (ATA +20) + (AB), + (a 1), + 124) x, =0, 


y la condición de paralelismo al plano dado es 


—+3y _ p—y A 2p 
2 a E 


de donde 


9+21,—3:x,+6x%, =0, 


538. La radiación de planos determinada por los planos a) es la b) del ejercicio ante- 
rior. La condición de incidencia de b) con la recta AB es (27): 
A=p+2v+4(—A+3B30—5D(u4—v+ (A—2p4) =0, 
—65(—1+30+6(1— + 2(4—2p) =0, 


de donde: 


Ap y 


77 52 30 ” 


y el plano es: 


85 +79, +27, —2x7, =0. 


539, Por ser coplanaria con r estará en uno de los planos del haz: 


21+4p+ (324091, + (52 +27, +A Har =0: 


128 $ 2. EL ESPACIO AFÍN [Capítulo 11 j 


Por ser incidente con c) y cprtar a la recta d), será incidente' con el punto de intersec- 
ción de c) y d): 


1 1 7 
P = |- — —,=—), 
2? 4? F) 
luego estará en 'el plano 
e) —B—Ar +77,—l1x, =0, 


y sus ecuaciones serán c) y e). 


540. Sea A la matriz de los coeficientes y B la matriz am- 


A» A pliada con los términos constantes. Se verifica: r(A) =2 


r (B) = 3, luego los planos no tienen ningún punto común. 
El plano d) es paralelo al plano a). Como el rango de la 
matriz de los coeficientes de a), b) y c) es dos y el rango 
de la matriz ampliada es 3, se verifica que el plano c) 
es paralelo a la recta r intersección de a) y b), luego los 
planos a), b) y c) forman un prisma triangular y el pla 
Fig. 25 no d) es paralelo a una de las caras del prisma (fig. 25”). 


541. La recta r será coplanaria con los puntos A, B, P, esto es, será incidente con el plano 


*,—2 «+1 KA : 
—i 4 —1|=0<5> —9+5%, +r — r =0. 
0 5 5 


Las rectas coplanarias con la recta intersección de a) y b) son incidentes con alguno de 
los planos del haz cuya base es la intersección de a) y b). La ecuación de este haz es: 


A=24+(21—=4)7, + (21+1)7,+(—1+4p)x, =0, 


y como la recta ha de ser incidente con P, será incidente con el plano de este haz incidente 
con P, esto es, con el plano: 


9+ 12x, + 8x,—Bx, =0, 
luego las ecuaciones de r son: 


—9 + 51, + 4, — *,=0, 
9+127, 484, —18x, =0. 


542, El haz determinado por a) y b) es: 


A—]2 44 (214 —p4)1, + QA+p)7,+ (—14+4p2)%, =0, 
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y el determinado por c) y d): 
X AIWA r + (40 — 24), 4 (1040) 5, =0. 


Para que las rectas sean coplanarias es necesario y suficiente que estos dos haces tengan un 
plano común, lo que proporciona: 


A—-2p _ 2d—=p_ 2i+gy —A+4p a 
ras a TAS IR TEO 


sistema equivalente a 


A—2p4— pY—3py4 =0, 
21— p +2p4 =Q, 
2A+ p—4pN+2p a =0, 
— A+4dp—TpXN— pa =0. 


La condición de compatibilidad de este sistema respecto de (A, u, A, p’) es 


1 —2 —1 —3j 
2-1 0 2 
2 1-4 2 
=r 4-7 -—1 


=0, 


y como el determinante es efectivamente nulo, las rectas son coplanarias. 


543. Por ser incidente con P tendrá por ecuaciones: 


2-3 Athis 


A p y 
En virtud de (42), la condición de paralelismo con m es: 


—B3A+p—4v=0 


y la condición para que sea coplanaria con a) es (49): 


3 9 0 
2 -—2 5| =0 <> 5:42 =0. 
A po v 


| 


luego las ecuaciones de la recta son: 


544. El plano pertenecerá a la radiación : 


A+ 2d (AB, + (a 1), + 028), = 0. 
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La condición de paralelismo a la recta a) es (42): 
2(T1+3B-—2(4—v) +5(A—2a) = 0, 
y la condición de paralelismo a b) es (85): 
ITA+3BNH+ 5D UN —0(4—2p) =0, 
luego la ecuación del plano es: 


632—3x, +7x, + 148 x,. 


545. Los vectores a = (2, — 1, 4), b = (8,1,2) y e = —1,—2,2) son paralelos a las 
rectas a, b y c, respectivamente, y como 


2 —1 4 
3 1 2 |=0, 
=I 2a 


los vectores son linealmente dependientes, luego pertenecen al mismo plano vectorial. El plano 


—1 4 |=0 <=> — 6r +87, +57, =0, 


es incidente con el origen y paralelo a las tres rectas dadas. 


Escribiendo la recta a) en forma paramétrica : 


z, =1424, 
a) +, = — A 
= A 4A, 


3 


y proyectando el punto genérico de a) desde 


b) y c), los planos que resultan determinan una 
recta coplanaria con las tres rectas dadas: 


1 %, E, 7 dl z, Y, 7, 

1 0 —3 1 A G -9 =it' 1 á 

0 3 ieg ae ES E a z 
1 1+2) —A aa | |1 1+2 —A 4A 


(| T+ 6s, + 680) E, +3) + 6-50 (4, —D) =0, 


o | — 6a, +D 68N E +D+ (545 a —D) =0. 
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Al variar A en (1) se obtienen todas las rectas coplanarias con a), b) y c). De las fórmu- 


lis (81) se deduce que el vector (T,,, T,,, T,,) tiene la dirección de la recta (30), luego 
el vector 


= (— 15 — 54 à, 85 — 43 A, — 35 + 4 A) = (— 15, 35, — 35) + A(—54, — 43, 4), 


8— 5A —T7+4+614 
5+5 — 68A 


, 


5-84 8-54 
>| 5+81 5+5A 


—7+861 5-84 
i —6A 5+8 


tiene la dirección de la recta (1). Ahora bien, 


que prueba que todas las rectas (1) son paralelas al plano: 


x 
1 fa Ta 


— 3 T —7 |=0,. 
— 4 — 43 4 


546, El punto medio, M, de [C D] viene definido por el vector [O M] tal que 


> —> rr — 1 —> — 
2[0M] = [CD] <> [O M] — [O C] = 7 (10 DJ — [O C])) <=> 


—> 1 —> — 
[O M] =-y (O D] + [O CD, c 
M 
D 
luego: 
—> d d d 
[0 M]=( ath Ata., st =), 
o 
Fig. 26 
y por tanto, el plano mediador A B M tendrá por ecuación: 
1 EA EN Xy 1 Xx, xo xy 
1 2, ag 23 1 a, ag dy 
1 UN de A =0<=>|1 Ži be ba =0 
1 citadi cat de c+ dy i bitet bata dy ba 034 d 
2 2 2 3 3 3 


(La última ecuación se obtiene multiplicando la última fila de la ecuación anterior por 2- 


y sumåndole la anterior multiplicada por-}-). Los planos mediadores de aristas AC y AD 


se pueden escribir análogamente y se observará que en todos ellos la segunda y la cuarta 
filas son iguales, lo que prueba que los tres planos mediadores de aristas AB, ACy AD 
son incidentes con una misma recta A A”, siendo A” el punto de intersección de esta recta 
con la cara opuesta al vértice A. Designando por «(A B), 4 (C D), etc., a los planos media- 
dores de aristas A B, C D, ete., y poniendo g (A) = „u (A B) N a (A C) N a (A D), se verifica 
que G = g (A) N a (B C) € x (B A) N a (B C) N a (B D) y, por tanto, G €a (CA) Nu (CB) 


132 $ 2. ÉL ESPACIO AFÍN [Capítulo II] 


N+*(CD), luego G es incidente con los seis planos mediadores. Obsérvese que la última 
de las ecuaciones anteriores puede escribirse en la forma: 


1 EA EN £r 
1 2; 27 4% 
1 b, b: by =0, 
1 a, tö a+ A + ba +6 +d, as + b3 + 63 + dy 
4 4 4 


y la última fila es la misma para todos los planos mediadores, lo que prueba que las 
coodenadas del baricentro son: 


G= at +40 +4, y + by tir + de a, tös te tds ). 
f 4 ? 4 A 4 


El punto A’ de intersección de AG còn BCD es el baricentro del triángulo BCD y tiene 
por coordenadas: 


EZ b +a td, b +i t ds by +4 + dy 
AT 3 3 ; 


y F 3 
luego: 
atb tóta Sa 5+4+4—3a, 
[AG] _ 4 Do 4 38 
E E 
3 3 


547. De (60) y (54) resulta: 


l 1 0 —11 71 
f 10 1 2 
A. Az Ay A) (3, F 1, 4, — 2) = a, Tor, z) 10 0 —2 (3, 2 1, 4, — 2) =0. 
13 —1 0 


548. Las ecuaciones de la recta se pueden escribir en la siguiente forma: 


1 3 —2 5 
AN » ) 


05 12 
y teniendo en cuenta (53), 
05 1 2 


13-25 
A. An Ay A) A= a, A y 
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o bien: 


1325 
A, Ay Ago A) = (1, A) 


0 2 1 2 


pon pa 


549, Como en el plano, se cofmprieba que las relaciones del: tetraedro son: 
E, 7, 7,73) = (Ay: Ay Ayo AJA 
1=A +A +A TAS 


2,>04,>02,>0, 1,>0, 


o bien, empleando coordenadas afines: 


1=24, +4, EA Ap A >0 4,>0,4, >0, 4, >0 


550, Tomando como sistema de referencia afín AB CD y teniendo en cuenta el resulta- 
do del ejercicio 546, las coordenadas (A,, Àp Aps A) de G, serán (54): 


—-1 
1 a, 8, % 1 a, a, 2, 
1 1 1 1 l b b, b l1 b b, b 
rl PO Y POS 
1 2 3 1 2 3 
1 3, d, a 1 d d, y 
=(4 xr íi 7) 
Na 4040 4] 
551, 
+, =22, +42, + 2, 
*,= 3A4,+4A, +22, 
z= 5A t3 
1 A+ A+ A+ AH A, 
1,>01,>04,>0 4,>0 2, >0. 


552, Como D y E están en un mismo semiespacio respecto del plano A BC, resulta que 
una cara es ABC. La ecuación del plano ABE es 


18 — 9r —6x,++%, =0, 


sustituyendo en ella las coordenadas de D se obtiene un número positivo y sustituyendo las 
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de C se obtiene un número negativo, luego ABE no es cara, luego lo será ABD. La 
ecuación del plano ACE es 


Ax, ter ter = 0, 


y B y D hacen positivo al primer miembro, luego ACE es otra cara. Análogamente, se 
comprueba que las otras caras son ADE, CBE y DEB. 
553, Teniendo en cuenta que las caras son ABC, ABD, ACE, ADE, CBE y DBE, 


escribiendo las ecuaciones de estos planos, resultan las siguientes relaciones implicitas del 
poliedro: 


s >o 

30 —15 rs, — 10r — 6r <0 
A—127, + 6r +8x, >0 
— 20 +107 — r tár <0 
— 36 — 34, +187,+5%, <0 
15 + 4x,— 51, —3x, >0. 


554, Las coordenadas de los vértices serán: A = (1, 0, 0), B= (0, 1, 0), C = —1, 0, 0), 
D = (0, — 1, 0), E = (0,0, 1), F = (0,0, —1), luego las relaciones explícitas serán: 


7,=A —A, 

* Az -à 

+, = As As 
1 =A, +A +A +A +A +A, 


1>01,>024,>014,>0,4,>0,A, >0. 
555. 


—l+r tr +r <0 
—1—-*,+1,+%, <0 
—1 1, rtr <0 
—=1+1,—*,+%, <0 
—T14 7, 44,4, E0 
—=1—1x, +4,—2%, <0 
—1—4, 4, —*%, <0 
| — 144, —4,—%, < 0. 


556. Siendo (0,0, 0), (1,0,0) y (0,1,0) las coordenadas de O, U» U, respectivamente, 
resulta que las coordenadas de A, B y C son 


(0,0, 2), (1.0, A), (0.1, -Ata ), 
a 4 


3 as 
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á —y 

respectivamente. Tomando en el plano como sistema de referencia R” =(A; [A B], [ACI] y 

— — — —e rar , = — —> 

[A AT = 9, [A B] + g, [A C], [AB] = 0, [AB] + b, [A C] y [AC] = 7 [AB] 
—r —— —+ —> — —> 

+e [AC], se verifica que [O A] =ø, [O U] + a, [O U,], [O BJ] = by”, [O U] 
— — — —— 

+b [0U] [0C,]=0“,[0Ú,]+0c,[0Ú,], luego: 


0.0 14, 0, 
1 0[=sig| 1 >, 5, | <> (OU, UJR(A, B, Cp. 
0 1 10, € 


(A BC) R (A B' C) < sig. 


. o. 


557. Teniendo en cuenta las coordenadas de A, B, C (véase el ej. anterior), resulta : 


1.0.0 2 100 — Ž 
8y 4; 
a +a 29 +a 
1 0 — ht4a pg a a 
sig l 4 = sig 4 <> 
das 4 +4y 1.01 % +4 
az 23 
lo ox xr X3 1 ny» Y 
100 PO: 100 zi 
43 4 
010. -2 0o10 =A 
sig E = sig he 
001 r 001 Ta 
s 3 
000 < a HE Ha o 0 0 e AEE Lara at» 
3 


<> sig. (a + 0,7, ta T, ta T) = sig. (8, +4, y, tay, ta Y) 


§ 3. EL ESPACIO VECTORIAL EUCLÍDEO ORDINARIO 


559, Sea la recta vectorial x = àa. Si B = {u Uy u, } es una base ortonormal y z un 
vector ortogonal a todos los vectores de la recta, se verificará : 


38,7, tata r =A z tas tag), 
luego los vectores ortogonales a la recta vectorial x = Aa son todas las soluciones de 
6,1, + 6,2%, +4,£, = 0, 


que es un plano vectorial. 
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Sea x=Aa + pb un plano vectorial. Si z = s u, +3,0, +s, u, es ortogonal a x, se 
verificará: 
xz =ì(az)+#(@bz)=0, Va y Va, 
de donde 


a z, +0,2, +0, 2, =0, 


| b,2,+b,2,+0,2, =0, 
y los vectores solución del sistema anterior forman uña recta vectorial, cuyas ecuaciones para- 


41 Ay 
5, dy 


métricas son: 


441 
by by 


z= 


EJ 


y q= 


559, Sea B= {up u,u,) una base arbitraria, sea £,=Uu,.U Y $2, y, =V, u 
+ 9,0, + 7,0, Sea x=, u, +70, +%,u, un vector ortogonal a y,. Se verificará : 
Yp) Epi = 0, (0, Y Y= Urti Vaa) g. 


Por consiguiente, el conjunto de todos los vectores ortogonales a y, son las soluciones de 


la ecuación: 
Y == 
Dv, HYF tT =0. 


Una solución de esta ecuación es w =V, u, —7, u, Los vectores ortogonales a w son 


las soluciones de la ecuación : 
ws, + Ya Fa + w, Ts = 0, (w Wy w) = (G == Ya 0) g 
= (Eaa ny 8ta Ez Y, Eia Y.— En v) 


E! sistema 


| Y, 7,47, 7%,+1, x,=0, 
w 4 +0, 40,5, =0, 


tiene como solución : 
1 Y 


u, 
w, wy 


v 
> 2 |u, + 


w, w, 


, 


vi Y, 
w, w, 


u, + 


t= 


El vector t es ortogonal a y, y a w y w es ortogonal a v, Y a t, luego los vectores y,, 


w y t son ortogonales dos a dos. Los vectores 


vY uat 
= [w1 y Y; pt” 
w! ts 5 . 

yv rep . Solución: LW,» Yo Ya) 


son unitarios, ya que y,2 = —__— 
z [ws [2 
2 
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cumple las condiciones pedidas, ya que es proporcional a y, por lo 


560, El vector b 
Ivi 


que tiene su misma dirección, y 


v VADA 


l- VRT 
ivi Ive yie 

2 3 3 1 1 2 
561, 1XY=l2 2 +) ad w+; 3 a, =—59, — Hu, +14, 


e: perpendicular a x e y, luego un vector ortogonal y unitario será: 
—5n, — 148, + ilu 
V342 


562, El vector x X y es perpendicular a x y a y, luego es perpendicular 'a todos los 
vectores coplanarios con x e y, luego z es coplanario con x e y <> z 1 x x y < 
zZ.(x xy) =0. Luego el lugar buscado son las soluciones de 


—5:, —UMzx +12, =0. 


563. à [e x (a x b)] =à [(¢ b) a — (c a) b] 
= à [(6 + 5) (2, — 1, 4) — (6, — 4 — 4) (2, 0, —5)] 
= A [(22, — 11, 44) + (4, 0, — 10)] = à (26, — 11, 34). 


564. Recordando que ár. (A B C) = > [A B] [AC] sen [BAC], resulta: 


ár. (ABC) =3 Ib—a|]e—a | sen (b—a, e — a) 


—2 —2]1 


1 —2 | 
+ q 1 


86 —7 


=1 ao xo |=4 |/ e a AE 


2 
1 SA 
== 132 19 = — 14. 
=5 V+- V" 
565. Observando que 


vol. (A B C D) = 5 vol. (IA B), [AC], [AD)) = 5 WIA Š], [A C), [AD] H 


1 —7 2 
1 
= | — 2 —8 = á. 
5 3 2 
4 —4 2 


566. El vector x x y = (— 3, 3, 5) es' perpendicular al plano x,y, luego el plano bus- 


cado es 


56 
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567. a) v=(-2,8). b) (8,4). c) (1,5). d) (1,4). 
568. a) (3, 2). b) (4, 3). c) (5, — 1). d) (4, —1). 


doi a ir) 


—> —+ 
570. Los vectores [A B] = (1,9) y [C D] = (4, 4) son paralelos a los vectores dados; 
luego, en virtud de (11), es: 


cos (A B, C D) = 112 __18 2 


o 
571. [AB] = (2,—4), r|ir, r = (2,3), luego: 


| —4—12| 8 
B, == e—a E + 
lia v2 y 13 V 65 
572, rir, sis, r = (—2, 5), s = (4, 2): 
— 8 -4-10 1 


cos (r, 5) = ——— er = 


ya yz% V 


573. riir, sis, r= (6,5), s= 0,2: 


574. [AB] = (—3,2). El vector y = (2, 3) es perpendicular a [A B], luego será para- 
lelo a la recta pedida, luego ésta será: 


s =24+24 e= 
575. La ecuación del haz engendrado por r y s es: 
2A ta t (4A +2) + (—14384)4, =0. 
Un vector perpendicular a t es t = (— 5, 2), luego: 


41424 _—à+3y 
—5 q” 
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de donde 


A4=19 ¿=-—f8, 


y la recta solución es 


—41 +70, —8x, =0. 


576. El vector y == (—2, 5) es perpendicular a r y el vector s = (8, —2) es perpengicu- 
lar a s, luego: 


cos (r, 5) = ]-6—101 = 16_ 
y2 y 13 V377 


577. a | a, b I b,a = (—2, 4), b = (3, —4): 


cos (a, b) = dl>6—38l L2 nO, 
y20 V25 10 V5 575 
Sean s y t las rectas solución : 
s) (tr, —D+0,(,—1 =0, t) 7, —D+t(G6—1 0. 
cos (£, s) = l—3u tul 11 


E AI =Á ' 
v10 Vui + u 5 y5 
de donde 
125 (9 4,2 — 8 4, 4, + 14,2) [= 121.10 (4,3 + 4,3), 
17 w? -+ 150 uu +t 217 u? = 0, 
, = 81, 4, = —17; 


v, =7,0, = l, 


luego las soluciones son: 


5) 8r —1)—17 (+, —1) =0, Y TE, —D-(,—D=0. 


— y 


579. El punto P =w()]e es P= (7 -+7) Sea v la recta simétrica de 4: 


na- i) tal ati = 


11 
se verificará 
ln +2 gl | —4+6/ 2 
cos (v, e) = = COS (4, £) = = 
€ Ve Vitos Vs Væ  5y5 ` 
de donde 


25 (v3 t Au Y, 440,9) =4 (1,24 0,5, 
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u = (— 4, 8), y = (— 24,7), luego la recta pedida es 
3 7 
24 (2-37) +1(0+% =0. 


579. El vector y” = (5, — 2) es paralelo a r y el vector $ = (5, — 6) es perpendicular 


a s, luego: A 


1235+12] __ 37 
V2Y yr Y 1769 


sen (r, $) = 


; (rs <3 > 


— 
580. Sea B = (b,, b,) el simétrico de A. Se verificará que AB | e, de donde [A B] || e, 


e = (—3, 2); y y (a + b)€ e, lo que proporciona las ecuaciones : 


44 _ h+5 a A+, —5% 
3 3 2 A O +2 3 0, 


de donde 
— 88 +) 
13” 13 


581, Ecuaciones paramétricas de la recta A C: 


x =1 A z =4—34 
ACI] ? Es o bien CA: A 
1, =2+61 -,=8—62. 
Los lados AB y AD tendrán por ecuaciones: 
AS *, =14+40d 4 ap: AA 
z =24+d,4 lr, =2+e,» 
y se verificará que 
cos (A B, A C) = cos (A D, AC) = — Attal LL, 
V45 Vadi F dt y2 
de donde 
2(9d,24+ 36d, d, +3647) = 45 (d,2 + d,2), 
y 


(a, =-—1, dg = 3), (e, = 3, e, = 1). 


Por consiguiente, las rectas son: 


x =1— A z =13+31 
AB: 2 AD: 1 
*,=24+31 *,=2+ A 
=4— A xr. =4+314 
en: A e DS 
7, =8+3 7,=8+ 2 
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582, Sea X* = (7,*,x,*) el simétrico del punto X = (*,: 4,). Se verificará: 


[XX € <> [XX] [ e, e= (0,0) > HL A 
1 ts 
* > 
FOE. ere AEAT e ata o, 


de donde: 
(e — e), + 2 ej 4%, +2 eoe 
tt eg 


ran 24, Cox, + (ey — 61?) x3 H 2 o 61 
ete? 


* = 
xy = 


583. dist. (P, = 17978 __£t_>50 ycomo dist. (0, = =L <0, 
Vi+16 yi V17 
P y O están en distinto semiplano respecto de r. 
584, Sean los puntos A, B,C de coordenadas (a,) (b,) (c,). Se verifica que la ecuación 
normal de la recta A B es 


1 1 2 

1 a g 

1 b b 
g 2 —— = 0, luego 

y (b, — a)? + (b, — a,)2 
1 cc 6 
dist. (A B) . dist. (C, A B) =| 1 b, bil. 

1 0, LA 


585, Sea C =(c,,c,) el punto dado, X =(x,,4,) un punto del lugar, se verifica que: 
X € la circunferencia <=> dist. (C, X) =r <=>|x—e|=" <> |r—e]? =r? 
<> aker <> xL eerten 
<=> x? +1 2-20, 7, —2c,%, + c? + NÓ = 0, 
586. En el ejercicio anterior se ha visto que la ecuación de la circunferencia es 
x? +r — 2e 1, —20,4,+ c,? + IÓ = (, 
luego, para que la ecuación del enunciado sea la de una circunferencia será necesario y su- 


ficiente que 


c= (024 br 


siendo r el radio de la circunferencia, de donde 


r3 = a2? 4+ b2 — eMn. 
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$87. Se trata de resolver el siguiente sistema: 
27 + 7,20 *,—2)b stes 0, 
| z? +4 9204, — 2b t e =0, 
que es equivalente al: | 
z? +12-20x, —2bx,+ c=0 


2(4—0)x, +20 — b) r, + (e— e) =0. 


588. El trapecio es el A B DC. Sea M = p. m. [A C] y N = p. m.[B D], se verifica que 


M= (z (a, +), har + c) A N= [PEA ir ADA ta) . 


2 i 2 
lvego: 
ár. (A B D C) = dist. (M, N) . dist. (C, A B) = 

1 e Ca 
1a a le <, 

1 b è 
=EL 050 >< o, a 
020,23. 155 
1 2 


Obsérvese que si A = 0, y D coincide con C, la fórmula es la del área del triángulo. 


i 1 a, a,| i 1 a, 4 i 0 8,—€, 6,—C, 
589. (fig. 27) ár. (ABCD)= z 1 bi UN Lo 1 & tfli= F 0 bi — di b¿—¿d, 
Le G 1d, d 1 A € 


A 


Fig. 27. Fig. 28". 

590. Tomando el eje F F’ como eje x, (fig. 28”) y la mediatriz del segmento F F’ como 
eje x,, y llamando (c, 0) y (—c,0) a las coordenadas de F y F’ respectivamente, resulta: 
r= (EA — ce) + z r2 = (z + 0) + z3 

de donde 
r2 —r? = (r-r) (r +r) =40%, 
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y como Y -+ r = 2a, por hipótesis, resulta : 


r+r=20, 
rra 24% , 
a 
de donde 
p Eter , r= at — c% 
a a 
y 


a? — e x)? 

( e Yo 23204, +04 <> (83 — (2) 4,2 + 07,2 = a (a3 — c3). 
Como 2c < 2a, se verifica que existe un número b tai 
que b? = œ — c3, con lo que la ecuación anterior se 
escribe : 


2 
(1) e; fak É 1 


Se ha probado que X € a la elipse => (r z) verifican 
(1) Es preciso probar también que: (£ +,) verifican (1) 
=> X € a la elipse. En efecto, Fig. 29”. 


TI D $e 
FXx=r= A = azer t a (a? — z?) 


Pg 1 = eR 
-5 42 —2c04, +4 02402 =7 y araca tat =— A 


n 2 
Análogamente, FX =r = NY (= ++ 42 = Eter y sumando, F X + F X = 2a. 
a 


591. Obsérvese que si a y b son vectores unitarios y perpendiculares a a y b, respectiva- 
mente (fig. 29), el vector a + b es paralelo a la bisectriz del ángulo ID, y, por tanto, 
perpendicular a una de las bisectrices, m, del ángulo ab y que el vector a —b es perpen- 
dicular al a + b, y, por tanto, perpendicular a la otra bisectriz, n, de ab. Por tanto, las 
ecuaciones de las bisectrices son: 

do + 81%, F a, Xa Žo + By x1 + hy sa =0 
Vas +a’ MAETI ' 


Ay + 4, Xy + 49% — 5o +61 £1 F Ža £o = 0, 
Vaipat ALTA 
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592, Tomaremos como eje s, la recta F F’ (fig. 30) y como eje A la mediatriz del 
segmento F F”. Sean (c, 0) y (— c, 0) las coordenadas de F y F’, respectivamente, y E, z) 
las de un punto de la hipérbola. Se verifica : 


r2 = dist.? (F X) = (1, — cP +2, 
12 = dist.2 (F X) = (7, + 03423, 
de donde 


CtNir—rl|=4ciz b 


y 
r+r 201x| [r—r]=24 
Fig. 30.7 
cx exar, aex 
s >0>r4r= t” or sars r= —_ 
2 2 
n<o>rira-24%, rara ra pa A 
1 a a a 
[exa] 
a 
=> A 
r= laæ+ecx | 
a 
y teniendo en cuenta el valor hallado anteriormente para r2: 
(cx —ani xy an = 
id de e a, a ia=> a? + b? =e. 


Como en el caso de la elipse se comprueba que todo punto que verifica esta última ecua- 
ción pertenece a la hipérbola. 


593. Tomaremos como eje x, la recta F F" y como eje x, la mediatriz del segmento F F’. 
Sea F = (6,0), F = (760), X =(x, z) 
X € al óvalo <E> dist. (F, X) . dist. (F X) = y (#7, — eP +r? y €, Heyr = 0% 
<> [r +1 3402 cz) (atra 40242 ex] —a = 0 
<> (r2 Hr H Aa Aeara mat m. 


594, Eje x, el FF, eje z, la mediatriz del segmento FF. F = (c, 0), F = —c, 0). 


a dist (F, X) + b dist. (F', X) = 1 <> ay (eP 3d y Eter 
<D a + b3) (4,2 4 1,3402) +2 (9209) cx, m B = 403 b frat ze 


+ 092 —4 ctga. 
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595. Las fórmulas que habrá que aplicar serán las inversas de las (27), ya que los datos 
son las coordenadas de O’ respecto de R, luego: 


1 3 5 bo == p 
1 —3 5 1 l 
0 os sent 0 2 2 
A-t = [0 cos (y, u,) cos (y, u) |= e 4 4 = v2 y? 
0 cos (y,, u,) cos (y, u,) E A e a 
0 —sen— cos T yV? v2 
de donde 
1 ETE d 
y2 vz 
1 1 
A 0 Q — 
y? y2 
0 l E 


596, El eje x,” tiene por ecuación respecto de R: 


4 (7, —5) + 3(,—1)=0, 


. (77 89 {4 3 3 4 
luego el punto O” es el punto: a) =(5. $). v=(-5 $). 
4 o 
(Obsérvese que, por str u, .y, = 5 >0, el ángulo u, y, es agudo, y por ser 
| 4 3 
j 5 5 
=1>0, 
a e 
5 5 


la orientación (v,, v,) es igual a la (u,,u,)) Procediendo como en el caso anterior, será: 


1 77 89 
¡nos ES 
25 25 4 38 
A“ = = 0 — =— i 
0 vu n, 5 5 
0 yu, v,u -3 Es 
2% Yo) 0 5 5 
de donde 
¡8 _2 
5 25 
4 3 
a A 
3 4 
E T 
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59%. p= yi+t=2/y2 teo=1>p=- =, E, Como x, y z, son negativos 


se ör 
se verifica que p = == 
1 bx tir 
598. r=2 89-75 =D p= go g Pero como s, > 0 y s, <0, será 
= liz 
P 6 . 


599. Empleando coordenadas polares, respecto del sistema (P, P O, c), o arbitrario, y 
Mamando (p, p) a las coordenadas de un punto de la cisoide, resulta: 


2r 
cos q 


p= t 2r coso. 


que es la ecuación de la cisoide en coordenadas polares. Pasando a coordenadas cartesianas, 
se obtiene (34): 
s (5, 4+:223)—2rx 9 = 0. 


600, Tomando O como polo y la semirrecta de origen O perpendicular a y como origen, 
se obtiene como ecuación de la conchoide: 


o bien, en coordenadas cartesianas: 
24136, — 0? =12 «2. 
601, De (5) se deduce que 
X € la superficie esférica <=> (+, — 4, + (2, — 82 t —6,)2 =r, 
<> 1341242220, r —20,7,--20,1, +0%+02+a2—4 =0, 


que es la ecuación de la superficie esférica, 


602. Para que la ecuación dada represente una superficie esférica de centro A=(a,, a,, 0,) 
y radio r, es necesario y suficiente que 


=a? +a +a — a  >0. 
603. En virtud de 2 y de (4), resulta : 


|= 124-2 —1] o n 


cos (a, $)  >-_——_-_->-==7>—á]á]>—> = —— + 
y 9+4+1 y 16+1+4 V 294 


604, El vector d = (— 3, 2, 1) es paralelo a a) y el vector: 


v- 


— 8 1 
2 —3 


11 
—3 4 


1 —3 
4 2 


1 , 


= (7,7, 14) = 7 (1,1, 2) 
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es paralelo a c), luego 


— |—83+2 +2] = 1 
cos (a, £) yay 3y . 


605. El vector d' = (1,1, 2) es paralelo a c) y el vector d” = (— 1, 3, — 1) es paralelo 


a r), luego: 
| -1+32] 
cos (4, r) = —— m =0, 
) ve Vi 


luego c 1 r. 
606. Si A y B son dos puntos incidentes con la recta que se busca, verificarán ambos 


la ecuación de r, luego se verificará que 
3 (a, — b,)— 8 (a, — b,) + (a, —b,) =0, 


—} 
y como [BA] es un vector paralelo a la recta solución, será perpendicuiar al vector 


d = (— 8, 2, —1), luego: 
— 3 (8, — b,) + 2 (a, — b,) — (a, —b,) = 0, 


luego un vector de la recta A B es (6, 0, —- 18) = 6 (1,0, — 3), y un punto, el P de inter- 


sección de a) con n: 


Na BS 


(5 20 97 


luego las ecuaciones de las rectas solución son: 


31 20 97 
== +h x= 137 Xs = -5 — 3i 


607, El vector 
— — (13 1 1 1 1 3 

= [A B ACI= Ñ = (— T, — 2, 13) 

SI 


es perpendicular al plano ABC y el vector 
y —1 2 3 1 
=| 2 1[/ 12 1 


| 


2 )= 7.15 
1 


1 
2 


es perpendicular a z, luego: 
cos (ABC, r) = 1492 +65] — 112 _ 
V222 V75 15 V74 
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608, Se ha visto en el ejercicio anterior que y=(—7,1,5) es normal a sz). Como 
t = (— 3, 1, — 2) es normal a s), resulta: 


[2141101 12 
y yu 542 


cos (n, c) = 


609, El vector t = (— 3, 1, — 2) es perpendicular a e y, por tanto, paralelo al plano 
que se busca, luego la ecuación de este plano será: 


j 


7, =2—31—3p 
r, =14+2144+ As 
i * =4— A—2p. 


610. El haz de planos de base c es 


21+ + 0449, + (381 4+2)7,+0—38p)x, =0, 


el vector (A+ 4 u, — 3 À + 2 u, à — 3 u) es perpendicular al plano anterior, luego en el caso 
del plano solución, estará en el plano v, y el producto mixto de este vector y de los 
vectores (2, — 1, 3) (1, 2,1) del plano m será cero: 


¡A+ — 314 +2 AB 4] l 
2 —1 3 =0, 51A+412=0, 
1 2 1 


luego el plano buscado es 11 +3 *,— 19 z, + 8x, =0. 


611, Los planos bisectores seran incidentes con la recta r, luego pertenecerán al haz 


4143 0+ (2142, + Ap), +51 + 4p) +, =0. 


El vector (2, 1,—5) es perpendicular al primer plano y el vector (— 1, — 1, 4) lo es al 
segundo, luego un vector que esté en la bisectriz del ángulo de estos dos vectores será per- 
pendicular a un plano bisector, y el que esté en la bisectriz del ángulo formado por uno de 
ellos y el opuesto al otro será perpendicular al segundo plano bisector. Ahora bien, estos 
vectores son las sumas de los vectores unitarios correspondientes a los vectores anteriores, 
luego. un vector normal al primer plano bisector será: 


v30 V30 Vio j' | vV ` yis yis v 30 
1 1 1 1 


1 
— ——— —— ——_—— 5d —_—— t— = 
yis y 30 V18 v30 + VIS 


y el plano bisector correspondiente será: 


47 2x,++%%. —5x 


3—x, —% +43 
v30 


yis 


+ =0, 
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y el otro plano bisector será: 


4420 trir _ 3—x%—x%9+4x =0 
v30 v18 
612, Sea u =(4,,%,,4,) un vector perpendicular a la recta r que forme un ángulo 
de 30% con su proyección ortogonal sobre z. El vector u formará un ángulo de 60% con un 
vector perpendicular a w o con el opuesto a este vector, luego si tomamos y unitario, será: 
24, —4, +34, =0, TV de 6 óég = cos 60 = |, “.2+424+42=1, 
3 2 1 2 s 
3v3 
de donde: 


<7 y3 +6yii „4V3 +98/14. MV3 +3yi 


“=> 210 y 30 420 o 84 j 


luego los planos buscados son: 


a —T1V3+6V14 Le —77 V3 -6V4 
s= 1+2a+—— ay t s= 1+2a+t— z t 
14 V3 +93 V14 o ua 14V 3 — 98 V14 
z, 2 A+ —— + s= l— A+ —— $ 
 =—1432+ ESA AAA a s =—14+84+ ya Y A 


613, El vector a = (— 3,2, — 1) es paralelo a la recta a y el vector u = (— 3,1, — 2) 
es perpendicular al plano o, luego: 


a.n] 94-242 13 
sen (6, O Y a o gt 
sd jajjwl yii y14 14 
614. 
—3 2 1 
2 —1 2 
1 31 18 


615. Sea a = (1,— 3, 1), b = (4,2, —3), u = (3, —8,1). El vector a x b es paralelo 
a la recta c) y u perpendicular a w, luego: 


616. El vector bh = (4,1, 2) es paralelo a la recta, luego la ecuación del plano será: 


4 (2, —5) + (7, + 2) + 2(4, —4) =0, 
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617. Los vectores (2,1, — 5) y (— 1, — 1, 4) son perpendiculares a la recta, luego para- 
lelos al plano buscado, y el vector [Q X] también es paralelo al plano, luego la ecuación 


del plano es 


+3 xq—-6 xx —?7 


2 1 -5 |== 0. 
— 1 —1 4 
At 78 att, 
so A O 1 


bs | 2(,—-9— (5, +8) +3(=, —9) =0, 


*,—4 +2(7,+8+ 7,—9 =0, 
620. El vector 


EAT E 


es normal al plano œ, y el vector 


7 1 1 
>| 5y3 5V3 V5 
es normal al plano y unitario, luego la distancia del punto al plano es: 


— 6 = — 
; 5V3 


dist. (P, 1) = e HS 


1 
+3 Re 
A ui y3 
62I. Se llama distancia de un conjunto a a otro b a la menor distancia de uń punto 
de a a un punto de b. En el caso en que a y b sean rectas, este mínimo corresponde a la 
distancia entre los pies de la, perpendicular común. Esta distancia es igual a la distancia de 


ua punto cualquiera de la recta b a un plano paralelo a ella que pase por a; por consiguiem 
te, si llamamos g al plano paralelo a b trazado por a, se verifica que: 


z =2—31+4p, 
a: r, =14+21+ lr 
s =4— A+2p, 


y, teniendo en cuenta el ejercicio anterior, llamando a = (— 3,2, — 1), b = (4,1, 2), 
B = (0, — 3, 5) y A = (2, 1, 4), se obtiene: 


did). ARA L L 


laxb| 5 vé 
622 El plano incidente con c y paralelo a r es: 


3457, —,—2x, =0, 
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el punto Q = (—7, 10. 0) pertenece a r, luego la distancia entre las rectas es: 


dist. (cr) = 24906001 __42 
VID+1+4 V30 

$23, 

l a, a a, 

1 0, 6 b 

le 4 G 

_— —— es cl 

: 14d dhad { [A B], [AC], [A D] } ib—ac—ad—a) 
dist(A,BCD)=—_ 1% A A A A L 

| {B C] x [B D] | IB x (BD]1 |b) x (d —b) | 


624, dist. (A B, C D) 


—> — —r 
_ TACIHC([ABIX[CD)) _ te—ab—ad—cj _ tc—ab—ad—a) 
=- aR, aao Tax do! 


625. El vector m = (— 1,5, 2) es paralelo a A B, el vector n = (9, 13, 14) es paralelo 


a CD. El punto P = (- Z, + o) pertenece a AB y el punto Q = (0. - +4) 


pertenece a CD, luego: 


—> 
Se _ MPOÓL mal ¿> 2m > Sn 
dist. (A B, CD) xa] , [A B]= maT’ [C D] = aT’ 
de donde 
I [AB] x [CD] | =$ — |m x n|, 
im||n| 
luego: 
OE 
a 18 9 
—7 5 2 
MP0, many! 9 13 14 
L(A BC D) == A A AAA AAA 
vol. ( ) milin] VT8 Y 446 


626, Sean los planos de las caras: 


a) 6,+6,7,+0,7,+40,%,=0, b) btb z +b r tbr =0, 


c) 40%, +40,%,+<, r =0, d) 4,408,757, tda ntar = 0. 
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Sea P el punto de intersección de los planas a, b y c y Bobo EN) sus coordenadas. Si 
d = (4,,d,,d,) y hp es la altura correspondiente al vértice P, se verificará: 


0, +a $, +a, p, +a p, =0, 
b, +b, b, +0,P,+b,P,=0, 
Ca HEP, t eb, tep, =0, 
d¿—|d]1)+4,P, +d, b, +d, f, =0, 


de donde, eliminando ĝ,, f, P,, resulta: 


a 
a 


MA 


A 1 > ba 


627. Las ecuaciones, de una posible solución, del cambio de coordenadas serán: 


2— zi +3 r — 5r 1+x1+2%+% +— 1Bx,—4x%—5x, 
a, > aI E M 
V35 y6 V210 
628. cos ô = — -a . Como el determinante de la matriz de los coeficientes de AEREA 


en la ecuación del ejercicio anterior es +1, los dos sistemas de referencia tienen la misma 


5v6 
orientación, luego e = 1, y, por tanto, tg y = — HE. , tg = C Quedan por discutir 
` 35 
las soluciones de estas ecuaciones trigonométricas. 
4 —5 3r T 
629. =6, t = — —, tg ô = —__— — 2r, ——- 0 . 
P EP go Y vi 72 <po<im y <0ó<r 


630, Teniendo en cuenta que deben emplearse todas las horas de mano de obra de que 
se dispone al mes, el problema da lugar al siguiente sistema de relaciones: 
60 z, + Dd, + 30 x, < 20, 
a) 30x, +505, + 40x, < 200, 
60 z + 80 x, + 40 z= 12.000, 
*,>0,>0:x >0. 
en donde %,,%,,x, son los números de unidades de cada producto que se deben fabricar, 
con la condición de que 
f(x) =3x,+2x,+6x, 


sea máximo. 
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Las relaciones (1) son equivalentes a: 
woro 
x5 300 — -5 7, — z, > 0, 
(2) 15 x, — 40 v, + 2.800 < 0, 
30 x, + 30 x, — 3.800 > 0, 
z0, 7,0. 


La tunción de costo, expresada mediante las variables 4, Y Y, es: 


(3) Í (Tp) =381,+21, +67, = —6x, —10x, + 600 = F (x,, 4,). 


| a KON 
VTE 
NN SHR A K 
AAS ADAI SINN 
NS 
WN a DS M gey ; 
CORO f 


panra anr 


SASS 


TRAVIS 
CANES ZAS 
100 127 200 


Fig. 31' 


Ahora bien, las relaciones (2) definen el poligono convexo” ABCD (fig. 31). Se trata, 
por tanto, de hallar un punto del polígono A BC D que haga máxima la función F CALA 
Recordando que el valor de F (x,,x,) en el punto P es proporcional a la distancia de P a 
la recta F (+,,x,) =0, si r es la recta F = 0, observando que el semiplano que contiene al 
origen es positivo y que, por tanto, el que contiene al poligono es negativo, resulta que el 
mayor valor de F (*,, %,) corresponden al punto en el que F (x, y) tenga menor valor abso- 
luto, esto es, al que se halle más próximo a la recta r; luego, colocando una escuadra en r 
y deslizándola paralelamente a sí misma hasta que toque a un punto del polígono ABC D, 
se obtiene que este punto es el vértice A, luego la solución viene dada por las coordenadas 


de A, que son +, =41, s, = 85, y la primera ecuación (2) proporciona z, = 68. Luego la 
solución es: 


z =4l, z, =85, 1, =68; f(x) = 701.000 ptas. 


631. La región R es el segmento de 1ecta A B (fig. 3). La recta f = 0 deja a R en un 


57 
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mismo semiplano, que es el del origen de relación f <0, luego el máximo corresponde al 
punto A = (0,2) y el mínimo al punto B = (5, 0). 


Fig. 32. Fig. 33. 


632. La recta g = 0 (fig. 32) corta a la región R. El semiplano que contiene al origen 
es negativo, luego el máximo corresponde al punto B = (5,0) y el mínimo al A = (0, 2). 

633. La región R es el triangulo ABC (fig. 38). El plano f = 0 deja a C en el semi- 
espacio positivo y a A y B en el negativo, luego el máximo es el correspondiente al punto 
C = (0,0. 4) y el minimo corresponde al punto B = (0, 3, 0). 

634. La región R es el segmento AB, A = (2, 0,3), B = (1, 4, 0). f(2,0,3) =—1, 
t (1,4,0) = 8, luego el máximo corresponde a B y el mínimo a A. 


635. La región R (fig. 34) está formada 
por la región angular de lados CA y CB me- 
nos el triángulo A BC, que posee dos únicos 
vértices, A y B, A = (2, 0, 0), B = (0, 3, 0), y se 
verifica que f(2,0,0) =4, f(0,3,0) = — 16, 
el semiespacio que contiene el origen es nega- 
tivo. No existe máximo ni mínimo. 


636. Toda la región R se halla en el mis- 
mo semiespacio que el origen respecto del pla. 
no f=0. Como f(A) = —36, f(B) = — 30, 
verifica que existe máximo en B y no existe 


c minimo. 
Fig. 34. 


6637. Las relaciones de R se pueden escribir en forma canónica del siguiente modo: 


LEA +3r t7, =15 
R: tr +6%, tr, +1, = A 
4, >0,..,*, >0. 


En la expresión anterior se obtiene inmediatamente una base factible (+ , 7). Como en la 
función de costo hay dos variables con coeficientes negativos, se elige cualquiera de ellas, por 
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ejemplo x,. En virtud de (14) hay que elegir: min. + , JEI = 3, y se puede escribir: 

3 1 

xi Al q “t 5” = 3 

k; bnt A 
5 5 

s20, n rnad 
11 2 
Itp) =F Cpp) = — 2r + 5 a+ de 


Como en la función de costo F, existe un término de las variables con coeficiente nega- 
tivo, se puede continuar el proceso. min. (2) = 2. 


2 


1 3 
ión Ti as t a T 
3 1 
xı + 5 X3 + 5 * = 38. 
: 12 2 1 
FK ptp t) = t -zg + E *s — ili 
Como todos los coeficientes de las variables en la función de costo som positivos, el mínimo 


corresponde al punto P = (12, 2,0) y el valor mínimo es f (3,2, 0) = —11. 


638. Como se trata de hallar un máximo, multiplicaremos la función de costo por — 1, 
y tomaremos como nueva función de costo: 


FA, tp) > — (A) 7,7%) =%, 27,41, — 37, +2, 


Los datos del problema conviene escribirlos en la siguiente forma: 


47, +2x,+ Ty +467,+%, = 18 
47, +8%,+ T +r = 
5r +67, +2x, +z, = 30 


1, —11,+ ¿—3x, =F-—2 

El término de la función de costo con menor coeficiente es — 8 x,, luego convendrá introdu- 
cir la variable +, en la nueva base factible. Dividiendo los segundos miembros por los coe- 
ficientes de z, se obtiene la sucesión: (3, 24,15} y el mínimo positivo es 3, luego se to- 
mará la primera ecuación. El segundo paso proporciona: 


2 1 1 1 
ut atg tg tx =3 
2 11 47 1 

-z tgz atg” +s =21 
11 2 17 
3 ʻa s+ 3 a— gs + x, =21 
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La nueva variable de la base será r, Se obtiene la sucesión (9, $ + 


10) cuyo mínimo 
Lo 63 Ñ . : 
positiva es 1” luego se tomará la segunda ecuación, y se obtiene: 


ES =% 
Lar ts e +z => 
i ati nti ntir =r +12 
Por consiguiente, el minimo de la función F es — 140 y es alcanzado en el punto 


11 
P = (o$, 037). Por consiguiente, el máximo de f es e y es alcanzado en P. 


639. La región R puede escribirse en forma canónica: 
2r +21,4+ 1%, = 2 
R: 41, +81,+2x, +z =1 


7,>0,%,>0x,>0 7, >0x, >0. 


Para hallar un vértice de R consideraremos la región: 


21, +2%,+ 4%, +2 = 2 
R”: ar +37,+2%x, +, +1, =1 
-,>0, cor, > 0. 
y la función de costo: 
f=x +1, = — 6r —51, —31, +1 ,—:x, +14 
1 1 1 
Ro: Ft, =1 
—*, +27, +4,—2x, +1, =8, x,>0 1=1,..,7. 
P.=x*, —27,—*,+3x,+8 
1 1 
— 7 Y +] A -— xe t Lae = 4 
n 2 2 2 
R": 
3 1 1 1 
qt" EN y% tI” + «a, =3 


639-644 


luego un vértice de R es P = (8,0,0) y 


3 1 1 
ri del + dy = 3 
f= 51, +2, + z, — 16. 
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Como todos los coeficientes de las variables son positivos, el vértice buscado es P = (3, 0, 0), 


y el minimo de f es f(P) = -—16, 


Capítulo cuarto 


$ 1. FORMAS BILINEALES. FORMAS CUADRÁTICAS 


640. dy) atr) =+ X)Ay=xAy+XxAy=(y) (2) + € (9) (2). 
dy) (Ax) =ADAy =A(A y) =A [d (y) x). 


641. d(y+y)x=xA(y+y)=xAy+xAy =d(y)x+d(yx 
[d (y) +d (y)1x, Vx <> d (y + y) = d (y) + d (y). 


lt 


dA y) (2) = xA (Ay) =4[xA y] = A [d (Y) (0) = [A 4 (y)] (x) Vx <> d (Ày) = àd (y). 


Análogamente se prueba para s. 


642, 
. + + + 1 3 2 
SD: Op Ip) = (4,7) 4 15 
o. 1-32 , 
ay): wp A KERR 
643. Como b = —?2a, se verifica que E? = a’, luego la ecuación de E° es 
1 —8 2 , 
A PS EP 
o bien 


Uy, +61,+17, = 0. 
644, Como los vectores a y b son linealmente independientes, se verifica que 


4y —8y,+%3,=0, 
Iy +58),+ y =O. 


E0: 


(Como e depende linealmente de e y d, se verifica que: 


Fo: 18y +2y,+ 5y, =0, 
17 y, +8y,+19y, =0. 
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EUF=(a,b,c,d,e). Como entre estos vectores únicamente son /.i.a,b,d, resulta. 
que las ecuaciones de (E | F)? son las dos de E° y la segunda de F°, (Obsérvese que la pri- 


mera de F° es la suma de las dos de E%.) Como L(E) (1 L(F) =Ac, resulta que (L (E) 
NL (F) tiene por ecuación la primera de F°. 


645, 1%) Las ecuaciones de LY son: 


2%, +r +10%, =0, 
2, +3x,— + 7 =0. 


Le: 


Los vectores comunes a L y L° se obtienen resolviendo el sistema formado por las ecua- 
ciones de L y de L°, que es equivalente al sistema formado por las ecuaciones de L y 


6à— p=0, 
3 un =0. 


Como la única solución de este sistema es A = 0, p = Q, resulta que LN L? = {0}. 


2.0) Las ecuaciones paramétricas de L° son 


Zi = — 83 A — 30 a, 
xr, = AA+ 18 q, 
T 6A 

+= 6 a, 


Juego, una base que cumple las condiciones pedidas, es: u, = (1, — 1, 2, 3), u, = (1, 2, — 1, 0) 
u, = (— 33, 24, 6, 0), u, = (— 30, 18, 0, 6). 
3.9) Las fórmulas del cambio de base son: 


54 —9| 0 o 
0 0 0 

CRE PERE, (Py) Py EN, 
—225 12| 954 2106 
— 48 78 | 1476 1512 


646. 2) 


2 — 4 — 2 0 
—4 — 2 — 6 —10 
—2 — 6 — 8 —10 

0 —10 —10 —10 


CASARES 
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b) 


2 — 4 — 2 0 
—4 — 2 — 6 —10 
—2 — 6 — 8 —10 

0 —10 —10 — 10 


ORERE IER) = (0, 0, 0, 0), 


son las ecuaciones implícitas del núcleo. El sistema anterior es equivalente al siguiente: 


4 
+,—2x, A =0, 


—241,— +,—3x,—5:x,=0, 


2 
y las ecuaciones explicitas correspondientes son: 


4,=A1+2a 7,=A+p, x = — À, g =—p 


a 4 


647. Si B’ = {Yp Vy Yy Y.) es la base dada de V, se puede tomar como nueva base: 


|> Y, 
n = v 


2 2 
u= vn EYY 

= Y — 
u =2v, +y, vy 


con lo que las fórmulas del cambio de base serán: 


1 0 0 v 
0 1 0 0 
Fpp tyf) = Ey p yA) i 1 -1 o 
2 1 0 —1 


10 0 9 1-2-1 0 10 0 0 ey 
ae) 01 0 0 —2 —1 -3 —5 41 0 o xy 
por os eN 111 0 —1 —3 —4 —5 11-1 0 xs 
21 0—1 0 —5—5-—5 21 0-—I EA 

1 —2/0 0 , 

| 1 

—: 110 0 PA 
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(2,1%) 1-2 (y, 
A | 1 2 


649, Sea B =¿w,» V, Y, ) la base del espacio vectorial respecto de la que se ha escrito 
la expresión de Q. El vector y, no es singular, ya que Q (v,) = 10. La variedad ortogo- 
nal a-la recta vectorial [y,] es: 

Ev, 19: (1,0,0) A (F pay =0 <> 1, —2,+83x%, =0. 
Un vector de [y,]% es w, = (1,1, 0). Este vector no es singular, ya que: 
Q (w,) = (111,04 (1,1,0/ =1+0. 


'La variedad ortogonal a [y,] + [w,] tiene por ecuaciones implicitas : 


z —.«,_+3xr =0, 
0- 1 2 3 
(Ev,] + [w3])°: s t37 =0. 


Un vector de ([v,] + [w,])° es: w, = (6, 3, — 1). Tomando como base: B'"=4y,, wy w, b 
las ecuaciones del cambio de base son: 


10 0 
(4, Y 7) =P, 7,7) f 11 0 j, 
6 3 —1 
y la expresión de Q respecto de la base B’ es 
10 0: 1 —1 3 11 6 
Q: Ppp} j1 0 —1 2 0 01 8 Eyr 
6 3 —i1 3 0 —1 0 0 —1 
1 0 v 
=P, 4 AY 01 0] Ppr. 
0 0 —19 


650. Como tanto el rango como la signatura no dependen de la base, vamos a buscar una 
‘base respecto de la cual la forma cuadrática tenga forma diagonal, El vector u, = (1, 0, 0, 0) 
no es singular. La variable lineal ortogonal a u, es: 


[u,J*: 4, —*,+2x%, =0, 


El vector u, = (0, 0, 1, 0) pertenece a [u, 3? y no es singular: 


7, —* + 2x, =0, 
o: 
ia —1,+2x,+8x,=0, 
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un vector de esta variedad, que no sea singular, es: v, = (—L, 1, —1, 1). Finalmente, 


17 +2x, =0, 
((u,1 + [u,] + [v,9*: — s, +27 +87, =0, 
2x, —6x, =0, 


luego el vector y, = (1, 3, 0, 1) pertenece a la variedad anterior y no es singular. Tomando 
como nueva base B = {u CADA }, se obtiene Q en la siguiente forma diagonal: 


1 Y 
2 
Y, Ye» Yy Y) Jz 
—4 Ys 
o 2 Y 
Mediante el nuevo cambic de base: B.-> (u,, REE Ma, KA Us, — u) se transforma la 
a eaMy 
ecuación anterior en 
1 Y 
1 Y 
(m) O Yp Yy Iad) Er h 
—1 Y 


luego el rango es igual a 4 y la signatura lineal igual a 2. 
651, A partir de la expresión (1) de la forma cuadrática : 
Y 4 y 99 Y = 0, +90, —I+ 0, + 990, —9,> 
resulta que 
y, +3,=0 9, —3,=0, 


L= L'= 
Y +9, =0, Y — 7, =0, 


son variedades lineales totalmente isótropas y LNL ={0}. 
652. a) El polinomio secular es: 


124 —2 3 
—2 5—A 4 = —A3 +41? + 36 4 — 1083, 
3 4 —2-—A 


luego la sucesión secular es 
1, 4, — 36, — 103 


y P = 2; ¿=0, luego: rango = 3, signatura lineal = 2, 
b) La sucesión secular es: 


1, 8, 5, —4, 0, 
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luego t=1, P = 2, y 


rango =4—1=3, signatura lineal = 2, 


653. a) ¡La sucesión secular es: 


1, 15, 53, 0, 


luego rango = 3 = signatura lineal. La forma. cuadrática es semidefinida positiva, 
b) La sucesión secular es: 
1, — 11, 1, — 144, 
luego: rango = 4, signatura lineal = 0. lla forma es definida negativa, 
c) La sucesión secular es: 
1, 17, 67, 2, 
luego: rango = signatura lineal = 4. La forma es definida positiva. 


d) La sucesión secular es: 


1, — 2, 69, 0, 


luego: rango = 3, signatura lineal = 0, Se trata, por tanto, de una forma semidefinida ne- 
gativa. 


$ 2. Cówicas 
654. a) Elipse real - z 
real: ————— m p mm ŘE 
a) Elipse 148 + 143 1. 
61(94+2Y5) 61 (9 —2y5) 
b) Hipérbola: e s 
) Hipérbola: A ~tr El. 
y 65 y 65 
2+-3> =z T 
c) Par de rectas paralelas imaginarias conjugadas: 1 + 5y? = 0. 
d) Par de rectas paralelas reales; 29 y2 = a 
e) Hipérbola: #2 — y? = 1, 
. at 2 
érbola : — ——— AA 
f) Hipérbola sig + 315 =1. 
(24 E s(a) 


g) Par de rectas coincidentes: y2 = 0. 
h) Par de rectas imaginarias conjugadas y secantes: 12 + y? = 0, 
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$ 3. CUÁDRICAS 


655. a) Elipsoide imaginario: + +5 34+429+7%,2 =0. 
b) Hiperboloide elíptico: 5x,1—5x,2—WHx,3 = 1. 
c) Hiperboloide hiperbólico: —3x,1+3(3— y 6) s2 +3(8 + /0x,2=1 


d) Hiperboloide hiperbólico : -a + y Nsp y 1Ix,2 =0, 


e) L=-—1, K=2, J =7, I = 6. Elipsoide real. Ecuación reducida: 


27,14 (64 y/17)72+(6— y/11)x,1 =1. 


f L=1, K =— 4, j = —8, 1=4, Signatura = 1, L > 0: Hiperboloide hiperbólico. 
g) L =0, K=1, J =3, I =3. Cono imaginario. 4,24 #3 +73 = 0. 
h) L=0, K=—1, J=—1, I=1 Cono real. 73+ 72—22? =0, 
) L =0, K = 4, J = 14; I = 8. Cono imaginario #2 + LA p24 
7 — V33 
3 r¿=0 


j L=0 K=-—4, J]J =—9, I = — 4. Cono real. 42 5 + Va 


z frt 
y4 — ë 
—— «3 = 0, 
kx) L=0, K=0,] =-91, 1=7, Š = 0. Par de planos secantes reales. 


(+ 133) x,2—(y183 LTr =0. 
Y L=0,K=4, J =—1, I = — ô. Cono real. 
m) L=0,K=0,]=—59, I=4. K =0. Par de planos secantes reales. 


(YB +2x,2—(y8 —2x,2 =0. 


n) U=0, K=—1, J=0, 1=2, Cono real, s2 + EVS pa VEL pano 


p L=0,K=0,]=2 1=3.K=0. Planos imaginarios conjugados secantes. 
x7 + 25,2 =0. 

yg L=0, K=0,] =—2, I=-— 1, É =0. Par de planos reales secantes. 
+ 21—2%2=0. 


r) L=0,K=0,]=0, I=1. K=0, J= 0. Pianos coincidentes. z? =0. 


s) L=0,K=0, J=0, I=—1, K= 0, 3 =0. Planos coincidentes. se =t. 


SEGUNDA PARTE 


ANALISIS INFINITESIMAL 


Capítulo quinto 
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
656. a) 1, 3» 1, a, 1, 3:01 E ma? 1,4,9. f) -T , 
3 5 9 A 
Fw 92 Era h) 1,2, 5. 1) 3, V5 , Y7 


657. a) 2n 41 ke 2n. c) Tn. d) 2, e) n. f) 10. g) Ea. h) (aye 
658. a) 5, 9, 13, 17, ... b) 10, 19, 28, 87, ... c) 8, 8, 17, 82, ... 


n 
mi” 
1 1 1 1 
ws OIDO ra" 
1 2n — 1 
7 na. d) (e + f) (n) =m E aa, 
660. a) 6, 20, 42, 72, ... b) 3, 20, 63, 144, .., c) —1, 2, —3, 4, ... 


c) (b + e) (n) 


661, a) ace(n)=5". b)be(nm=1. ©) em d) df (nm) 


a VnF 
METETE e) ck) = LA 


662. Sea e un número positivo arbitrario. Sea. 1” > n” `> n. Se verifica que _ + 
=--> = < z" o Lez n> L, luego bastará tomar n = [+] + 1, siendo 


[+]. parte entera del número L. 


663. Sea e un número positivo arbitrario. Sean w >>n”`>n. Se verifica que 
en __21a En 2 (1 —n”) Z n — n" 2 < 2 < 2 
n41 n”+1 (4-1) (a +1) ni "+1 n +1 sn +1 

<Xe=>8"“+1 > > Li, luego bastará tomar n = Z]. 
664. Sea e i número positivo arbitrario. Sean w `> n” >84. Se verifica que 
1 1 1 1 


nr wr | n n 


pla 


e un número positivo arbitrario. Sean *.">>n"n">8. Se verifica. que 


1 1 1 1 
<A SA SES ASA 7 , luego 


1 1 ; 1 1 1 1 
> +7 |=- yw Si r>l, luego a ar E 
log e log e 
=> rr 1 - ] j — = | o 
> L nlogr> oge, n> as >» [ e j+1 


666. a) Sea e 2>0 un número arbitraric, 


no =+. 


FU =h< <> n>, de donde 
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: A a (— 1)" 1 1 
b) Sea e >0 un número arbitrario, — 0 == < e <> n D> — de donde 
e 
n (e) = [+ +1. 
c) Sea e >0 un número arbitrario. -o| 


un número natural m tal que m” < e, de donde -> 7 "> HEN luego n > a 


>w>_, luego no =]. 
d) Sea e un número positivo arbitrario. 5 —o] <e <> Le < r> L 


<> nlogr >—log e <> n >= -EE => n (O | e] 


e) Sea e un número positivo arbitrario. a =2|< "<> HA 
621+5 62-+56 En+5bn 11 it 
<> pane <> n+3n+2 E n? <>: > E 


>. = [HH]. 
agx" aee +4 % 


667. Sea e un número positivo arbitrario. 


rr dl IS 
| (Žo 8; — ab) armi+... + (Žo Gn — Ao Èn) | EA arite] oan don] <s 
5 IRE bd] ID FE i 
Ahora bien, 
1 1 


[Dar t b b ai Hn babal = 


ba? + by b, = H e H ba Da ar 
1, ™“ 1 
> xn bie teo 
para todo v > máx. | | E siendo 0 < eb? 
o 


1 1 1 
—--  __ a _—_u ———— a a r r a 
DESEA 


a | rt... Fan 4 

pego A a 1d 4180090 dd end | a a 
Axm - ; e 

<a < e, siempre que s> máx | |a- l o<e<a luego + (e) = máx. TE 
o o 


marfa lo 
668. a) [U—-0,]|=0, Y x=. b) |0—a, | = 0, Y » > 1.000.000. c), d) y e) se han proba- 
do en el ejercicio 666. a 0-4 = + << e w> [4] +1. 
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669. Si s, es convergente, dado un número positivo arbitrario e existe un n» tal que para 


todos n y n>n es | 8, —8,,, |] << €. Como la sucesión posee infinitos ceros se podrá 
tomar “y = 0, 


670. Es consecuencia del anterior. 
671, No, porque posee infinitos ceros y no es nula, ya que los términos no nulos son 


todos mayores que + 
672, Como la sucesión 1, 0, 2, 0, ..., 99, 0,0, ... es nula, se verifica que la clase dada es 
igual a la clase. 


3 4 n+1 
+ co ZEL, ... ) + Do: 
673. Siendo 4 una sucesión nula, se verifica que u, — + es nula, 


674. Basta probar que la sucesión representante es convergente. En efecto, sea e un 
número positivo arbitrario : 


CHita a b a r MEN 


T hook 


= Fm (+ Apo Teet Te )< TY (+3 apa 


1 
qo + 
1 4 Fa 1 +2 2 
Fary )= DOTA <a FIA FT REN 
n+2 


<~ <en>, no =} 


675. Demostrar que dichos números reales son iguales equivale a, probar que la sucesión 
dem le +) +) 
2 mi n 
es nula. Ahora bien: 
A h- ea 


eM 


a (i++ ++ mana KSET corp 


se 1 
siendo M una cota superior de la sucesión 1 + 1+.. + PTa 


676. Basta probar que la sucesión a, es convergente. Sea e un número positivo arbitra- 
rio. Sea n< w < n”: 


[or — Gp 1 = 0... O bugg 000 bpr = LO XO, burg o bpr O < e = n (o) 


= [—L(9]+1, 


siendo L (e) el logaritmo decimal de e. 
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677. Esto equivale a probar que (a y (e ++) es una sucesión nula: 


A bir pette 
<e =n (e) = [eM] +1, 


siendo M una cota de la sucesión li +): 


678, A +p- Vep fi- ER y 


+ Po 
679, € =e..e = (+ "+ Po: 


” (o (n 

680, 1, 0... 01—90, 9...9 = 0, 0...02 = 2 x 10-72 < e => n (e) =[-t 4+ 

681. La regla de extraer raices cuadradas permite obtener en todos los casos una 
sucesión decimal; a, a, 


G, tal que, si el número dado es m, se verifique que 


m—(s,a, ... 6,2 < 10-*, 
luego, si w <n”, |, a 


[l-L3+1. 


e Bay 6, 8)... Gas |< 00..0 ty 00 q L 10-"" => n (6) = 
682. a) — %9 + HA >r>0 <> (10—») 1 > 10904+r, luego tomando r=1, 
n 
1o , luego Y7 > 122 es — %9 + A 1000 > 1, luego el número es positivo. 
n 
b) Siendo la sucesión convergente y con infinitos términos positivos y negativos, es una 
sucesión nula, luego el número de b) es cero. 


o 
683. a) e . b) N E, (a) =a, luego no es entorno de a. 


*=1 n»n 


684, Si E¿ (a) N Es (t) =ø ya está demostrado, Sea r€ E, (a) f Ez (b). De Ja—b]| 
<la—|+4[7—b|<e-+ 8, resulta que, si a <b, es a+: >b-—3, Si m = máx. (a 
— e b—8) y M = min. (b + 8, a + e), se verifica que E, (a) N Ej (b) = (m, M). 
685. a) Sí, por ser unión de los intervalos (n— 1,1), 1 € Z. 
b) Si, por ser unión de los intervalos (n,n + 2) y (n +1,n +3), 1=0,1,2,... 
c) No, porque si fuese un abierto el número cero pertenecería a un intervalo contenido 
en el conjunto. 


d) Si, por ser unión de los intervalos La" 1 
n e 


poa] 
e) No, pues cada uno de ellos debería pertenecer a un intervalo, luego habría infinitos 
puntos. 


f) No, porque cada uno de ellos debería pertenecer a un utervalo contenido en el con- 
junto y en cualquier intervalo hay un número racional. 


g) No, por análoga razón. 
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686. a) Sea el segmento [m, n], m < n, y sea a = [m] —1, b = [n] + 1. Se verifica que 


R— (ma]=(<-1mU |) 6—i0-i-3U60,5+DU U 6+ris+i+2, 
¿m0 s=0 


luego R— [m, n] es un abierto. 


b) Sí, puesto que R—{7}= U («+1:+1+23U |) (—ir—i—2). 
i=0 ¡=0 


c) Si, puesto que (a, b) — 17) = (a, P) U ($, b), $ € (a, b). 


687. a) Sí, porque en todo entorno de 5 está el cinco que pertenece al intervalo (1, 6). 
b) Sí, por la misma razón. 


c) Sí, porque en todo entorno de 3 hay números menores a 3, que, por tanto, pertene- 
cen al intervalo (1, 8). 


d) Sí, porque el limite de la sucesión es cero y, por tanto, en todo entorno de cero existe 
un término de la sucesión. 


688. a) A = [m,n]. bb) B=BU(0] c) C=[0,1]. d) D = [0,1]. e) E=EY(0, 1; 
. oo" o1. z 1 1 

0,01;...0,0...01;...J £) FSFUÍ -H 

689. a) Á=A=>A es cerrado. b) B = BY 41, —1) => B no es cerrado. c) C es ce- 
trado. d) D = DU {1} => D no es cerrado. e) R — (0,1) = R—(0,1) => R—(0,1) es 
cerrado. f) R — [0, 1] = R—(0,1) => R — [0, 1] no es cerrado. g) G= GU ET => G 
no es cerrado. h) H s [1,2] = H => H es cerrado. 

6% ANE =ø => AB=ø. A=AU(0) B=BU{0} > ANB=(0) 


00 00 
691. Basta observar que 0€ U A yog U Ar. 
i=l ¡=1 
692. Basta observar que si se verifican las condiciones de la definición de punto de acu- 
mulación se verifican también las de punto adherente. 


693. a) Sí. b) Si. c) No. d) Si. e) El número 1, f) El número 1, 1. 
694. [(0,1; 0,11; 0, 111;...) + p,]* = (0, 001; 0,001331 ; 0, 001367631; ...) + po 
695. I ar. am = (a.a) (0a) = 0 L. a = ama, 

IL a™ , a-m gm) < g", 


m is à (m (n (Am 
ill. (6798 = a” ... a" =(8...8)...(6...6)=48...... a = ga, 


n 


IV. =a abe (a b) = (a by". 


le 


696. 


n "3 1 1 2141) 
(aprte) in ESSE E 
(aprte) aapt 
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697. 


MA ra) 


E 


(EJ Rs 


698. I. Sean m y n números enteros positivos. a a~” = = qt-2 = gmt(-1), siendo 


a” 
: am 1 1 M : 
mn, Simna, a’ = — = —— c= — =g lm) = gm+i-m, Análogamente 
ar ar arm 
ar 
para a-™ a~”. 
; e ar a” 
lI. m y n números enteros positivos. ==> = a^ gi = attim = -(-m), 
T 
at 
-n -s m , 
a =l XA = GMH) = gana a = a = qM-8 = (2-1), cuando 
a” a gr amtn am a" 
m>n an _ 1 1 = Mm) = g-f-(-m), Analogamente las restantes. 
y am "7 anam "quem 


699. m< n => n— m`}, de donde a> => amn >l i >1=> a D>, 
700. a< b, Caz aab, 0<b, a<b => ab<b?, luego a? < b2, Si 
am-1 < pm-1, de O< a se deduce a™ < a bm-1 = (a b) bM-2 < b2 pM-2 = m, 
i i 


701. (amy =b <> "=b, a” =c <> a= œ. De estas igualdades resulta: 


1 
cam = b, (cM) = b” y, por la unicidad de la radicación, c% = b, luego b = la =) . 


702, Z = = <> mn =n => qu = Pm", Teniendo en cuenta la última igual- 

dad de (12) y la unicidad de la radicación : 

EN L Ł 1y 

(amm) " = (ano)? = [qam] " Slim" =a", 
de donde 
EN EN CA 

terte 1) 

y 


m m 
(am) =a” o bien, a” =a". 
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m n dis 
703. Sea r = —, s= va , q entero positivo y m y n enteros. 
ES 


NS m 21 mef =Y2 1 Y 2] 
y rematar = lat at) = let) (er) li lios] = or e 
mtn 
= d™3, de donde aat =0 1 =a, 


Análogamente se prueba II). 


A = 


+ L L 
ekp (0 117 1 Y mada 
[iar] g = | (49) g =la 2 =b, 
yz=exp 
t ma Busta! 
de donde y g =MyaM=b iy b=a Y 
= grs 


1V) br =at 5% => (ar bi = 


LEEY (7) (55) = anin = (00), 


m 
luego a” b” = (a a = (a b)”. Análogamente 
, E se prueba V). 
SERS 704. 
705. 
HA ==—— or ao li ENEE 
m 
Fig. 36'. 


706, Sol. log , 131,6 = 2, 11925 58893. 

707. 1n 2, 054 = 0, 71978 91115 063665. 

708. In 1131, 718 = 7, 0314921. 

709. exp, (0, 86782102) = exp, (0, 867). exp, (0, 00082102), 


exp, (0, 00032102) = 1, 00000 00000 00000 00000 
+ 0, 00032 10200 00000 
+ 0, 00000 00515 26920 2 
+ 0, 00000 00000 05513 72397 
+ 0, 00000 00000 00000 00004 
“1, 00032 10715 32433 92401 
en donde se ha aplicado la fórmula ef = 1+7 +2- nn + rs l n +... Por consi- 


24 
guiente, exp, (0, 86732102) = 2, 37976 08513 29496 863 x 1, 00032 10715 32433 92401. 
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$ 2. SUCESIONES Y SERIES DE NÚMEROS REALES 


710. lim +)" = lim O V" = lim ar lim 1+— Å 


n> o 


n>a n-> o "> 
| 0,0<a<1 
= lim ar”, e= 
n-> 0 o, 0>1 


” 
71. De (16) y de lim Ln = z, se deduce que lim h + z) = ež, 
n 


.oo 2 no 


; 3 n3 (1 +1)* ; 1 (1 + 13% 5 

712. a ac) = Jim, (1+ +1) . Ahora bien, 

12m m+22+1 mi2n+1 (+ —1 +2) 

E Y E Y SEDE =p S y y 

1 4 1 4 1 
E E E 
de donde 

(a +1) 4 1 4 i 1 
— 1 1 — — Taen 
S a EA ir ISE ay) 3’ 


luego, teniendo en cuenta 15, 


lim Li)" ¡SE a 


3n? —1 


713. Sea e un número positivo arbitrario. 


1 1 1 1 1 
Pot == (++ +32) 


1 1 1 
==...) < rs» 


siempre que n >n, siendo n = |- l+ 1. Luego la serie es convergente. 


> 1 1 R 1 
74. lim tot = üm (1-7)=1. 


715. Sea M un número arbitrario. Sea r un número natural tal que n’ > Y 
1 1 1 1 1 1 1 15 
a tretet) 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
+t r) >te tetat tatt) ... 
1 67 1 1.1 C 1i 24r 
+t taitto, 


para todo r `> 2(M — 1), o sea, para todo n >n, siendo n = 2%, 
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716, 
E 1/1, 1 1 1 
a lr ER rca de E 
2 9 3 4 (2771: +1) (ay 
CS E IAE L E E A E ENE. 
atate re Heart t a a 
1 g— y) (r+1) +1 %1 
pal pa EN a 
9rlv—1—1 gl | 
para todo r > mM» 
-— Y 
717. La sucesión de las sumas parciales es s, =1, $, =0 5, =1, 0,524 =0, Sn, = 1 


luego los puntos 0 y 1 son puntos de acumulación. 
718, La sucesión de las sumas parciales es: s,=3, 5,=0,8, s, =88B, s, =0,8, 


un 1 
s, = 888, s, = 0, 338, ..., que prueba que 


3 es un punto de acumulación y que no está aco- 


tada superiormente, 
719. No está acotada superior ni inferiormente. 


720. s, =0,3, $, =—0,3, Sa = (), 83, s, =— 0, 83, s, = 0, 333, s, = — 0, 333. ..., lue- 


go posee dos puntos de acumulación a-y el — > 


721. 23) 0+0+0+..+0+... b) 0,3 + 0,83 + 0, 083 +.. 

722. a) 2--5+8-—34+14-17+.. b) —1 —1 —1 —1 —1.. c14+414+1+1 
+... d —2 —2 —2 — ... e) — 1 —2 —1 —2 — i1 —2 —... 

723. d = Ga Ftp d,=4 
rie que resulta es 


=0,d,=8 Gy d, =06 = G,, ..., luego la se- 


e(2) eta) = eta) 


13913+1-1+1+1+1-13+1+1+1-1+.. 


1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
cis da cat de y a ee mn RS 


725. Las sumas parciales de la serie dada son: s, =1,5s,=0,5¿=1l, s= O, ..., luego 
los números 0 y 1 son números de acumulación de la serie. Las sumas parciales de la serie 
que resulta de aplicar la ley conmutativa son: s, =1, s, =2, Ss = 3, 5 = 2, $, =38, 


1 
5 =4 5,=5 SE 4 =2k, s =2k+2 f =2k+3, 


EN d 
] 4k+1 T 2k+1, s 4k+2 ak+3 
fuego lim s, =œ. 
h 


n> o 
726. s =0,9, s,=0, s, =0,9, s,=0, s,=0,09, s, =0, s, = 0, 09... $, = 0, 09, 
Sa =O Sis = 0: 009, 51e = 0, ..., Sias = 0, 009, Saa =O S as = 0, 0009, ..., luego la suma 


de la serie es cero. 


176 
Aplicando la ley conmutativa: 


(10 

0,9 +0,9 40,094... 
ec) 

c (24) = 45, ..., c (128) = 


727. a) 1+24+3+..+4n+.. 


+... 

+c) L11 +...) + (0 
728. 
(a+ bjnt-2a 


S 2D +2 


$ 2. SUCESIONES Y SERIES DE NÚMEROS REALES 


ao 
+ 0,09—0,9+0,9+ 

=1, c (2) = 3, c(3) = 5, 
443, c (124) = 4, ... 


an 2D ón 
(a+ 1D) (42) 


[Capítulo V] 


(100 
+ 0, 009 — 0, 9 


+0,9 +0, 009 + ...... 
25, ..., c (233) = 


23, c (13) = 2, c (14) = 
la serie es divergente. 


mo 6(12) = 


E TE 
D)A+2 RBA A (0—1—2—...— 
,140, 01 + 0, 001 + 


m—=D—=.)=14+1+1+..+1 
a) =1, 1+1, 11 +1, 11 +... 


< 1 E 1 
=È TENT tÈ urera 


y 1 _ a» y 1 5 1 i1 +1 1 n 
E 64D al E s EHDEHD mitti 2 — n+2 2 2n+2 
= = = 
n 
1 i 1 
lim AM = lim ——= lim = =1, 
>» 1 (+1 mo nti n>a 1 -+—- 1+ lim — 
n>a n 
` 1 1 
lim AAA = lim —L—= lim 1 =—, 
n>a td EHD GFY nro 2142. 00 2 2 
i=1 24+ — 
luego lim a (a+) i4p2a = Ll, 
m0 ¿(+1D(64+2) 2 
0 o 00 n 
an+ó 1 1 1 
729. — = b —, li = 
> ar a> ar t 2 Y aD o 
”=1 n=l nml 
1 m aith 
1 — = ge — 1, luego, li —— = 4e + b (e —1). 
mÈ n! ý neg Ll i! ( ) 
730. 122 = n(n —1) =n? —n, n) =n(n—1)(n—2) = n3 —3n? + 2n, de donde: 
n = nD, n = m2 40, 13 = nD BnD + 110, Luego a tanta a+, ns =b; 
HO nD O RD b nD, bi = 4, b =a ta, +a, b, = a ¿ +34, b =a. Por cone 


siguiente : 


a+antarn+tan baH in t bgn? Y 5) =4 1 5 1 
AA TA yA TT 
1 1 
+ ar th go? 
n 
. a+ a i+ a, P agi 
nP ÓN u 37 + Dir qm 
” 1 a 1 
1 by 1 A Š le — 5 
taim As ar t EA ear T CET DEG ddt de 
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4117313 —n 
$ i= e 
731, ZAS 34 21 +66 +. + z 
732. 
< 1 ( E ) n—1 E 1 5 1 
2 n(n- 1) Es (1 — 1)! n! E M1! (a+ 1)? 
de donde la suma es igual a e. 
733. El término general es EZ . Por consiguiente: 
na 

1+2; 1 S F 1 las 1 1 

e E e E 


«de donde la suma es igual a $ 


734. El término general A A . Por consiguiente: 


6% 

MAA O O O] A O cy 
A IR ID A 
f=1 j=1 s$=1 s=1 s=1 $=1 

1 1 1 1 1 2 y» 5 y* 
= (+=) ++- 29) + (1-3) +(2-2(5) )+(s-5(-5) ). 
a 1 1 87 
de donde aim. S=- Hy HIH +E y: 
1 
135. iea 
736. Aplicando el criterio de d'Alembert se obtiene 
ia a O e 
n-o în no (2—1) (n +3) 
Aplicando el criterio III: 
ig 
1 E a E i ROS oa AED 
no logn o log = En log » a log n 
¿Ahora bien, 
log +08 (14 2) togli + E 
log (2 + a) f n : 5) 
l — m 1 HA = O A PA 
am log n Taa log s uf log ”# i 


luego el limite anterior será igual a 2 y la serie es convergente. 
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737. El criterio logarítmico III proporciona: 


1 1 1 
log — z 108|»3(0, -rta — + a] 
lim ——% = lim Startar) E m lA A 
n— o logn n—>o log z "n-o log z 
1 1 
log FT +, +A 
=24 lim — LL =2, 


log z 


suponiendo, como siempre puede hacerse (bastaría multiplicar la serie por —), que a, >0. 
Luego la serie es convergente. 

738. Multiplicando si es preciso por — 1, se puede siempre suponer que a, > 0 y b, >0. 
Aplicando el criterio III: 


1 
log — 
lim an _— lim log (o 4... bs) — log (ao t et arn) op 
”—0 log 2 ”n— o log z 


1 1 1 1 
10 (dto + dez + ds) log (as -e H aras + a) 


lim — lim 
n >o log z n> log z 
=$ —r. 


739. El criterio III proporciona: 


1 
log — log [a + 6 =) 
A An log la n + b) ( 
lim lim =1 lim =1, a>0. 
n — D log = n—0 log 7 + Le] log n 
El siguiente criterio logarítmico proporciona: 
1 
log za l (=) 1og (a +5) 
lim z == lim = lim =0, 
n — o log? z n> o log? n n — 0 log? z 
luego la serie es divergente, 
740. a) Aplicando el criterio de Raabe, se obtiene: 
o Un — Ung 192 n3 — 752 n? — 828 n — 275 
AT tiny 64 mi 28813 -+ 436 n? -+ 252 2 + 49 


de donde lim ra, =3>1, luego la serie es convergente. 
n>% 


1 1 1 to. 1 1 1 1 
D yty tetp E taah 


que es convergente 
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c) La serie 8 + 8? +8B3848%w+... es mayorante de la serie dada y por ser una. serie 
geométrica de razón < 1 es convergente. 


d) En virtud del ejercicio 738 es. convergente. 


u n 1 
e) ati 


Un log (enti Va+1) = 1+ — L4 Eet i 


juego f, = + log (2 + 1) y, por el criterio VI, lim 1 log n . log (n + 1) = œ, luego 
n —Á o 
la serie es convergente. 
mis <=1CLy4L_1 1. + A _ ==) 
co 253 rte ty + -+)+ IN 
1 1 1 1 1 
Ho -4)= 12 Pza rt Da“ Ta” n=2k, 
si n= 2k +41, será Sp = z=? == = rai , Juego a Sa = 1. Sin embargo, 
la serie de los valores absolutos es la armónica, que es divergente. 
742. s=1. 
743. Si s es la suma se verifica que 
1960649 21785 


3.628.800 “° © “40320 * 


y la diferencia entre los miembros extremos ao” . 
744. Sumando hasta el término — TN se comete un error inferior a 1 millonésima. 
1 
745. s= 7 
rir 


746. Es aplicación de la teoría del texto. 


$ 3. EL NÚMERO COMPLEJO 


147. a) p=0+p=fM(?4+D4+p. b) — Fx) + p. c) 1+ pp. 

748. 3x8 21024 zi = (xz +1) (8 r— 2) — 2r + 1 

749. La primera es trivial, (a + bx + p) (c+ d+ p)=ac+(ad+beo)r+bdri+p 
=0ac—=bd + (ad+ bo) rod (44+1)p=ac—bd+(2d4+bc)x 4 p 

750. a) y b) son triviales. c) (a+ bi (c +di)=(a+br +p) (c+dz +p) = 
+Hlod+bcor+bdr+p=ac—bd+(a0d+bc)r+ p =ac—bd+(ad+bce)i d) 
(G +bi (etdi) = (atb i (4101 =(04+b1+p)(c+dr + ppoo=(0+b e 

ac- hd -+c — adx _ ac+yėd+(bc—ad)i 

+» (E +p) cpg? +p= pa ` 

75L Como 24+1=0<=>:x2+1€ p, resulta que (ya)? +a=a2+a=a—a=0. 


y —yad+a=ar+a=a—a=0, luego yai y —y/ai son raices de la ecuación. 


752, (2—-D1+D— Itri =2+i—#— (1+2) i 


A +t) -4 i — 2 i = 
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a E B 
753. a] = (1+8 yTi 90 +88) = + Cita ysi+o 


—3 yi) =1 


754, Véase la figura 86. 


755. a) p= y3+1=2, 
3 1 
cos p = 4 , sen p ==57, 
T T 
luego EE GARZA 


luego VT+ i= (2 -5+ 2ka): 


EE 2 v3 _ 1 T a E a 5r 
b) p=% cosg=— z, nps -yo luego -y <p<m pSr s= 
540 = (2, dE +2kn). 


x Tr 


3 
c) p=2, cope YE, sng == luego << roto 6 


— 18: = (2, a, + 2k r): 


j 3 O: 3r S t ir 
d) p= 2, coso = a sen p = —— luego, — << p< 2m p=2r == 
y 3 —i=(2 W lir +2kr). 
56. a) (4 {+ 2ean) = 400 -Z+ tson Fi=2 3421/24. 
Br. 3r Br. -5 >; 
b (4, 4 o 7 + 4 sen 7 i=-=2y 2+2y 21 
E ) = 4cos T + 4sen i = —2 2-2 y 21. 
a T 44sen Li 2y2-2y 21 
1 1 
757. r). D 99 = (125, n + 2k n) = — 125. c += 


x 5 £ 
= J +2ka). pe a 


758. Como el grupo aditivo de los números complejos es isomorfo al grupo aditivo del 
plano vectorial, resulta que el vector de origen en el afijo de g y extremo en el afijo de 7 es 
equipolente al vector (fig. 37') cuyo origen es el origen de coordenadas y cuyo extremo es 
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el afijo de a. Por consiguiente, la correspondencia que hace pasar del afijo de z al efijo de 
z' es una traslación definida por el vector correspondiente al número complejo a. 

759. 5i z = (p, + 2k z), 2 = (pø, pp +2k rm) y si a es positivo será a = (a, 2 k m), luego 
g7 =az <> (Pp +2km=(0,2k 1) (p, p+ 2kvr)= (ap, p + 2k 7), luego los puntos O, 
afijo de z y afijo de Z, están alineados y la razón de las distancias de O a los afijos de 


z’ 


Fig. 87. Fig. 38". 


z' y de z es constante (fig. 38”) igual al número real a. La correspondencia es, por tanto, 
una homotecia de certro O y razón a. Si a es negativo la razón de la homotecia sería 
negativa. 

760. Si z =(p30+2%m, Z? = (p,0 + 2% 1), será 


(1, 4 +2km) =(po0+p+22m), 


de donde: p =p, œ =w+«q. La correspondencia es, 
por tanto, un giro (fig. 39) alrededor de O de am- 
plitud pg. 


761. Sea a=(r,p+2km), b=(r,2km, c=(1,p 
+2 km). Se verifica que a =c b, luego 2=az=(cb)2 
=c(b2)=Cce2,, 2, =bz. Como b es un número real, 
la correspondencia 3-> z; es una homotecia de razón r 
y centro O y la correspondencia 2, > 7 es un giro de 
amplitud q. Por consiguiente, la correspondencia dada 
es la semejanza producto de la homotecia de centro O 
y razón r por el giro de centro O y amplitud p. O es, Fig. 39 
por tanto, el centro de la semejanza. 


762. Sea 2 = (p, w + 2 kw), 2 = (p, o +2k r), será (pp, w +0 +2k5m)= (1,2% m), de 


donde pp"=1, w+ = 0, luego p’ = es v =—v. Siz s (+. +249), se verifica 


que 2 > £, es una inversión de polo E y potencia 1, y 2, —>+%' es una simetría respecto del 
eje real. 

763. z= ta, siendo t una variable real (fig. 40). 

764. Teniendo en cuenta el isomorfismo entre el espacio vectorial de los números com- 
plejos y el espacio vectorial de los vectores libres del plano, resulta que (fig. 40) 


z= b + t(c— b), 
siendo t una variable real. 
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765. Si z pertenece a la circunferencia a be (fig. 41) se verificará que el ángulo azc 
será igual o suplementario al ángulo abc. Ahora bien, el ángulo abc es igual al ángulo 
(fig. 41) a—b, o, c—b y este ángulo es igual a 


arg (c — b) — arg (a — b). 


Fig. 40", 


Anilogamente, el ángulo as c es igual al ángulo 


arg (c — £) — arg (a — 2), 


ec 2 


pero, arg (c —b)—arg (a— b) = arg TG, y arg (c — z) —arg (e — £) = arg P 


luego: 2 € circunferencia a b c <=> arg 


=g. 


e—z có cz ct 
= arg , 0, arg —arg 
az 


a—b a—z a— 
Ambas condiciones se pueden reunir en la siguiente: 


e—s 
a—z 
ag -—_ 377 7 ase (t), 


a—ó 


siendo t una variable real. Por consiguiente, los afijos de todos los números gs, que verif- 
quen la relación: 


ez a—ób 
0) a—z eb 


pertenecen a la circunferencia a bc, cualquiera que sea el número real £ y todo punto de la 
circunferencia, excluido el punto a, es afijo de un número complejo £ que verifica (1). Esta 
será, por tanto, la ecuación de la circunferencia si se admite además que £ pueda tomar el 
valor œ. 

La ecuación (1) se puede escribir en la siguiente forma equivalente: 


Y _ mida 
O PET 


s m=a(c—b), n=c(b—0), p=c—b, q=b—a. 
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166. a) 1=1+4+01=1(cos0 + isenO0), luego: 


3 2 3 3 
yı =1 (cos ni + ¿sen A) Jr Led. 


b) yY=T =1 (sos Ihir rsen TEREE) fia aih ; Y. 


p 
e) yI =1 (cos eE + ¿sen HE) 111,1) 


d) VU=1 (sos 2r + ¿sen ==) = JA, cos ZT + isen e cos + 
; 47 6r ; Oxz 8r A 8r 
isen —¿=, 608 —p + ¿sen 5 ı cos —¿— + # sen 3 l- 

b t 
ul — -z H2 krt 
l 1 Y3 z Lo V2 z t 
e) = T 3 i=(1, F+243), [Ez 3 i aa 
T 
a e cos Z i sen —, cos tt +is Kar, P EN lia 
3 =jos g t 9” 9 A gp 


Los afijos de yi son A, B, C (fig. 47) y los de Y = 1: D, E, F (fig. 42). Los afijos 
de YT son A, G, D, H (fig. 4%). Los afijos de /1 son A, B, C, D, E (fig. 43) y los de 


3 mm 
-4+ n i son M, N, P (fig. 43). 

767. £,8, = bp siendo k =i + j mód. (5), luego el grupo es isomorfo a Z/(5), siendo Z 
el grupo aditivo de los números enteros. 

768. a) G= 45, -> $i ) es isomorío al grupo Z/(12). b) G= (E) = E) = E) = Bau) 
b) Los subgrupos propios de G son G, ={%8} G, = (E), G, = (,), G, = (E). G, = 6o) 

769. Las raices cuartas de la unidad son (1,i,—1,—(¿4)]. Se verifica que (1) = (1). 
() =418 =—1, B=—i =1) TD) ={—1,1}_ E = {i CI] = Ll, Ci 
=$ (—f=1)] Luego las raices primitivas cuartas de la unidad son i y — i. 


770. Sit, = (1. di ). las raices primitivas son $, LE, Eo Us ba tir bie: 
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771, Siendo į y — i las raices primitivas cuartas de la unidad, el polinomio buscado es 
ED (A+i= 241 


772. Por ser tres un número primo, la única raíz cúbica de la unidad que no es raíz pri- 


mitiva es la raíz 1, luego el polinomio =224x+1, tienen como raices las raíces 


x— tł 
primitivas cúbicas de la unidad. 


773, Como en el ejercicio anterior, se ve que dicho polinomio es 4P-14+-4P-2+4...41+1 
TI. 


2 2 2 2 2 
ii td ha] 
4 4 4 A 4 . 
IS 
4 4 2 
Er lil ell) 


(re lor +2) 


775, Desde luego, es una aplicación: (4+iy)+(4+iy)= (+7 + iy+ y) 
Etr ily + Y) = (4— 19) + (4 — iy). 


A+ iy (iy) =P YY Hily Ayr) AA yy — TY y) 
= (4-19 (+ — 1y), 


luego es un endomorfismo. Si ++ iy ->s +iy y z tiy > tiy, será z—iy =s 
— ivp de donde z = z Y =y. 


776, e+ iel 
777. La serie dada es absolutamente convergente, ya que la serie: 


14jatioj + LATER po pets etit Pop.. 


es convergente, siendo su suma igual a e12**2! 
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778. a) Si. b) Si. c) No, por causa del arco. 

779. a), b), c), d), e), f) g) b). Sí. 

780. or (sen) = R. im (sen) = [— 1, 1]. Se dibuja una circunferencia de radio 1 (fig. 44) 
uno de sus diámetros se toma como eje y. Se divide la circunferencia en un cierto número 
de partes iguales (12 en la figura), se toma a partir de O el segménto 2r y sè divide éste 
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en el mismo número de partes en que se ha dividido la circunferencia. Por la división ¿-ésima 
del segmento [0, 27] se traza una paralela al eje y y por el punto de división ¡-ésimo de la 
circunferencia una paralela al eje v, el punto de intersección de ambas es un punto de la 
gráfica de la función y = sen +. Obsérvese que dibujado el arco [0,27] de la curva basta 
calcar este arco a la derecha y a la izquierda para obtener la sinusoide. 


781, Basta observar que y = cos x = sen (++) luego bastará tomar en la gráfica 


de la 1unción sen como eje y la perpendicular al eje x trazada por el punto S . 


782, Para dibujar la. gráfica se procede como en el ejercicio 780, con la diferencia de que: 
en este caso se prolonga el radio que pasa por el punto de división hasta que corta a la tan- 
gente 2 la circunferencia en el punto origen da arcos (fig. 45). 


ortos RARA im (tg) = R. 


Fig. 45". 


783. Basta observar que y = cot y = — tg (x — +) , luego bastará tomar como eje y 


en la gráfica de la tangente la perpendicular al eje x por el punto a tomando como semieje 
positivo el dirigido hacia abajo. or (cot) = R—4Í2kr laez? ™ (cot) = R. 


T84. sen (r 427) =senxw, sen(r +1 +senr si 0LZ1Z2m, tglr+%m =tgx, y 
tr +) E tg (a), OLL me. 

785. Con auxilio de una tabla de la función y = exp. (+), se representa esta. función 
(fig. 46'). ¡La simétrica respecto del eje y es la gráfica de y = exp. (— +). Trazando para- 
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lelas al eje y, el punto medio de los puntos de intersección con aquellas dos curvas es un 
punto de ch x. 


Fig. 46”. Fig. 47. 


De la construcción resulta que or (ch) = R, im (ch) = (1, +œ 1. 


786. Dibujadas las gráficas de exp (1) y de exp (— x), bastará restar de la ordenada de 


la primera la de la segunda y hallar el punto cuya ordenada es la mitad de la diferencia 
obtenida. 


or (sh) = R. im (sh) = R. 


787. a) ch? x — sh? y = + (e28 + 24 0-20) — + (02% — 2 4 e-2%) = 1, 


b) ch(— 1) = Ele e7) = chx. c) sh (— +) = (+) = — shz. 


d) cha chy + shz shy = -F (e + e=) (6 + e=?) + -i (e7 — e-t) (0 — 02) 


= > (2747 + e-+) = ch (4 + y). Análogamente las restantes. 


788. 12— y? = ch? t —sh? t = 1. 

789, Sea E,¿(9) un entorno arbitrario de 9. [12 —9]=|x+4+3||+r-—3/. Suponiendo 
|r]<4, será |r +8]|<7, luego, para 3 = mín. Fo 1) se verificará que Y x € Es (3) 
será [129] =|1+3||1-3|<7 -$ = e 


790. Sea E,(5) un entorno arbitrario de 3. |2r+y—5]|=|2(x—1) + (y —3) | 
<2/|x—1|+|y—3 |, luego, para todo punto (7, y)€E E , (1,8) será y (1 —1)2+ (y —3)2 
EJ 


<=» de donde Ja—11< Hs [y8] < -$ y 2r y 5 E 


re 
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791. Sea E¿(3, 5) un entorno arbitrario del punto (3, 5), en este caso conviene tomar 
entornos cúbicos (Def. 4 de 1). De 
|8 z—y +2 2—83 | =| 8 (r —1)— (y — 4) + 2(8-D|<3|1—1|+]|y—4|+2|2-—2[ 
(z +22—5]= |(@—1) + 2(2-—2)| <|+—1|+2|2—2l, 


se deduce que, para todo (r,y,2) € E, (1, 4,2), se verifica que 


8 


13#—y+22—8| 8|7—1|+|y—4]+2|2—2| <83- + +25 =e 


Iz +22—5| | ~1]+2|z—2| <- +25 = E Le 


luego (3r —y + 2r, 7 +22) € E, (8,5). 


792, Sea E, (sen a) un entorno arbitrario de sena. De 


x+ a xa x+a ea 
| sen z — sen a | = | — 2 cos ANS SE =2 cos —¿— || sen —g 
<2| sen == ES] == =|x—al, 


luego, para todo r € E, (a) se verifica que sen x € E, (sen a). 
793, Sea E, (exp, (a)) un entorno arbitrario de exp, (a). De 
[| = g? ALE E (A — 1) < e 
<> eand < atd lL ¿6 <> lea L ab dad 
<L> log, (L — e a-t) < z — b < log, (l + ea). 
Ahora bien, g? 0-2?) > 0 => 1> 1—e«e?a-2d => suponiendo que 1—.ea-»7>0, que 


1 


Cuero > l1+e0 => —log, (1 — e a») > log, (1 + ea), luego: 
— 


log, (1 — e a-t) < 7 — b < log, (L + 07 <— log, (1 — 6 6-0), 1— ea- >0, 


luego, para todo x€ Eş (b), = — log, (1—ga?), 1—ea- o >0, se verifica que 
a! € E, (ab). 


tn 
794, Sea E, (2) un entorno arbitrario de 2. Para todo v +1, se verifica que Z 1 —2 
=|*4+1—2|=|xr—1|, luego, para todo v€ E¿ (1), siendo r+1, se verifica que 


| ri 1 
x—1 


=2|<e 
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795. Sea E, (+ 0) un entorno arbitrario de + œ. Para todo z 2 es 12—43+4 
= (+ — 2)2 > 0, luego: 


2x41 , B 2e4 1V FT 
ON ES 
E c> Lp yirFT]<e—2 


<+ [-14+V8FT]< VET], 


luego 8 = —1+ y 5e+L «> - . 


796, Sea e un número positivo arbitrario y supongamos que + << Et- , de 


senx 1 


1 > A ———Á 
donde sens >=9 , luego |tgx|= | cos x | > 2 | cos x] 


>e => 37>10082] y esta 


relación se verifica si se verifica que = > + — xj >|] sen (4 - x) |- | cos x |, luega 
1 
ô = m, 
2: 
797. Sea e un número positivo arbitrario. Tomaremos —1<1=8< Hp 
ttl <e <> 27 +1 > — e(r — 2) (r — 83) => 2z +4+1> _ e (7—2) 
(æ — 2) (x — 3) 2 
10 2x41 
>— e (x — 2) (7—3) => 1 >2— , luego lim ————— 
4—e $ .>2+0 (x — 2 (x — 3) 
1 
= — œ. Análogamente, lim 24 +æ. 


z>2—0 (x — 2) (x — 3) 5 


798. lim tgr=+œ, lim tg1x=—o. 


> 5-0 > q 
799. lim 7(+)=1, lim f(x)=0. 
z>1+0 >1-0 


800. Sea E¿ (1— y? + y3) un entorno arbitrario de 1— y? + y3, y ER. 


¡119 491-949) |=| EEN —-9(4—D] 
=|4+D—3]|P—1|< e. 
Suponiendo 0 < 7 < 2, será: 
[(E+D—Y39]|]71]< (4+1]4+329)[7—1]< (8B+y2)]x—1]<8 
E 
=> Iz= < 3 + 


luego 3 (y) = FFF . 


795-805 189 


801, Cuando y — œ no se puede acotar inferiormente 


e - 
cl luego la convergencia 


e 


no es uniforme en R. Como EET < EET YyE[— m,m], la convergencia es 


unitorme en [— m, m]. 


802. Sea e un número positivo arbitrario. |3x—+tg y — (3a —a tg y) | = |3 (+ — a) 


—ir—a t =]3— — — it _ = i 
(—a)tgy|=] tgeyl]r—a]<e <& jr <= eso 0) [3 tey]. 


Cuando y > + | tg y |-> œ, luego no se puede acotar inferiormente 3 (y) y la convergen- 


cia no es uniforme en (0.5) . Sin embargo, de y € [o +] >> tg y< tg + =B} + tgy 


<3 +tg + => EESTI > ——. luego, como  |B—tegy|<3+tgy=> 
3483 
+ tt, resulta que se puede tomar ò = — < it 
[3—tgy | 3+tgy 3 z 3+t8y 
+ ts -5 
<——_—— , luego la convergencia es uniforme en [o, +). 
13—8 y! 3 
803, Sea E, (| + |) un entorno arbitrario de [*|. De =+ 1 -iri<e=> 
na 
elo o <triro => mn. L <nm+2jrjerem> — 
po ni (21 | +s) * 
n> $+ , luego se puede tomar n = [+] + 1, que por no depender 
VeQ1x]|+» e 


de z, indica que la convergencia es uniforme. Si es uniforme en toda la recta lo será 
también en el segmento [— m, m]. 
x 


sen —— 
n 


804. Sea £ un número positivo arbitrario: 


x 1 € 
<|2| <:> < 


Ya! 


[Ed y como n = | dzl) + 1 depende esencialmente de v la convergencia no 
& 


=> ”.> 
e 


es uniforme en toda la recta. Por tanto: 


x 
lim sen— =0, +0 
n> o n 


— yA 
805. Representando gráficamente las curvas y = I = f, (+), se obtiene la gráfica 


de la figura 48. 
Sea 0< z< 1, se verifica 


lar j 2er 2 _ 2 _ 2 
hh = IT <> IF Si —2=> 2 ¿<i> 
14an 1 a 2 no 2—24e e 
>z <y Po te 77 <an TN 


=> n log r < log e — log (2 — e) => n > AE 
E 
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que prueba que 
lim ——=1 0<x<1 


y que la convergencia no es uniforme en el inter- 
valo (0,1). Si (1< 7 < 2) se verifica 


la 1l— an 2 
E PERA E Y —— e — 
A ri > 


Le => 2e + ¿> ex” > 2 ¿> 1 > 


ps 
2— e 2—e € 
, nlog z > log s n> logs y 
luego 
i — xn 1 — x" 
lim ———— = —1, (1< 7}. lim —_——=0, z =1. 
e TF 2 TF 
806. a) lim areni =b <> [VE 0) => 2 E(n) |Y} >m 


1 
>ra; A € E, (b). 
b) lim dy: bi... > [NV E, (bien) > 3 EnG .-,3,))1V 4, 
i =- o 
>n (ip s i) E ţii E Es A 
c) Si en b es n independiente de ¿,,...,i,, la convergencia se llama uniforme. 


807. lim ADA = htl , y se verifica que dado e, Yi >n [ŻE] es- 
joo i—i la 2 € 
LD A 
A att < e, luego la convergencia es uniforme. 
ft —1 da 
ES A E 
809. lim lim  y*=0, lim lim yž= lim 1%=1 
¿21>xu .—>o yl =o 
. E +... F an a agm- A F an x ll 
le L= ah eA = 1 . 
sio nm oanp... ae PAT bma Sie a h, 
lim [ax -4 ... + an e] n > m, (sig apo 
L= zo => 
lim [bo èa H nnn + dm 07] H=m 20, 
0 bo 


Si n< m, considerando la función inversa resulta L = 0. 


; as xlx—1)...(x—n+1) 
3: „im KEJO = ia | 3x (3x —1)... Br—2+1) | 
: x . *—1 E x—na+1 1 
o rr Me e ri 


>w 
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1 Ate rl tam 
812. lim (++ osaera ti [E] 


813. Sea e un número positivo arbitrario y sea E im fe) = am KGJ = k Existen 


meros positivos $, y 8, tales que Y= €E, (a), Fœ > y VW€Es, (a), 
[401 |< $ . Sea 8 = mín. (è, 8). Para todo + € Ez (a) se verificará |g(#)—il 


=L 0i t AH l aell l MHI F l) | 
+11 OSL Ke 


814. Sea KOB el ángulo r, OA=0OB=1, BD la perpendicular por B a OA (se 
supone v < 5 ) y sea A C perpendicular a OA, C € O B. Se verifica que área O B D < área 


sector A O B < área O A C, de donde + sen 7 cos < + z< + tg xr, de donde cos z 


x : . A g 
<———— <——— , y como lim cosy = 1, aplicando el teorema del ejercicio anterior, 
sen x cos x so 
: x 
resulta: lim ———=l1. 
z>0 SENT 
ds x , xr cos s y x r 
815. lim = lim = lim —“— lim cos = 1. 
2>0 t87 s—>0 SENF >0 SENF y 9 
x 
2 sen = cos — 
o tgx ' sen Y R 1 2 
816.. lin A M a a 
ER cos Y PRIER noo € 2 sena E 
x 
cos + 
1 3 2 
= lim osr lim = 0 
x 
—0 0 sen z 


817. a) or (+) = R, luego, si z € R, en virtud del teorema 5 de 2: 


lim a*=—( lim dl 


z -> z z—>z 


b) or (12%) = R+, luego, si g € R+, la demostración es la misma de a). 
c) or(exp, (7)) = R y la demostración es la misma de a). 

d) or (log, (+)) = R+ y se aplica el mismo teorema 5 de 2. 

e) or (sen (x)) = R y se aplica el mencionado teorema. 


D or (tg (4) = R— fex +1) 5 | pi luego, si z € A, se verifica que cos z + 0, Juego 


lim senx 
u ter x—>2 t 
im E O E 2. 
E lim cosx g 
z Å= 3 
x -> z 
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818: lim 7]()= lim (Cr +D=3+f(0)=0. 
1 


r—i 


819. Basta observar que la función no está definida para + = 1. Sin embargo, existe el 


2 
limite, ya que lim 2> = lim @ +1 =2. 
x—>i *—1 r>1 


820. Basta observar que tg xr no está definida para Y = 7 . 


821. [n] =*, sin embargo no existe lim [+]. 


z— n 
Sis ls sen 7 BIE ; di 
822. La gráfica de la función y = Tas] es la siguiente (fig. 49). La función no 
AR z 
está definida para 4 = k w, k € Z, ni existe lim Precio REN 
| sen Y | 


x—R 


Ya senz 


“senxl 


Fig. 49. 


lim — (+) 
823. Or(e-(*+)=E, y lim etr) m (0) (7) = e— (42) 
(m,y) — (4, y) 
824. La función de la figura 50' es continua, en el intervalo (a, b) y transforma el inter- 
valo (m, n) en el segmento [P”, q]. 


825. No. 
826. a) f(x) es continua. b) g (+) es discontinua. El único punto de discontinuidad es c. 
827. y = [1] es continua por la derecha en los puntos de abscisa entera. 


828. Sea v =x +3, se verifica que tg 7’ —tgr = Lte > AE 


——tgx A 
tg è tg ò 
y, por pequeño que sea 3, siempre se puede tomar 7, suficientemente próximo a. S para que 


«el último miembro sea mayor que cualquier número, e, dado, luego la convergencia no es 
uniforme. 
829. Sí. Si. 


830, 1) ==> (5)-2 1(E)-—oorsst, F (0,8) = — 0,0534, 


1 (0,85) = + 0,03058, f (0,83) = — 0,0028, f (0,835) = 0,00559, 
f (0,833) = 0,00225, f (0,831) = — 0,0011, 


795-836 193 
luego, si ¢ es la raíz, se verifica que 
0,831 < £ < 0,833, 


luego se ha calculado ¢ con un error inferior a una milésima, tomando É£ = 0,832. 
831. /(1) =—9, $ (10) =1, f(9) = —0,04576, f (9,1) = 0,05904, 
f (9,05) = 0,00664, f (9,03) = — 0,01432, f (9,045) = 0,00140, 
f (9,043) = — 0,00046, f (9,044) = 0,00035, 


luego la raiz £ es tal que 9,043 < £ < 9,044. 
832. f(0)=—1, f(1)= 1, f(0,5)= — 0,1870, f (0,6) = — 0,0304, 
f (0,7) = 0,1501, f (0,64) = 0,0381, f (0,63) = 0,0206, 
f (0,62) = 0,00336, f (0,615) = — 0,00517, f (0,617) = — 0,0016, 
1 (0,618) = — 0,00006, f (0,6181) = 0,00012, 


luego 0,618 < £ < 0,6181. 


Capitulo sexto 
$ 1, DIFERENCIALES Y DERIVADAS 


833. El punto común a las dos aplicaciones es a = —3. Poniendo y = —3 + dx, resul- 
ta: Af(dx)=2(—3+4)—1—(—-6—D=2d%, Ag(d1)=3(—3+d4)+2-—(—9+92) 
==3dx, luego Af(dx)—Agl(dxr) =2dr—3dx =-—dx, de donde: 


id ME SE 
di>0 [dr] 


luego, med. aprox. (g (7). ff), _g =1 
834. [2 =10 gQ0)=10, r=24+dx, Af(dr) =2(2+ dx)? — (2 + dx) + 4— (8 


. 2da? +da] 
—244)=2d412+Tdx, Agldr)=83dzx, lim TE RN luego: med. 
ádx>0 
aprox. (Z, Der) = 1. 
LA} Ag (4) | 2dx2 
E =2d12+7Tdx, 2 = Td lim ——— l Ji 
835. ¿Aj (z) + Ag im EEI Podi 


=2 +0, luego med. aprox. (g (7), f (2) =2. 


£12) 


836. f(e)=log e=1, g(e)=1, h(e)=1. A f(d x)=log (e+d x) — log e=log hı + =) 
e 


dxi—Ag(du) 
A AN lim AAA 
€ di>0 dx] 


log (1 tE) 2d 
= lim A = lim 
dx>0 lax] di>0 


g 


1 dey** 1 
= lim [Gus (145) 2230, 
€ £ e 


di>0 


194 $ 1. DIFERENCIALES Y DERIVADAS [Capítulo VI] 


luego med. aprox. (g (4), f ae) =1, 


ti e e 
im -—_— {É 
ds>0 [as]? dx>0 | dx [2 
dx 
o al, 
= im == — , 
e di>0 jar] 20 


luego med. aprox. (7 (+), 4 Deo = 2, 
(a + d x)? — a? ii 2adx+ dx? 


837. á) lim = lim ———— = 2a, df(3dx)=86dzx. 
daso 4% dx>0 ds 
b) lim AMADA AA La, dj (8dr) =5dx. 
da>0 + 
1 1 
aydr a —1 1 1 
im — IZ y =- l, dBdo=—L as. 
Amo ax ao a (a + dx) a 116.4 ge 
838. a) d1(3,10) = 60. b) df13,10) = 50, c) 418,10) = 2. 
839, a) y—9=6(2—3). b) r—h= (5). 


840. 1° u + sr, u = 3 (r2 + 1,2) (x, utr u) — 2 (z, u +2, u) de donde, por 
ser {u u, } una base, se verifica: 


ro”. 2 2 — * —. 2 2 — 
st =3 (1,242), —lx, 1, =838(1, 24:21, —25,. 


841. a) dy=5x%dx. b) dy =1Mabdx, c) dy = (—34+4x—12424+510dx, 
B3dx 


—2x+2 


d) dy=— 7i 9 dy aaa ET 
r (x3 + 4a? + 2) (8x3 — 2y + 1) — (3 rt — a2? 4 y 1) (3z 48r) 
h iy= (13 + 432 + 2)2 
Soto -4 dx 3 2 d 
842, a) dy 3=dx? = x 3 de= —— ba ya =- LZ 2. 
v 2 2Vx V 3 Ye , ) 
a y22—=3xF1 A E LA ad 1 
5yQOr—3r+D1 y añ Vx 
43 dx 1 de xdx 
e) dy = ll E a as 
aiT yx? y 2n y (17 
843, a) dy=2cos(2r +1) dx, b) dy = cos (21) dx. c) dy = —B z? sen (13 —1) d e. 
o Bd _ d sen y cosrdx d arc tg x 
D dys ira O IS yema E ar O IS 


14 (arctg r)? 
dx 


Q+ a+ arctg Ë 


)dy=4cos4xdx. 


844. a) a dy=cotgrdx, c) dy = s à) a1 
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dx dy 


© dY = rg DI aang O Y 714 8 w cos (a 


. x cos lo Y 121) y 
—1)] e +sen (a? —1) p) dy. ña ) dz. i) dy= cos arg ch z 
E +y —1 


cotgx dx 
+ —__—— 


8 iog sen x + V (og sena) + Y log sen 1)3 + y (log sen 1)7 


dx 


. 1 1 875 ¿> 
= 8%, b) dy= di. = NT do = 
845. a) dy 100 - log 10 x., b) dy 5 dx. c) dy 5 Vidx.ddy=3dx 


5r 


¿ 


j 
e) dy = dx. f) dy=F4dz. 
2 


846. a) y—2=4(#—1)}. b) y—10=7(4—3). o) y—arctg2= En (—2. d 


7 8 
Ia TA 


ldr— 
847. a) da=—3dx—5dy.d) da =1U1dx,—Tdx,+dx, c) de= +—8dy 


a) da = 05d). e) de=—MUdr+14dy. fj de = 


— 516 43075 Y 8070 — 10502580, — 6r? 44876 T5 n3 — T0 a + 405 02 + 106 
3 në — 2i n + 318 7? ? 1508 — 105 13 + 159072 


1 1 1 
$48, a) d2= a [i+ q AAA 
Verlo +Ver vr V+ Vy 
1 1 1 1 
== a 7====> === 
Vx +V | VeV +V Vy V+Vot vs 
1 1 : ` . 
1 Y t} dy b) dy= cos(x +2 )dx, + 2005 (1, + 27,) d x, — 3 sen 
| ta Ve+ Vy | 


Br, +4xJdx, — 4 sen (31, + dx Jdxr,. c) dy = cos (5, + cos (7, + sen (4, + cos Y ))) 
[d x — sen (x, + sen (r, + cos 7,)) Ld +, + cos (x, + cos x,) [d x, —sen*, dx 11]. d) dy 


1 ` i 1 
ERE — qa . e) d 
x, + log (7, + log 4,5 | ent 2, +l0gx, [22 + xs as) | e) dy 


14 7a — E Veier, ) [sen (x: Vz, log *, ) d 4, +5, cos (+ Vz, log x, ) 


e Xy Xg 
x jogs dx, + ——  —= logs dx +“dx . 
[Y IS 2 Y x, log x, | aa 


849. a) (4x*,,dx*,) =(dx,,dx,) ( ó y se ) b) (8x*,,d47,) =(d:, dx, dx,) 
4 —2 
—1 4 | c) Diferencial en a: (d s% p dap da") = (dx,,dx,) y H ) ; diferen- 
1 3 
cial en b: 


(a a, dr, dx*,) =(8,12,3)dt, di= de, +d ro 
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oa y3 
2y2 22 


va 1 o 1 
2y? 2V2 y2 


d) (dx* drt dx") = (drda) 


50, dx*, dx*,dx* )=(dx ,dxr 5 tr. 12412, 1 b) (d 4* ,dx* dat 
st det, = dx s dart, dx 
850. a) ( 1 2 3 1 2 9 2x, z, 25, +2 ) ( 1 2 a) 


= d # (— sen v, cos 7, 1). c) (dsp dat p dat) =d1 (1,121,312). d) (d+*, a s*y dx*,) 


2x, 2%, Da ttar 
id Y 1 q) : 
== (d x,, d xy) 
— EZ 2x, 2 pa 
xa? + ag 1 (0? + 29?) ! 
x, 
! z 2Vx, xa 
e) (4x*,,dx",,dx*,)=(dr,,dx,) 
2 —_H 
2V x, xi 
A i 2 2x —4x, r 
tant Van Ves 12m ts Van) 
x . 
1 l BV xx 
=== PEZ - 1% 
at — 20,1 + Vx, 92 V(2r2—40,0+3Vx,5% y 
851. a) 1 —4=4(1—2), 1*,—8=12(1—2). b) zt —y3=-— (2-5) 
3 3/3 , 3 383 3 
s4- 55 4 -59 r*, —1=-(r—1), 373 =7 4-0. da —Í$ 
= Dar 3832 4-20 1t-3= 3, 1* 9 = 6 (r — 3), x* 
=- A AS Am e), — 3 =r—3 1, —9= (13), +*, 
, = Vs 1 j T 1 v3 T 
— 21 = 2 (r — 3). E) r 2 = — 2 (-- yhes 3 7 2 (-- +). ate 
T T 1 1 = 3 7 1 
a a aa a s T a a AGS A AAA 
©] EA 2 5. 
== 9.1) (4, 19, 0%, 47, 1%, 5) = (1, —1, 7, —2) E —4 o ("58 
a fa ¿6 8 2 ; e y lx m + 
Aoa e tosha y aho (7e pa TI e aT 
8x . 4x4 A _ —8x 
O E (m3 
5 
TE is E TA 
(14 xt (L ay 
3 —2 


852, a) 3 (1*, —4) —(+*, —8) =0. b) sys l — y3) + (+. -)=0. 0) 3 (4, 
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9 y* si * * a, —3 xt —9 a*, — 27 
=D +21,—3=0. d) 161%, +44*, —9=0. e) > = An e 
2e p E 
f) 2x*,—Y3 _ 2-12? 6 ; 16% —1 _ 16xt,—6 _ 2st, 
—1 y3 1 i 2 7 2 
«+*, —12 s” +7 2,5 «*,—2 +*,—9 a +6 
h) 2 2 5 =0. i) — ő 0 2 |=0 
5 —4 1 0 3 —2 
1—«,? 6%, 41 2+ Ar 
A *, e mii a +— Fra +2, 
5) —8x, 6—6x,? 8x4 Ar? 2, +A =0 
a+ x 33 a+ = 29 gi (4 r2) 
5 3 —2 
1 
1d 4 2 E 
853. a) (44*,,dx*,) =(dx,,dx,) ERN i 
1 =1 1] 
Ñ 2 1 320 5 
b) ar arar) rpd s (2-5 i . 
coi AS 
12 9 1 1 0288 
c) (arro drt dar) = (44,4%, dx,) -2 0 (ar 12) 1 1 36 y6 
0 1 0-1 8Y6 
$ 2. ESTUDIO LOCAL DE LAS FUNCIONES DE VARIABLES REALES 
2 
854, a) d24* = (20 48 — 12 x) 4x2. b) d? log + = — ka . c) d? sen x = — sen x d x2 
eaei a 
d) d? arctg r = — d x2, e) d? V+ v+-- e E E 
(1 + v2)2 4 VEYE 
yie E 
Vet yata 
1 + log x — 1 1 — 
2 2 = — = AN | 
f) d? log? z og 27 dx2, g) dh exp. (y 1) (° 77) TE exp. (y 1) d 22, 


h) d? sen exp. (+13) = [— 9 s4 sen exp. (13) . exp. (3 49) + 9 7% cos exp. (12) . exp. (2 13) 
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ÁS a 
+81 cos exp. (+5). exp. (73)] d 72. i) di exp. (y log sen x) = EP (y log A [ E 


2 sen? y log sen x 
cos? y 1 
A A AA EA 
2 y (log sen v)? y log sen x | 
1 
6 6 d Y i 
855. a) dx” = (dx dz) "i E i| bh dest=da , ar. 
1 6x, —12x, d Xq 1 EA 
Xa Xq 
dixt=d A IN Y 
=4a4 . (7, ~ ES . 
Caig exp. (F, — sen #,) — coss, costa, + sens, 
a, a 
d) es =zas| 11 ajar 
Ta Ca 
cos Y, 
—=1+ y r sens => 
1 š 2 1 2 y 2, 
e) zta -dre — P7 
(sen z, — y £,)* cos *, sena, — 2 Y xq 
24 2, AN Fy 
6r —yu —*, i 123 
t) dxt=dx -7 0 — 7 dE AA PER dxld2 4 6 dy, 
—%, —*, 0 369 
g) (42 x*,,d?x*,) = d 12 (6 1,12 12), 


hdi" =dx a A T d 
id EA did aida T 


E dx’ dx? 3 3 
856. a) dixlogr=-—8 A e 


yg) WE) 


3 
: ; 
857. a) at= (;) zae di tdr = (o) 6dr + (i) «0d 2dx, 


Eli) Dai O 1 


thaj eand +(3)-8-4x, =6d754+12dx, dz? 4+18dx,3. 

b) d? (7,212 +1, 242521, 4+84, s= lar dy dr, + 124, dr, dr? 
+6dr dr, 24+12d7,1dx,. c) Adrtt+t Adz idz, +Adr d1,5—Udr, 
—Adx,2dx,2. -Frant edr +6dx3—127, dr dz Br dr dsp 
+6dx,2 dx, +12 dr2gdx. 


$ 1 1 5 
858. Poniendo x) = = , x) = ——— , y recordando que, por hipótesis, exis- 
rO = yat se '? que, por hip 


te lim y) = L, resulta: 
s> a gp (+) 
o A O BA _. Yato, y (a+0h) 
A O A ET 


; g (a +0h) 
= l A 
CET 
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resulta 
is ZO 
Ea 16) 
859. aj A a ASS, b) lim O o EE 
.>0 x 0 0 el x 0 er —1 
x ES 
cos T 2 1 
= lim =1 L — =j tg x = = 
pm c) lim (» j)er iae Cog lim- =i 
rF Ig *> 7 senta 
= — lim sent r= — 1. d) lim x*= lim ezrlog*, Ahora bien, lim xlogx 
E —>0 —0 x—>0 
2 
1 
E] lim xlogs 
; l x 
= lim “ÉL iim = lim (—x%)=0, luego, lim x*==e7”? 
x—0 Lao —>0 —1 .—>0 0 
x xå 
=0=1 e) lim ftgx— g = 0 
= -i ; 
o — (+-3) 
jax] A m 
860. a) ext. sup. EA An = ext. sup. Uelh.p =la]. 
* a? x? 4-a? r? +a 2r? 
b) ext. sup. JE = ext. sup. Y Es 2 2 
xX zeR ja! s|R 
= y a? +a? +o, 2 
jar tbr | ar (ax bry sati ai 
c) ext. sup. — = ext. sup. ( SAN = y 02 +b? 
e METAN ÍXEVs 
>} 
861, sen r = z — — + + sen 6 x, luego tomando sen (0, 2) = 0, 2— e = 0,19867, 
] SONER (0, 2) 2 si S 
el error cometido es, por una parte, inferior a Li 10-4 < 10-4, esto es, 


es inferior a una diezmilésima y, por otra, el cometido al prescindir de las cifras decimales 
que siguen a la 5 es inferior a una cienmilésima, luego el error total es inferior 1,1 diezmi- 
lésima, esto es, se puede asegurar que 


0,19856 < sen (0, 2) < 0,19878. 


862. Como 19 = 


= 0,01745..., aplicando el método del ejercicio anterior, resulta: 


160 
1745)3 
sen (1.9) = sen (0,01745) = 0,01745 A = 0,01745 — 5268024,10-12/6 = 0.017449121996, 
4 56. —16 
y el error cometido es inferior a AS = O a << 91663617,6 . 10-16 


< 108 . 10-16 = 10-8, y como el error cometido al calcular un grado en radianes es < 10-5, 
el error total es inferior a 10-5 + 10-8. 
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1 
1 1 e 
eE = E 10 1 2 1 
363. 135 = 135" = (125 + 10)? = pi +) e A 
Y ( ) 125 +3 F3 
1012. 1 251/10% i 
(ar) tr la) | (1,0259206) = 5,129603 
328) C3 3 3 6 \ 12 


y el error cometido, por ser la serie alterada, es inferior a 0,0000316 < 10-4. 
864, 


=|= 


i 
A 222 
2187 


My Le 
V 1965 = (1965)” = (87 — (87 — 196b)) 7 = (87 — 229) 7 =53(1- 


A 1 222 3 |22 222 E 
=3( -Ta 0 (am) (er) ) = 205449068, 


con un error inferior a 0,09. 


865. 
Āsi =i be t o = 0604, 
E = arclgl=1 +e . += = 0,808, 
que dan para r los valores 3,0416 y 3,232, con un error, este último, inferior a -5 = 0,17. 
866. E r tO, 0<0<1 
ch (1) =1 > ++. -+ + -jr = 15480806, el error es. 7 corr 4) 
=r 3 Li = Sur iT T< 
-ir 4<2.10-7. 
ymcosx 867. in -1 )] = In (l + #) — 


2 
In (1—x) =r- g +e + (Ia a” 


+R— e 


la T] +E 


043 055 0,65 05 085 095 105 e R, 2k+1= Se a 
Fig. 51' 868, Véase la figura 51. 


2% 
869. cos (7, +a) =I (+1 94 CANA catar 


41 CA! 
í )24+1 
+ (— I) sen (6 (+, + 4,)) A 


863-875 
E 1 0 == >, 1 = 
9.__18% m 0y _ l a Y _ ¿108% m 
870. dx, A Ml "da? =2 xp % 
1—x 
ES z) PA òy 1 “m logxy 1. e Ay 
PA 2 * dad min mi m "dx 
1 1—23 1+ 
— — x 
= A Xa ” luego: Vi+x,=1+%,—2%,%,+.. 
871, 
V2Tx y2 1 vz 1 —1 1 
E E A 
4+x 4 8y2 16 2 L 32y2 16y2 
2 1 3 6y? 
+X mjt tr at aad E? — 4 se |+ 
32 6 | iB y? 128 y 2 64 y2 128 
872. *ı = E — MY, 


1% +20 1 1% 
1 


873. x* (H) = x* (0) + x" (0) t + a MOR, 
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R = a [r 20D (8, t) u,* teet Fp CTD (C t) Ug] P, 

874. 

1 22 Lá 1) 24 D+ pin 6.t, 0< 1 
rr = l] — — ——... — _—— — —MX SEN > 
i zti +CD gpr +O grp A <A < 
2 i ¿3 ¿5 qye nat 1+1 put» sen ð t, O<, <1 
a= ~y tp o tO Y grp t OP BEFA 2 2 . 
r= 
875. 

y3 1 1, V3 
=> -z ln) + (et) 


60 
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876. Basta observar que la, sucesión dada es uniformemente convergente en cualquier in- 
tervalo de la semirrecta v >>-— 1, que no contenga al punto x = 1 y que no lo es en ningún 
intervalo que contenga a este punto. 


877. En virtud de la fórmula de Taylor se verifica que 


x3 “ atm +1 a2(+1) | x ¡20++1) 
a lle [se par: 
y para todo e `> 0 se puede hallar n tal que SA 
878. 
x3 x5 rm x2 xi „OOo 
Der) N A 


y como la sucesión del segundo miembro es uniformemente convergente en cualquier seg- 
mento {— m, m] de R, se verifica que 


1 D x? ( 1) an D 1 x$ + + 1) aan 
im x — HH “am > im (+ + (— a 
">o 3! (2n +1)! nso 3! (2n +1)! 
esto es, cos 7 = D sen Y. 
. . DR , 1 
879, 5ea k un número real arbitrario. La sucesión Day = k+ arto t WFT Ca 


"+1, es tai que su derivada es la sucesión dada, luego, por la hipótesis y por el teo- 


rema 2 del texto, se verifica que bnp, €S uniformemente convergente en I, y si b (r) = lim 
n—ow 


f+ ah... + a an neh) , se verifica que D (b (x)) = a (x). 


880. De los ejercicios 877 y 879 se deduce que k — cos r es primitiva de sen v d x, cual- 
quiera que sea la constante k, 


881. Basta əplicar el teorema 2 a d h a+. zi S) =de+rds +... 
yet 
+- GD1 dx. 
4 
882. Apliquese el teorema 2 a D -5 Feee e (—Á eh =) =1-—x+...+ 
1 
(— hrt xai y lim (l= +... + (~ 1)" 41) = —, 41 <lL 
>. pr l7 
883. Análogo a 881 y 882. 
an+ gr” rtl g+ E 
. AA ... — —_——— .. "=== 
884 writ + n” ES? UH amor) ”+1 l—x 
a+ > 1 amti 1 
< -aaen S: ”“+1> o e t> az» tego 
1 . 
n= a: depende esencialmente de v. 


885, Como e? = 7,88905, se verifica que 


in (10) = 2 + 2 2,61095 (2,61095) 


17,38905 © “3 (17,389057 ) = 28025560 
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1 


886. LU =1+2 x 0,434294 5 31 —+ 2) = 1,04134536. Se podría prescindir del 


término Ban El valor de L11 con todas sus cifras exactas es: L 11 = 1,0413 9685. 
y 


887. 


z 1 1 1 1 1 1 1 41 
— = are tg —— = — — — ==" (+ 5) = oers -ir 
6 y3 V3 9/3 Tv y3 RT 45 

= 0,52603. Se verifica M = 0,52359. 


r2k+l 


xt x?k 
888. shs=rt E H.H GETI o brst gte rte 


tgh sr =r A 


is — 
1 1 
1 == 7 7 63 17 63 
0 = 22 = = 
y 225 50" = (2187 4-63)" =3 (1+ 3187 sr) = 5 [14 3187 
2 1 6X13 
= 12 - — 
+ > 7 rl- 7 7) Las 5187 -) | 3,01248179 y el error cometido es inferio- a CN 


63 18 2 3 
68 1% 2 x 0,000023887872 3 0000023887872 = 0.00000071663616 < 10-6 
sr) <a <00 6 < 10 


890. Tirazando por el punto A una, paralela al eje v, si B y C son los puntos de inter- 
sección con la gráfica de la función más próximos a A, a uno y otro lado, y si b y c son sus 
respectivas abscisas, se verifica que todo entorno de a «contenido en el intervalo (b c) cumple 
las condiciones de la definición (1). Análogamente, todo entorno de c contenido en el inter- 
valo (av) cumple las condiciones de (2). 


891, El punto de la curva de abscisa —1 es A = (—1,1). ¡La paralela al eje x trazada 
por A corta a la curva en Jos puntos B = (4,1) y A. Se verifica que —1?+3x +5—1>0 
para —1< v < 4 y para los restantes valores de v es —42 + 8x + 5—1<0, luego e = 5. 


892, y = (6 (1? — 5r +6), y =6(Qx—5). FA) =12>0, luego f es creciente en 
x=1. 2) =0, f” (2)=— 6< 0, luego f(x) posee un máximo en y =2. F (2, 5) = — 0,25, 


luego la función f(x) es decreciente en v = 2, 5. f (3) = 0, F (8) = 8, luego f(v) alcanza un 
mínimo en + = 8. 


893. Y (x) = 12 (43 — x? —5 r — 3), (1) =12(8B42—24—5), f"(0)=4(Bx—2), 


fu) (x7) = T2. Las raices de f (+) son {— 1, — 1,3}. f (— 1) = 0, f” (—1) = — 120, luego 
j (x) es decreciente en x = — 1. f” (3) = 16 > 0, luego la función posee un único minimo 
en Y =3. 


894, Las raices de f (+) son [1,1,1,—2, —2). f(r) posee un único mínimo 1elativo 
para x =1 y no posee máximos relativos, 


895. Sea C el punto de incidencia del rayo luminoso con el plano P y sea # la normal 
en P a este plano y py y Y los ángulos que forman el rayo incidente AC y el refractado 
CB con la normal n. Sean D y E los pies de las perpendiculares a P trazadas por A y B, 
respectivamente, y sea d, = dist. (A, D), d, = dist. (B, E), ? = dist. (E, D). Sea ż el tiem- 
po que tarda el rayo en recorrer la distancia A C y £, el tiempo que tarda en recorrer la 
distancia C B. El tiempo empleado en pasar de A a B será t=! +t. Ahora bien, 


d 
2, luego £ = dy z 


4 = Y, COS v, COS += cos 
2 1 9 2 


tt, , pero EC4+CD=1 
vı COS Y 
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da lugar a la relación: d, tg p + d,tgy =l, de donde: 


, da d, Vi2+(0—d, tg p? 
cos q == a = y t= —_— A Aá2—22AAK<K<+2>s 
VIZ+0=4 tep 1, COS p A 
y di _ A seng l— dtg o — AE _ mt, 
de cos? p | A A yi? +(= d, tg p)? cos? y EN Dz 


y anulando esta derivada resulta la ley de la refracción: 


seng oa ay, 
sen y Da 
— 6 3 1 
896. Se verifica que d f (0; d x) =0. La matriz hessiana es H, = 3 —4 0 fy su 
1 0 —2 


sucesión secular es (1, — 12, 38, — 26), luego la signatura lineal es cero y, por tanto, se 
trata de un máximo. 


897. 


EZA 

CES 1 

of 3 > 4 1=0 H 3 9 al > sucesión secular; 
= x +21 — 4e = = — 

Ò xy Lt a+ (1, 14, 18, — 60), 


—1 —4 10 
of 
3 -57 s — 4r +10, —1=0 


= ar HBr — x —2=0 


luego no existe máximo ni minimo. 
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10 —6 
898. (d 2,82) = (dx, ¿=p ) 


4 —2 
10 —6 
—-10 4 —2 
899. (a 2, d2) = (43,07) | n) ; (dz d2) =(dx,,d4,, dy, dy,) a 0 
— 2 6 


de donde: df, tah, =4df. 
900. dyo =(2 x dx, + dx, do, — 3 d 33), d fa (0,0, d x) = (d xy, d x, 

yare 6ds ds, pidr? 

—3dx,). [| d7,(0,0; dx) |] = ext. sup. - -- - . Por ser la función 

Vir? + dx? 


1—61-4107% . : . 
F) = a continua en toda la recta, se verifica que, si es acotada, ext. sup. 


F (ż) = máx. abs. Como el divisor no se anula y el límite de F (t) cuando tf» œ es 10, 
F (t) es acotada, luego ext. sup. F (f) = máx. de los máximos relativos. F (1) = 0 <=> —1 
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+3t4£=0, £ A ME sustituyendo en F” (ft) se obtiene el único máximo rela- 
tivo t = —=3-VB_ luego: df (0,0;dx) || = 130472 /18_ 
2 134+3y13 


901. Sea e un número positivo arbitrario, d f (Œ, y; dx) —df, (00;dx)=(2 z dx,0) 
2|x,||dx, | 
Va a+ d a? 


de donde [df (x,y;2dx)—df, (0,0; dx) || = ext. sup. =2|s b 


luego, para 3, = ++ $, = 00, se cumple la condición (8). 


902, [| df,(x y; dx)—df, (0,0; dx) || = ext. sup. 


2 EPET ada de + 2x da? E 4 Vixi—3x 4x4 4x1 
= 4x4 + 


dal dx? 141 
De 2 — a dr 30 0 0 4 i 
t= 2 a Er 


Como el último miembro de la norma es una función continua en el entorno dé x = 0, y se 
anula en x =0, se puede calcular 5, en función de e para que la norma sea inferior a e 
siempre que | dx |< è, siendo |dy | arbitrario. 


3 2r 8 2r i . 
903, (d£,,d2)=(ds,dx,) A E O =391,(34+2:,) =0, 
2 2. 2 2 
luego la diferencial no es reversible en las variedades lineales: L : z, =0, D,: *, = + 
x £ 
904. (dz, d3) = (42, ara| 22% % ) 29a ES Yi Ya Ea Yy 7,91)» 
*,9,9, 9, *,3,Y Y 


luego, L: y, = 0; L,: J= 0; L,: A =0, 
24,3) Y o 2%, —*, pa Pi 
Ya Y, A: =A Ya Y, 

906. Tomando el vector a = (2,1), resulta e = (1, 3), que es próximo al (2, 3). Veamos 
si el vector (2,1) cae dentro del circulo de convergencia de la sucesión (7). Tomaremos, por 
tanto, a = (2,1), b = (1,1), e = (2, 3). 

Se verifica que 


905. | 


1 1 
dfa @bidD = Grpda DD =] i) == s a 
-7 5 
N 
NM f(x, b) g(x, b) X; 
MES ale e le is A 
a (1,76; 3) | (—3,1125; 3,125) | (2,625; 0,375) =x, 
— lim Xy = x 
xX, (2,0156; 3)| (— 2,99; 2,99) (2,49; 0,51) =x; mo 
AAA =(2,61803398...; 
x, (173; 3) | (3,14; 3,14) (2,64: 0,36) = xX; 0,381966012...) 
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907. Sea la aplicación: /(x,0) = s, f (7,0) = 2 sen z — sh x, d fa = (2 cos s — ch 2) d x. 
Gráficamente se halla (representando las curvas y = 2senx e y = shs) que un valor apro- 
ximado de la raiz es 1,4, Tomaremos, por tanto, a = 1,4, b = 0, c =0. En este caso es 


—1 
= — ch 1,4 = —1 -l = = = c 
D= 2 cos 1, 4 — ch 1, 4 81097, luego D 1,81097 0,552 
N 
XN Fx) g(x) x; 
SSS E E 
1,4 0,0666 — 1,403676 | 1,403676 
1,403676 0,06112 | — 1,487348 | 1,487348 
1,437 — 0,00310 | — 1,43529 1,43529 
1,435 0,0008 — 1,43544 1,43544 
1,4354 0,01081 — — 


Por consiguiente, la mejor aproximación se obtiene para y = 1,435, 
908. ¡La diferencial es; 


r —2x, EA 
CERT ENTENI 27, — 1 0j=0. 
Za 4, —1 


El rango de la matriz es dos, ya que su determinante es igual a |J|= E,—4, z) 
+27 (1,2 —x,) y este jacobiano es nulo en todo vector que verifique al sistema dado. 
Como el último menor de segundo orden de J es distinto de cero, se verifica que, las dos 
últimas ecuaciones son principales y las incógnitas x*, y +, son incógnitas principales. De 
la segunda ecuación se obtiene x, = ,* y sustituyendo en la tercera, x, = x y el sistema 
formado por estas dos ecuaciones es equivalente al dado en todos los puntos x, que verifi- 
quen +, ,t—x,t= 0, esto es, para cualquier Fa 


0 —1 0 
909. La matriz jacobiana en el punto (0,0,1) es: J={0 1 1], que muestra que 
0 0 2 


se pueden tomar como ecuaciones principales las dos últimas y como incógnitas principales 
las dos últimas. 


of of 
0. dí = Li a Ò ki-i gg 
910. dx, =— 37 E, — mm — 97 na 
Ò Xn Ò Xn 
Ò (Sn Sa 919 
Ò (a, xy) (9 Y x) 
. (dr, dz) =d a RR 
A EY TADA] ETA 
Ò (£i L3) Ò (#1, £a) 


912, dx, =0. 


d xy x, —2 (E 1 
13. (4, —Ddxr +(4, +3) dx, =0 2 A, = 
913. (+, —Ddr +(,+3dx, Ta PET ) 
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; dx. 2x 

914. 27, dx, + (—2x, +3: 2jdx,=0, da e : 

915. (22y +yz +22 +1) dr (+24 2y2—2)dy+ (19-32 424253 
+Ddeze =0, 


isa 2ry+yz+z2 +1 d n2+124+2y2-2 d 

a y—32+3y3+20r0+1 EN ry—324+y42r24+1 %» 
dx 2ry+yz+2 +i dz 2+:x24+42y2-2 
òx ry— 32 +y42r2+1 ' y 1y—32 4 y42r2+1 


916. dr =6udu+dow, dy=vdu+udo, de= (24 + 1)d4d4—2vdwv. Eliminando 


du y dv; [(—222—u4 (Qui D]adry [24 7 +24 +1]dy+[6u2—v)] dz =0, de 
donde: 


Òz 202 + u(2u +1) òz _ i2uv+2u+1 


dx 6u? —v ay v—U u? 


917. y? + y, +:Y,? = 1. En efecto, todo vector (Er Fa Yo Ny: Y) que verifica las ecua- 
ciones dadas verifica esta ecuación. Reciprocamente, si (b b. b ¿) es un vector que verifica 
esta ecuación, el sistema b,2 + b,2 = sen? Y, b=c08%, tiene solución. También tiene 

AR A 2 , ; . 
solución el sistema em = tg x,, luego existe el vector (a, 8, b.» ba, b.) que verifica al sis- 


1 
tema dado. 


=- 2f Òf ga _ 08 Òg y _ 9% 9%, 
918. dx y A e dy= cp du + v, díi= Su du + Fv v 
Eliminando d u y dv en este sistema lineal, resulta -> er + O y 
9 (2, h) ò (h, J) 
dU, 8) d (u, v) d (4, v) 
=> dz = 0, de donde: dz = — ——————— dd 
+ CO z e donde 3 3042) x 342) 
d (u, v) 9 (u, v) 


919. Poniendo z = F (x,,7,,%,, z) f =2b,x, f,=Xc,*,, la condición de máximo 
o mínimo es d(F+Af +u $) =(0,,7,+0,,%, +0 7%,+0,7%,+.b+1c)d%, 
+ (8), * + Ca + + log *, + La Es + A b, + A c3) d z+ i +8.) *,+ Gs a T 4 Fa 
Ab +10, 8%, + (0, 7, +0,%,+0,%,+0,7,+2b,+p4c)dx =0. Las con- 
diciones de compatibilidad de este sistema son: 


2i ži + aiz t + %3 Ta + aia Ti b, c 

Si F| Gp %, + ar F, E 0%, 40,,%, b, c,|=0, 
KETI *, + Ur Y + a33 Ta + EN * ba Cg 
% % + liza + aia Ys + Gia +, b, “ 

E, =| Ga a +27, 40,7, +0, %, b, | 0. 
Sa *, + aiz *, + Cas %, E ays %, b, Ci 


Los posibles máximos y mínimos son, por tanto, las soluciones del sistema: f, = 0, f, =0, 
£, =0, g, =0. Generalmente se procede del siguiente modo: Se resuelve el sistema obte- 
nido al anular las derivadas parciales de F +A, +af, respecto de %,,%,,X,,%, y se 


g gTa 
sustituyen estos valores en fi = 0, f, = 0 y se resuelve este sistema respecto de A y a. Calcu- 
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lados A y u se llevan estos valores a la solución del sistema anterior y se calculan 
(AREA 


920. Sea F (5,1, 1,)=22+x24x, d(F+AN=((1 +A aD r +14,%, 
tagt dr +00, 7, +(1+A40,)x,+240, r)dxr,+ (a CA s HAGR? 


2 
+(14+24,,)1,)dx, =0. La condición de compatibilidad del sistema es: 


11 12 13 1 
21 22 FP 25 =0, p= A 
31 fsa as FP 


que es la ecuación secular de la cuádrica. 


Iz 2 


921, d(f+4AF+pD)=[la,, 4A+ 4%, +4 agra] d r +[8, 7 +(0,, 
+1Atp4)7,+4,1,142,+[8,, 1, +0, 2, +(9,, +A +po4,)] d x, =0, de donde: 


atataw aiz Fis 
Sa By FAFHA, la =0 
8, Gs By tataw 


y teniendo en cuenta l = 0, se obtiene: 


8, HAHAH aiz 13 
1 Gay FAR, Bay |=0 
“i u, ", 


Estas dos ecuaciones permiten calcular A y a, y llevando estos valores al sistema de las de- 
rivadas parciales, se calcula (E Py s) 


9: = 9: = 0. Se trata, por tanto, de calcular 
x oy 
estas derivadas parciales. Ahora bien, la diferencial de la aplicación es: 


922. Las condiciones necesarias son 


dx= bl + LL di 


— ¿A Ò he 
_ ðh Òfo 
dy = 3% dht 3% d hgs 
oF gF 
dz = 3 At A 
y eliminando d à, dA,, se obtiene: 
d (F, F) d Gp F) 
ò Qp Ay) o A, A) 
dz = ——— d x 4 dy, 
d Fp ta AA 
9 (A,,4,) 9 (As A) 


920-924 


luego, las condiciones buscadas son: 


o (F, to KLAR a, F) 
IN | d (A Ay) 
MEA TU y 
ALA) 2) | d A Ay) 
923. La diferencial de la aplicación es: 
àF GF 
Í dz = FEN dht e +H 3d d hm 
dx= Lha ut e p e Eam d im 


dM Ò kn 
CK) dpi 
== Iht + d im 


Ò hi ÍA 
y eliminando (d À +- d A,), se obtiene: 
àF ðE 
IM 
I 
dfi 9 
dar -ST 3d 
Òfr dfr 
ò Xy ò d le) pa = 0, 
0 0 e: ò e 
ò A, ò Mos 
0 ò Qnar ò Prr 
òM Ò ir 
dz oz 


de donde se calculan 


924. La diferencial de la aplicación es 


dr+ 2 Ždz= 
sdx+ 1t z=0, 
ddx+dy-—2dx=0. 


ED E cuya anulación es la condición buscada. 
1 r 
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Eliminando dx se obtiene (23 +2) ds =(+—9) dy, de donde 2z = EY, 


9 
y 2 z 
I no dns dz 15 
La condición de máximo o minimo es —= = Q, de donde xz = + — =y] 23=Ł —. 
dy v7 vo 
Luego el máximo es el punto 
6 6 15 ns 6 6 15 
—) 2) — |y el minimo -Fr — ——, =>) 
yo ywo yo ) v70 yio yọ 


925. La diferencial de la aplicación F = 72 + y? + 22, f=0, g=0, es 
2rdr42ydy+22d2=dF, 
t+ dy + gd 0, 
4 dxr+ dy—2 dez=0. 


Eliminando dy y dz: 
| daF—2xrdx 2y 2z 


y Z PA 
—rd — — i=0, 
rdx z 3 
—4dx 1 —2 
desarrollando : 
ar 10| 327-0492 ] 
dx 9y+2z ` 


Anulando esta derivada: 
— 2 x y — lrs +10yz=0. 


Las ecuaciones de las rectas de los ejes serán la ecuación anterior juntamente con la ecus- 
ción del plano g = 0. Separando estas ecuaciones resultan: 


x $ 0.023 A A 


0,781 — 1124 “1? "0246 1016 i 


—r?2 z ti pr2—t) [2x t t1 =1 
926. (dy, dy, dy) =(8t, sf,- 1 1 a t 2 eN 11.1 Me 2 
2— 31, —*, tt —t —1 1 —2x,t, 
s, 1 0 cl 
— x x 
x( Ya 2 2%) 0 0 23, , 
—Y, ATI RI 1 0 2 


927. El primer sistema, para tl, =t,= 1, se reduce a a? +1 = 0, *,— x? = 2. Di- 


bujando estas dos parábolas se ve que el único punto común para el que v, < 0 es el punto 
2, =%,=—1, Llevando estos valores al segundo sistema se obtiene: — y, — y, + y, =0, 
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y, +2=0, y? +y, =0, que posee la única solución y, =—2, y, =1 y,=—1. Por 
consiguiente : 
-11 -4 
(d y,,d y, ady) = (dtp dt) 
pica 
5 


dx dx dt _ dx 1 
ds di ds ds TIx(ml" 


Capítulo séptimo 


$ 1. RESOLUCIÓN DE ECUACIONES 


: —a + yVat—4aa —a —Vai— haa Y” 
929, a) D =a 2(r_ —r E aL 1 1 o % 
) o, 2) o 24, 24 

= a? —4 8, y 
b) D =a0,t(r, —r,? (r, —r,? (r, —r,)?. Empléanse las funciones simétricas principales (8) 
y mediante ellas calcúlense las sumas de potencias de las raíces. 

930, El de la ecuación de 2.2 grado no ofrece dificultad, Sea la ecuación a, +3 + a, 12 
+ 0,4 +0, Derivando: 3 a, 124+20,1+0,=0, La resultante de estas ecuaciones es: 


a, 0 368, 0 0 

6, 3, 2a, 36, 0 = 68,243 +a 8 (28, 2,2 + 40,0, —34,4,8,) 
a, 4, a, 2a, 3a, ¡ —88,20, (0,320, a )— 8a? a, (0,2 —2a, a,) 
a, 4 0 a, 20, +94? (2,5 +30,0,2 —3 0,0,0,). 

0 a 0 0 a 


91. f,=(r—02—Y—bt+oy—bx=0, f,=(14—08—(2—0)t+682 
—cz=0, j} =(y—b) 18 — (2 — c) i? 4+b2—cy=0. Eliminando t entre estas ecua- 
ciones se obtienen las tres resultantes siguientes : 


R Opt) = (0y— bx) (x — a) (ay —b4—2+2<) 

— (4 — a} (y — b) (a y — b +) (az — c x) 

— (a z — c x) (a y — b x) (¥ — a} (y — b) + (+ — a} (b z — c y) 

. [(* — a) (2 — 6) + (y — b)? — (x — a) (a y — b 2)] + (4 — a)? (a z — c 7}. 


R Opta) = 0 —Y (a y — b a) + iy b (+ — a) a e)l [l—(4— 0) (6 y — day 
+ (y — b)? (b z — c y) — (4 — a) (a y — b x) (b 2 — c y)] 

— (æ — a) (y — b)? (a y — b x) (b z — c y) — (4 — a) (y — BP (b a — c y) (a y — bx) 

+ (7 — a)? (b z — c y) [(4— a) (b z — c y) + (2 — c) (a y — b x)]. 


R Op fa) = (4 — 09 (b z — c y) + (7 — a) O — b) (2 -— c) (az — e 1) (b 2 e y) 
— (7 — a)? (2 — €)? (b z — c y)? — (z — a)? (y — b) (a 2 — c x) (b z — c y} 

— (x — a)? (y — b) (a z — c x) (b z— c y} + (7 — a) (y — b}? (a z — cx (b z — c y) 
— (y — b} (a 2 — c z). 
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Como el máximo común divisor de estos tres polinomios es 


(a y — ò x)? (a y — b z — z + c) — 2 (y — b) (ay — b x) (a z — e x) 
+ (È z — c y) L — a) (2 — c) + (y — b)? — (F — a) (6 y — b #)] + (7 — a) (a 2 — e 5), 


este polinomio igualado a cero es la ecuación implícita del cilindro. 


932. Las raices racionales son Z, 4,3 


933.  = 2,3593. 
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934. a) sen (4,238) =0,88957. b) exp (0,226) =1,2535756652. c) cos (1,189) =0,272588055243133. 
d) arctg (0,123) = 01223852814. e) sh(0,68) = 0,7089705. f) argth(0,83) = 0,342828254, 
arg th (0,47) = 0,510070837. h) Si (0,63) = 0,6162727944. i) E, (1,12) = 0,1246210. j) E, (1) 
= 0,08606. k) F (1,765) = 0,9225595178. 1) $ (1,16) = 0,2988112389. m) C (0,44) = 0,3041062. n) 


-5 C182). p $ (—3 +52) 


935. En una tablas naturales referidas a radianes se halla: v = 0,700, tg v = 0,843. To- 
maremos, por tanto, +, = 0,7. Sea 


tg r —1,2r 
s) =x + AAA 
P =a 

Como f (+) = sec? + — 1,2; en las tablas se halla que sec (0,7) = 1,80745, luego — f (0,7) 
= — 0,504255. Luego: 


a tgx—1,2 xr 
pr) = 4 0,09 
y se obtiene: 
Ml tg (0,7) — 1,2 x 0,7 _ 0,84228 — 0,84 E Kx 
* == — ria TT = 0,7 — -ia TT = 0,6955 
- 0,834659 — 0,83460 - 0,000059 
z, = 0,6955 — — oo TT + 0,6935 — an” 0,6954 
936. La fórmula recurrente es en este caso: 
sen y e* — 1,2 
p (a) = +1 


— (cos v + sen 1) e” 


0,613116 . 1,93479 — 1,2 


0,66) = 418116. 1,98479 — 1,2 L 0.665, ete. 
e (0,66) 14081108009" +04 = 0,665, etc 
937. Representando gráficamente las curvas y = x5 — s2, y =— + +10 se obtiene una 


solución aproximada: x,=156. $(1,6) = — 0,47424. f =51t—215 +1: 


Fa = P (Fna) = — 0,0827 f (En) + 7, ,) *, = — 0,0327 . (—0,47424) + 1,6 = 1,61551 
æ, = — 0,0327 (— 0,0051) + 1,61551 = 1,615676. 
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938. "lomaremos como valor aproximado + =0,6. f =7 16 — 1242, f (0, 6) = — 3,993408, 
p (=) = 0,2501.f (7) + +. z, = 0,2501 .f (4,) + x, = 0,2501 x 0,164 + 0,6, s, = 0,621, 


ed =p (7,) = 0,2501 x (0,0 77684) + 0,621 = 0,640427768. %, =p (#,) = 0,2501 x (— 0,004598) 
+ 0,640 = 0,63885. 


939. Tomando g (7) = 1 — Le — A Ay » P (x) y #,=16, se obtiene: 


z, = g (1,6) = 1,6 + 0,015 — 0,0003 = 1,6147. 
940. Y = 2,3025850929. 
941. + = 0,28335. Cota de error 3,10-5, 
942.  = 1,0294. 


943, La solución gráfica de la figura 52, proporciona x, = 2,6, y, =1,3. f(*, y) 
=0,894; f, (77 Y) = 15,21; f, (7, 9,) = — 22,28; 


E (Ay Ia) = 8054; EL (7,1 Y) = 22,285 Ey Fy Y) 
= 22,88. 


15,21 8 x — 22,28 3 y = 0,394 
22,28 8 r + 22,28 8 y = 8,054 


ê x = 0,092, è y = 0,044, luego z = 2,692, 
y, = 1,844, 

944. La solución gráfica da x 
Y, = 1,75. 


o = 192, 


Fig. 52 


1 (4, 9,) = 1,9210 + 1,7510 — 1024 = 680,788 + 269,389 — 1024 = 73,828 
8 Hp Ya) = € (%92 — e0,75) — 1 = 2,718182 (2,50929 — eno A 
1, =10%%, f, = 10 y9, g, = €, g, = — e 


), (1,92; 1,75) = 10. 1,92 = 8545,77, f, = 10 . 1,759 = 1539,87 
Ex (o Ya) = 2.0092 = 6,8195, gy (4, Ya) =— e . e075 = — 5,154 


3545,77 8 x + 1539,37 5 y = — 73,88 
6,8195 8r -— 5,17548 y = — 0,066 


8z = — 0,017, 8 y = — 0,008, luego: 
*, = 1,933 ; 3 = 1,742. 


1 


945. = y sen => d 


= o (2, y) y= J cos q = y (4, y). Desarrollando en se- 


rie y tomando los primeros términos, se obtiene: 


x+y (x — 9 
2z = ——— , 2y=1 
2 E 3 
Resolviendo este sistema se obtiene + = 0,1644, y = 0,4932. (Se prescinde de la solución 
— 12,1644 por estar muy alejada del origen.) Tomaremos z, = 165, y, = 0,5. Como se cum- 
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plen las condiciones 
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EXA 
Òx 


+ 


Y 


de 


dy <1 


0 


24 
òx 


o + 


24 
dy 


0 


[Capítulo VIL] 


< 1, se puede apli- 


car el método de iteración basado en el teorema de existencia de las funciones implicitas. 


0,165 
0,162967 


0,161075 


0,5 
0,493044 
0,493209 
0,4931268 


£i — Y; xit Yi A Ji 
2 2 sen 3 cos 2 
0,335 — 0,167 0,325934 0,986088 
0,32805 — 0,16503 | 0,322150 0,986418 
0,327142 | — 0,166067 | 0,321203447 | 0,9862536 
0,3268642 | — 0,1662625 | 0,32107084 | 0,98622046 


0,1605354 


0 
1 
2 
3 | 0,1606017 
4 


0,49311026 


946. Puede procederse de modo análogo al seguido en el ejercicio anterior. 


947. Poniendo z =x +iy, la ecuación anterior se descompone en el siguiente sistema: 


1 


—4 r3 4912—6r +2 


(4r +9) 


x= > [— 1% + 632 y3 — yt 3108495924312 —3 y2 + 180), 
| y 


ya preparado para aplicarle el método de recurrencia, y en el que se ha prescindido de la 
raíz y = 0, por tratarse de calcular las raíces imaginarias. Suponiendo que exista una raíz 
compleja de módulo pequeño, vendrá aproximada por el sistema formado por los términos 
de menor grado. Tomando hasta los términos de segundo grado se obtiene: 


—3124+3y2 + 281 —180 =0. 


| 9r? — 8y? — 6r4+ 3=0 


Una raiz aproximada de este sistema es ,=% y, = 6,8. Tomando esta raíz como aproxi- 
mación inicial, el método de recurrencia proporcionaría una raíz del sistema siempre que 
sea convergente el proceso. Compruébese. 


948. a+ bx+ca2, 


Xi 


6,5 

6,51 
6,52 
6,53 
6,54 
6,05 
6,56 


45,11 


[+1] 


xp 


42,25 
42,38 
42,51 
42,64 
42,77 
42,90 
43,03 


298,48 


[a] 


xp 


274,625 
275,894 
277,167 
278,445 
219,726 
281,011 
282,800 


1949,668 


[<°] 


xi 


1785,062 
1796,072 
1807,134 
1818,246 
1829,940 
1840,624 
1851,890 


[x1] 


12728,968 


Yi 


1,87333 
1,87487 
1,87640 
1,87793 
1,87946 
1.88099 


13,13478 


b) 


1,87180 


Yii 


12,16670 

12,195378 
12,224152 
12,252892 
12,281662 
12,310463 
12,339294 


ly x] 


85,770541 


Jir? 


79.083550 
79,391725 
79,697748 
79,999696 
80,317783 
80,630550 
80,939430 


560,060482 


[y x] 
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Las incógnitas a, b y c se calculan resolviendo el sistema: 


Ta+ 45,11 b+ 298,48 c = 13,113478 
45,TL a + 298,48 b+ 1949,668 c = 85170541 
298,48 a + 1949,668 b + 12728,968 c = 560,060482 
949. y = 0,806 + 0,2 x — 0,102 r2. 
950, 
i xi x? | E xy 
y | 
20 | o | 302|0 
o1 | 001 | 281| 0281 
0,2 | 0/04 | 2,57 | 0,514 8a +28) = 18,62 
o3 | 0,09 | 239 | 0,717 280 +14b= 5,764 


0,4 0,16 | 2,18 | 0,876 
0,5 0,25 | 1,99 | 0,995 
0,6 0,36 | 1,81 | 1,086 
0,7 0,49 | 1,85 | 1,295 


X| 28 1,40 | 18,62 | 5,764 


Solución: 3—-2x = y. 


951. Análogo a los dos anteriores. 


952, PA) = 1 Pl Pr 1 ot 
— Es; PA (7) =1—41 + ao — LL rta + rw. 

953. Po (M=1=5+; P asiria; P2 (1) =l 2r E a; 
Py (2) = 1 BD O y r; Ps = 150 Tm LL o 
troni o, 

954. P1) =1— $ z; P?) = 14 o; P (2) 21 epr 
a; P4 (2) =1— 24 O 4 E 0; P © (1) s1- x 

8 3 


1 . 15 ) 
e + E AA P,’ (1) = 1—6 r + 1072) — 8 y(3) + glt 


916 $ 2. CÁLCULO NUMÉRICO [Capítulo VII] 


955, La tabla correspondiente a los polinomios es P3 es la siguiente; análogamente se 
construyen las de los otros polinomios: 


x | Po lx) Pa (x) |P] Por ¡Pe (x) 
il alla 
a al a 
3 0 -4 0 2 0 
lei o + -> 
A E E 4 
6| —1 1 —1 1 —1 


956. Como f(0) = 0, el coeficiente de P ° es cero. El cálculo se dispone como se indica 
en el siguiente cuadro. (Téngase en cuenta el cuadro del ejercicio antrior.) 


x y Po! (x) P(x) | Pe (o) 
ol o 1 a 
1 216 + o | -a 
2 344 + E = =i 
3 415 o E + o 
4a) 45 -4 |- + 1 
5| 466 = + 0 1 
e| 40 25I ı EA 


Resulta, por tanto, que el polinomio es: 
Q (4) = — 0,000217 P,* (+) — 0,0000997 P 2 (+) — 0,0000021 P 3 (+). 


957. Se procede como en el ejercicio anterior. 


958. Tomando logaritmos, la función se transforma en la siguiente función lineal: 


log, ¿Y = loga 4 + loge- bs. 


935-963 217 


959. Se representa, empleando papel milimetrado, la recta y = 27 + 3. Por los puntos 
de abscisas 1,2,3,..., del eje +, se trazan paralelas al eje y hasta que corten a la recta 
y=2x +3 y por estos puntos de intersección se trazan paralelas al eje y. En los puntos 
de intersección de estas paralelas con el eje y se colocan las cotas 1, 2, 3, ..., respectiva- 
mente, 


960. La construcción es la efectuada en la figura 108 del texto. 
961, Empleando unas tablas de la función exponencial se halla: exp, (0, 1) = 1,259; 
exp,, (0,3) = 1,995; exp,, (0,4) = 2,512; exp,, (0,5) = 3,162; exp, , (0,6) = 3,981; eXP o (0,7) 


A SE S O E E E E, aa. aa 


001030405 06 07 08 0.9 4 1.1. 


Fig. 59. 


= 5,012; exp,, (0,8) = 6,810; exp,, (0,9) = 7,948; exp,, (1) = 10; exp,, (1,1) = 12,59. Se 
llevan estos valores en una recta (fig. 53) y en el punto de abscisa exp,, (7) se pone la 
cota Y. 


09 


12 343 
1 2 3 4 


Fig. 54". Fig. 55". 
962, Se representa las parábolas cuadráticas y «úbicas (figs. 54” y 55', respectivamente): 
y se procede como en los ejercicios 959 y 960 (figs. 54” y 55). 


963. Se toman dos ejes rectangulares (fig. 56'). En el eje + se toman los puntos de abs- 


1.800 
3.210 


= 5,45, que se marca con la cota 100. Por el punto en 


cises x = 10 y z = 100 y en el eje y los puntos de abscisas y = 


18.000 
-200 
que se cortan las rectas que unen los puntos con la misma cota en los ejes + e y se trazan 
rectas que pasen por dos puntos de abscisas 20, 30, ..., 90, del eje x y en los puntos en que 
estas rectas cortan al eje y se ponen las mismas cotas, 20, ..., 90. 


=(),56, que se seña- 


la con la cota 10, e y = 


61 
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964, Se toman dos ejes de coordenadas. En el eje xr se toma como origen de abscisas 
el punto P de intersección de los ejes (fig. 57). En el eje y se toma como origen el punto O 


Fig. 56'. Fig. 57. 


47 
77 
y en estos puntos se ponen las cotas 1 y 10, respectivamente, Por el punto en que se cortan 
las rectas 1,1 y 10,10 se trazan rectas y en el punto en que estas rectas cortan al eje y se 
ponen cotas iguales a las abscisas de los puntos en que dichas rectas cortan al eje + (fig. 57”). 


tal que la abscisa de P sea igual a > Se señalan en y los puntos de abscisas — 


Fig. 59. 


965. ay La curva v = sen t, y=c0st 
es una circunferencia (Ag. 58). En la 
circunferencia 'se señalan los puntos co- 
rrespondientes a diversos valores de t y 
en ellos se coloca como cota el nú 
mero Ł. 


b) Se dibuja la elipse v =2sen t, 


y = 8 cos t (fig. 59) y se procede como 
en a). 


Fig. 60". 


964-969 219 


_Cc) Se dibuja la hipérbola x =sht, y = ch (£) (fig. 60) y se procede como en los casos 
anteriores. 

966. Comparando la función 23+x2+y=0 con la fórmula (8) del texto resulta: 
A (2) =z, B(s)=1, C(2) = 23, p(7) =x, y(y) = y. Se toman dos rectas paralelas (figu- 
ra 61), a distancia unidad, como escala de la variable + y escala de la variable y, respectiva- 
mente, y se toman como ejes de coordenadas una perpendicular común a dichas rectas, 


OO, como eje w y la escala de las + como eje y. la escala de las z tiene por ecuaciones 
3 
paramétricas: Y = -H 3s TT . Se representa esta cúbica (fig. 61) y se gradúa 


como en los ejercicios precedentes (fig. 615). 


12030” 40? 50" 60° 70° 


Fig 61. Fig. 6?'. 


967. Procediendo como en el ejercicio anterior, resulta: A (2) = cos? z, B (2) = sen? z, 
C (2) = 1, (7) =x, y (y) = y. Por consiguiente (fig. 62), la escala de z tiene por ecua- 


ciones: Y = sen? z, y = — 1. Se trata, por tanto, de una paralela al eje de las x por el 
punto y = — 1. Se gradúan las escalas (fig. 62) como en los casos precedentes. 
968. Comparando la función z == + gl £ +1=0 con la fórmula (8) del texto, 
y 
1 1 
resulta: A(2=2, B (2) =22, C(2)=1, p (7) = TE Y (y) = TA Tomando ¢ = 1, 
ne A z? —1 
resulta como soporte de la escala de las z la hipérbola: + ET y= ET . Se re- 


presenta esta hipérbola y se gradúan las tres escalas (fig. 68). 

969. Tomando logaritmos en z= y resulta: logz = y (log r — log y), 0 
bien: Z E log + | -|4 log y | —log z = 0 y comparando con la fórmula (12) del texto 
se obtiene: a = 2, b=--1, m=-—1, de donde c=1, d=—1 y qp(7) -5 log x, 


y (y) = 5 log y, ( (2) = log z, con lo que resultan las escalas de la figura 6%. 
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970. La función dada se puede escribir en la siguiente forma: f = g 2 — sen? y y, te- 
x 


niendo en cuenta la ecuación (15) del texto, resulta: Az) = z, B(2) =—1, y (1) = 2 r 
x 


m 


100 

10 

8 

7 

ó 

5 

4 

3 

2 

1 1 
Fig. 63.' Fig. 64”. 


1 ; 
. Graduando las escalas se obtiene el nomograma. 
P 


y (9) = sen? y, De donde: { (2) ==, 


de la figura 65. 


-3-2 4 -0,5 -010 


Fig. 65' Fig. 66' 
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971, En virtud de 11 resulta: p(*) =f, Y (y) = Y, Œ) =—r y se obtiene ei ábaco 
de la figura 66. 


Capítulo octavo 


$ 1. Curvas 


972. y, =2+dt, y,=4+4d1 y, =8+12dt,0 bien: 2472 227448 


1 4 12 
973. dí, =2tdt, de, =83t2dt, luego (d X) =0 y la ecuación (8) se reduce a 
3, =1 y, =—1 que no es una recta, luego no existe tangente en el sentido de la ecua- 
ción (7). 
974. dx, =2d2?, dix, =6td1?, luego d?x (0) = (2 d t2, 0), luego la tangente es 
4, = 1+2A, s= — 1. Por consiguiente, la tangente es s, + 1=0. 


975. dx = (sent, 6 t, et —cost), dx (0) = (0,0,0), d? x = (cos t, 6, et + sent), d? x (0) 
= (1, 6,1), luego las ecuaciones de la tangente son: y= A, Y, = 5+62, Y, = A; o bien, 
eliminando A, 


Ji 6 = Ys 


976. a)dx=(312dt, 918 dt), d? x = (61d (2,7217 d 12), d3 x = (6d t3, 504 të d t3), lue- 
go la ecuación de la tangente es v, = 0. b)dx=(Qtd1,6t5dt), d2 x = (2d 12, 30 14 d £2), 
luego la ecuación de la tangente es v, =0. c) dx = (d t, 3 t? df), luego la ecuación de la 
tangente es x, = 0. El cambio de varia- 
ble t = 1/2 permite pasar de c) a b) y el 
cambio t = t3 permite pasar de c) a 
a). Ahora bien, como, en el cuerpo real, 
t = 13 es una biyección R-—>R, ya que 
W = Yf t, es siempre una única raíz 
real, resulta que las curvas a) y c) son 
la misma curva, Sin embargo, como la 
correspondencia t—>t2 no es biunivoca 
ni suprayectiva, la curva b) es igual a la 
parte de la curva c) para la que t>0 
(fig. 675). 


977. Figura 67”. 


978. St. 
979. No. 


980, No, porque la ecuación dada es 
equivalente a la ecuación y =8, y¿=82, 
obtenida mediante la biyección: $ = 13 
y dy, =df", dy, =2ť dt no es cero 
para ¥ =Q. Fig. 6v. 
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981. Si, porque para toda ecuación equivalente a la dada se verifica que dx, =2tdl,. 
dx, = 41% dt, que se anula para t=0, 


982. ¿x=(21,312), d2x=(2,61) +0, luego dx=0 <> 2t=0, 312-0 <> ?=0, 
983. dx = (t—1,12+21t—3)dt, 2 x = (1,2t + 2)d t2, luego: punto de retroceso: 


<> dix =0 < t—1=0, 24+21-3=(—1D(+3)=0, <in P) 


1 1 7 5 
= 3—6: — 2, > t p aM ii lM aMi . d x= t 
984. dx= (s 62 4+6: E RN 2+’ 9) 4. ex (s+ 
1 1 


—12t + ci +i) di x = (12 i — 12, 12 + t— 2) d t3. t = 1 anula le 
diferencial tercera y no anula la cuarta, luego proporciona una cúspide, d2 x = (6 (:— 1), 
+ A ++ t11—2t +4) d t2 sólo se anula para ż = 1, luego el único punto singular de 


clase >> 1 es 1=1 y es de clase 4. 


985. excluida la solución: 


242=5242 (—-INGAEFI=0 
Bi+b=ss+5 ) (5 (2+ts+921)=0, 
t+5s=0 t+:s=0 


t = s, que no sirve para nuestro problema, queda ~ 
» 4 Pp P » 4 P+is+si1=0 2 1=0 


l=1 
~ | Ll Punto doble LA = 3, +, =5. 


986. Para t=1: z =34+24t, z =5+2dt <> *,—3=x,—5 Para t= — 1, 


4, =58—2dt, 7, =5+2d1 <> 1, —3=-— (1, —5). 


987. El único punto singular real es el punto de retroceso: t=3, x =x _=0, La 
ecuación de la tangente es s, =3%,. 


988, ds= p72 sen?t + r3 costi + 2 hidt=r YI+ hdt. 
989. a) Circunferencia ; z =rcost, 1, =Tsemt, s = 0, ds=rdt. 

b) Elipse: s =acost, #,=bsent, 1,=0, ds= y æ sen? t+ b3 costi dt. 
990. a) Circunferencia: t = (— sen t, cos t, 0), n = (— cos t, — sen t, 0), b = (0, 0, 1). 


b) Elipse: t= —asent bcost 0 
y a? sen? t + b? cos? t ya send t $ b2 co: cos? )> 
—bcost — a sen t 
= | —— = 0 b = (0, 0, 1). 
Y a? sen? 1 + b2 cos? 1 ' y a sen? [+ b? cos? t ? ( ) 
991 t={ 1 2A BA 
yitam ton > VIFM +9M ' VIFM 49M ) 
—4A— 1813 2--1814 6A+122% => 
n= a D= V1+18 7 + 54 24 + 117 25 + 81 25 
3 —3 A 
A ES 


992, Tangente : 


Y cost _ yy—sent _ yy—iÍ 


—sent cost 1 
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Normal principal: 


Yi cost _ ysent __ yt 


—costk — =—senf 0 
Binormal : 
Yi cos? _ yysent _ y—!Í 
sent = —cosf i 
993. a) Plano osculador. 

Y — cost --sen? — cost 
Y, — sent cost —sent |=0 
Ya —1 1 0 


o bien: y, sen i— y, cost +y —i=0. 
b) Plano normal; y, sent—y,cost—y, +1=0. 
c) Plano rectificante: y, cost + y, sent—1=0. 
994. a) Con el plano de la curva. b) Son perpendiculares al plano de la curva. 
ab 
Y (a? sen? ¿+ b3 cos? t3 
2 + ga ch? tp ba shit 
996. x (i) = ya b3 + a3 ch? t+ ba shat i 
(a2 sh3 t + b2 ch? t + 1)5 
Vi+2ch2t 
997. x (5 = EE enc $ 
V@Èch2t+1) 
998. y=} (2) <> s =t, y=f(t). De donde x' (1) = (1, f (1), x” (1) = (0, 7 (1), lue- 


995. x(t) = 


go kel O 
VE (01 
k 
999. am TETAS 


1000. y =x(u) +Ax'(u), de donde: y, =7f(w) cos w + À (F (w) cos w — f (w) sen w), 
9, = 1 (o) sen w + À (F (w) sen w + f (o) cos w). Si se quiere la ecuación implicita en coorde- 
nadas cartesianas basta eliminar A entre las ecuaciones anteriores, Si se desea Ja ecuación en 
forma implícita y coordenadas polares, basta poner y, = r cos q, Y, = 1 Sen y y eliminar A, 
con lo que resulta: 


1- (+ sen (p — w) + + cos (pọ — v). 


1.001. x(w) = (F (w) cos w — f (w) sen w, F (w) sen w+ f (w) cos w) |x (w) | = vr (o) + Pl), 
de donde: 


f (w) cos w — f (w) sen w i ¥ (w) sen w + f (w) cos w : 
V F’ (0) + P (o) V P? (u) + P (o) 
e (LE F (u) sen w + f (o) cos w , J (0) sen w — f (w) cos w ) 
viR yP tP 
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1.002. La fórmula (22) de 3, proporciona, observando que x2 = f? (w) + f (w), 
x”2 = g — Py + 472, Xx . x” = F (F + Ph 


=} CETE APPEAR 
”= + 


1.003. a =2t, z =8# 4+1; z” =2, s =06t; s” = 0, r” = 6. Por consiguien- 
te, x” (t) x x’ (t) = (>68 t? + 2) y, siendo y un vector unitario normal al plano de la curva. 


1 
y3 


son puntos de inflexión. 


De — 6 #2 +2 = 0, se deduce t= + 


; como x” (t) x x (t) =— 12tvy, y — 12 —i— 
+Y3 
1 


yV 


+ 0, los puntos t= + 


4y3 
1.004. En el punto de inflexión X = (+ y ) 


se verifica que el vector tangente es t = Lt 2 
W31Vv3 


Como x” (1) x x (t) =— 16v, si P es un punto próximo 
1 
y3 

> . . . 
dt<0, el ángulo (X P, t) será positivo, y si dt >0 el 
ángulo será negativo, luego el aspecto de la curva es el 


a X tal que en su vector de posición x +d '} sea 


de la figura 68^. Análogamente se razona en el otro punto 


de inflexión. 


Fig. 68’. 


1.005. F =—14+6x, —3x 2—4x,3, P =6—6x, —12x,2, F” =—6— Axr. Los 


puntos s =1 y +, =— son puntos de inflexión, Para determinar la posición de la curva 


respecto de la tangente en sus respectivos vectores, se procede como en el ejercicio anterior. 

1.006. De x(w) = (f (w) cos w, f (w) sen w), se deduce que x’ (e) X x” (w) = (f f—2 f3 
+1) v y X (o) xx" (0) = EfB Faai). 

1.007. x’ = (— a sen g, b cos g), x” = (—a cos q, — b sen g), v = — cos p, — sen qp) 
(x” . v) x? — (3” . xX’) (X . v) = a b (b cos? p + a sen? p) >O. 

1.008. Sea el punto P = (1, 2). f” = 12r — 2, f” (1) =10 > 0, luego es cóncava. 


1.009 ty U+ +P A t+2 
IN NE TN o EE 
t 
FL o ŻU+I) Para t-—1 se obtiene el vector asintótico a, = (1, 0) 


Xx]. “EFDER(ES+D 
3 2 
y para t — 1 el vector a, = (Ye vir) + Finalmente, para t — —2 se obtiene 
13 y 13 


a, = (0D. 
1.010. a = (0, 1). 
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1011. Para que p — o debe tender 24+—1 a kr, luego los vectores asintóticos son 
a, = [cos TEL, sen TEL), 
2 2 


1012. n, = (%1) n, “Ar: - 75) n=O. = lim n 
= lim —Ao=ot.,, = lim a.n) =i tim EE a ml i 
t= 1# tt 2 2 2 i> 2 VI :>1 €+DE++2) 6y 13 

f= lim, a.n) = a e= . Por consiguiente. las asíntotas son: 


2y¿+1=0, 2-8 =% ,¿3y,+2=0. 


1013. La fórmula (25) da las dos asintotas: rsen g= + a. 
r 
y3 


1015. a) —1Dy (- 1, 7): b) (0, 0). 


1.014, psen (e++1 5.) =+ 


. ca o ap 4y 
1.016. Los puntos de inflexión se hallan entre los siguientes: a) (0, 0), [— 30 +3 ver 


b) La ecuación —3x,1—6 cx, 2—12dx + e? = 0 proporciona los posibles puntos de in- 
flexión, c) No posee puntos de inflexión a distancia finita. d) Los posibles puntos de inflexión 
vienen dados por 7, = i y 3 b, x,=0, z= tb. Etc. 

1017. a) s =żtzy lim x,*(1, 2401 x,3+b12x%,2) =0 proporciona t = 0, luego 

xy — 00 : 

xr, =0 es la única dirección asintótica. 

b) 1, =0. c) 7,=tx, lim 7 79 (x 3—0)=0 => t=0, luego z, =0 es di- 

aq — 

rección asintótica. Análogamente, xr, =0 es también dirección asintótica, 

c) x, =0. y x, =0 son direcciones asintóticas. d) Idem. e) Idem. f) y g) Las direccio- 
nes asintóticas son s= 0, sE ir = 0. h) 4, = 0, s= 0. i) *, = 9, as, ts F 0. 

E EZI 


1.018. a) lim = lim — = lim _=0w, luego la recta x, =0 es direc- 
a> Y; sn — 0 Yi x — 0 


ción asintótica, *, = 0 también lo es. 


b) 1,=2%,. 


1.019. Dirección asintótica. x, = t 1 z, y 1,=0. La fórmula 16 proporciona: 
a 


Zatn+ b+ c+d= 0, de donde n = PAZ y das asíntotas serán: 1, = + 1 s 


F PRA - A la dirección asintótica +, =0 le corresponde la asintota, +, = 0. 
1.020, Direcciones asintóticas : 4 = E, A, =— 4,1% >= E, s= —is,. La fórmula 
(16) da lim 2,3 [74 — (ez, +1) 453-252] =0 <> —te0n=0=>m=0, lue- 
z — 00 


go-:las asintotas. son las. mismas rectas anteriores. 
1:021, Asintota x= s, 
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¡Las derivadas sucesivas de f (+, q (+)) son: 


Di=f, + Lg 

Dt ALI + ae + h 

A t Bha? to fap? ISS 

Dtf =h + a P+ fum P+ Liga POH Faa PHB a 
tifia t2 P? t fap) IS 

Df fut? fan tO fara P? HO 99 P? t5 999 Pt t fana P” 
+00 ¿7308 9 4304 9 92410 Farag 9 7415 99 41 30 0 ogo” 


+ (10 faat 20 fise C + 10 foes g? + 10 Laa p”) p” + 6 ha + 5 Laa g) po 
+ Epa 


En el origen de coordenadas se verifica, para las curvas dadas, que f =f,=f,,=f,.=f,¿=0, 


hin fa 


=0,f,,=2 f 


112 122 = 7 B fiim = faz =% fai = fig = fing =0 y todas 


las derivadas siguientes son nulas, Por consiguiente, la tercera derivada da: g’ — g"? = 0, 
de donde g = 0, g = 1. Para g’ = 0, la derivada cuarta da q” = — 2 y la derivada quinta 
q” = 6. Por consiguiente, una rama con centro en el origen es: 


p, 1) == PA 


La raiz y =1 proporciona: q” =4, q” = 24, luego otra rama es: 


p, (1) STARLAR.. 


Considerando la rama z = y (y) se obtiene, análogamente: 


TERTRES 


1.023. Los valores de g’ son 1,2,3. Se procede como en el caso anterior, 


1.024. 2L = A+ Art — Aet O, 

£ 
af 
òy 


Yax+2x? 


= 96 y3 = 0, proporciona como único punto 


múltiple P=(0, 0). Las tangentes son r=s yA y, 
siendo se las raíces cuartas de la unidad: 1, — 1, 
i, —i. 

1025. El origen anula todas las diferenciales 
hasta la de orden r —1 inclusive, luego es singu- 
lar. La diferencial de orden r en el origen es 


f, (dx, d y). 

1.026. Las tangentes en el origen son: ¥ =0, 
(+ y?<=0. 

1.027. Las tangentes en el origen son 13 = 0, 
y =1. 

1028. Las tangentes en el origen son (r — y)? 
=0, (4 + y)2 =0. 

1.029, Teniendo en cuenta las ramas halladas 

Fig. 69". en el ejercicio 1.022, resulta la siguiente gráfica 


(fig. 69). 


1.022-1.040 227 


$ 2. SUPERFICIES 


x —2 1 0 
1.030, « —1 0 1¡=0, —4x, +81, +%, =0. 
7, 4 —8 
1031. 2(7, +1)—2(4,—9+x,—4=0. 
1032, (27, +4) (A, 7) + CO6Sx—r,+4r,—-D(X,—2)3+05, 
—-4,) (X, —4,) =0. 
1.033. P = (1, 2, — 1). 


1034. -Z 2% 97 


= 1, 4 A =g 1 44, +41 
dx, 2%3 2 3' En 173 1 3” 


El único punto singular es, por tanto, (0, 0, 0). 


1.035. CA E E? ZA E e E E og 


dx d xs Ò Xz dx, 
=3r ix òg = 87 2—7 98 =3r2—1. Luego la tangente en (U, 0, 0) 
1 2> EA 2 r ò Xy 3 = TA 
tiene por ecuaciones: — s, +7, — 2, =0, xr, =0, 


1.036. En el punto (0, 0, 0) la tangente está indeterminada, pues los tres planos tangentes 
se reducen a 0 = 0, r,= 0, 0 = 0. Por consiguiente, es necesario separar las diversas com- 
ponentes de la curva. La curva es s= 0, z= 0, luego la tangente es s= 0, z= 0. 

1.037. Comenzaremos por escribir la ecuación del hiperboloide en la forma explícita (2): 


x(u) = (207 pirt o) v ($3 ia Lan), 
1 


E Iput’ bcu, * ac' abu, 
de donde 
4 1 1— u? 
rxy =al- 2b u, .0) 
A 2 1 2 1 
Y Xv al tte (42+1)), 
y 


8 


1 1 
(4) x v (4) . (v (4, x v (4,) = abcu?(1 +u?) Uu) (+ e +) i 


Si el hiperboloide es de revolución (a = b), la linea de estricción es la circunferencia del 
plano x, = 0. Obsérvese que en lo que antecede no se ha tomado y unitario, por lo que no 
se puede aplicar la última expresión de (12) para la línea de estricción. 

1.038. Supondremos que u, es el arco de la curva x =x(4,), con lo que x”,x” =0. 
Por consiguiente, la ecuación (12) se reduce a y = x (4,). 

1.039. x (4,) = (cos 4,, sen 4, a 1), v (u,) = (cosg cos 4,, COSa sen u, sen a. 
x’ = (— sen 4,. COS 4,,0), y” = (— COS q Sen 4,, COS a COS 4,,0), luego la línea de estricción 
es (se puede aplicar el último miembro de (12) por ser y unitario): 


y =(0,0,04, —tg a), esto es, la recta y, =0,y,=0, 


1.040. Sea la superficie desarrollable y = x(u) + u,x(4,), siendo #, el arco de 
xX =x(4,), Sea t = x(f) un punto de la arista de retroceso. Un plano incidente con t es 
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(y— t).a = 0, siendo a un vector normal al plano, Los puntos de la intersección de la su- 
perficie con el plano verifican la relación: 


f . (x(4,)—0a 

x(u) + 4,14) —ta=0 u = e 
y, por tanto, la ecuación de la, curva de intersección es: 

[x (4,)—tja: . 
y =x(4,)-— ——L——- x (4,), 
x(4,).a 
y el vector derivado: 
r (u)? — [ -~ t] (a x (u x [x (u )—t].a n 
PE CTE A e 
[a x (,)71 x(u,).a 


y, para 4, =t x(t) =t, resulta y (£) = 0, que prueba que, en general, el punto t es un 
punto de retroceso. 


1041. (v,x”, vw )=0, luego es desarrollable. La arista de retroceso es y = (—44,3 
; 5 + 162 u 3 +18u 

cd O 360 u,” as! 1 
Eos Mr dd + -y AO suie 

1.042. (7, — 27) +4r 2 =16 y (4, —24,)? = 4r, —1) (4— 4,2). 

1.043. z= G+ 4,) COS U,, Y, = d+ u) Sen w Y, = 4, Haw, 

1,044, r3 (1—x,2)—+,2 =0, 

1.045. La ecuación de la segunda superficie del ejercicio 1.042 (la primera es un cilindro) 


en forma paramétrica es x, = ERAS +25 e E 4 25% L 
A 1+2y4-2P 1+2Y4—+1 z E 

y basta aplicar la fórmula del texto, La superficie del ejercicio 1.043 está ya en forma para- 

métrica y, como se ha visto en el ejercicio 1.089, la línea de estricción es el eje v,. Las 


(84,2, —34,, 1). 


ecuaciones paramétricas del conoide recto del ejercicio 1.044 son v, = s, 4, = ¿5 y 1-18 
4, = t 

1.046, Las ecuaciones paramétricas son: s o= 1+ s (t— 1), z5 1 +s (2— 1), 
4, =1+s (18 —1). Para obtener la ecuación implícita elimínese el parámetro £ del sistema 
(2 —1) (+, —1) = (t—1) (4, — Dr, —1) (4 — 1) = (1 — 1) (7, —D),67, —1) (4 —1) = (8 
-~ 1) (+, — 1) y tómese el factor común a las tres resultantes. 

1.047, Obsérvese que una superficie cilíndrica cuyas generatrices sean paralelas al eje 
x, =0, z, =0 tiene una ecuación en la que no figura la variable Y, ya que si f (£r? ,4,) =0 
es la ecuación de dicha superficie cilíndrica y (+, %, 0) un punto de ella perteneciente al 
plano x, =0, todos los puntos (£ Ty), cualquiera que sea t pertenecería también a la 
superficie cilindrica, luego f(r, %, £) =0 para todo t, lo que indica que f(x., 2, t) es in- 
dependiente de t. Por consiguiente, si entre las dos primeras ecuaciones de la curva se eli- 
mina t, se obtiene la ecuación 1,2 — y, = 0 que representa una superficie cilíndrica que con- 
tiene a la curva dada. La superficie x,? — xx, =0Ú es, por tanto, la proyectante de la cúbica 


paralelamente al eje zy Análogamente, las “proyectantés paralelamente a los ejes yv 
son, respectivamente, E —+*,=0, 1, 114, =0, 
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1.048. Teniendo en cuenta el ejercicio anterior, resultan las siguientes ecuaciones de las 
superficies cilindricas que proyectan la hélice paralelamente a las rectas + 


yr Ay) Y) respec- 
1 . 2 2 == a 
tivamente : EA + z, =1, z, = cos Lo z, = sen Lo 


2’ 
1.049. (X2 + X+ XPa —12)2 = 402 (12 —X 2). 

1.050. 0,7 (X,2+X,) = (b, X, +0, b, —0,b,9 + (b, X, +a, b, —0,D,?. 
Mr —Azx y? de Q EA zX} 


1.051. —- A — Ha — => 1 


1.052, X, =0X2+5bX. 


Capítulo noveno 


$ 1. INTEGRALES INDEFINIDAS 


lei e ke cee 1 |x—3 
1.053. a) g” te b) -y y8 Perg reri e dg e 3 
16 Ta 1 


[+e 
6 4/— 4,— 
e) F Vx > V +a V x +ce. f) tgz — z +c. g) 2log | r—3|dx. h) t 


s+ dog TA +2] +e y [oe 6s+D+ 1 |+ DE lg 131] +e 


5x+1 
1 3 Fei E dl log (3 72 + 5 cos? 
k) 3 log | 18 + y 18—1]+-<c. 1) log asr Da + c. n) log (8 72 + 5 cos? y) 
: c 
+e p) log 2 sen x F3 cos x 
sen (n — m) x sen in + M) 4 cos (n+ mjg cos (1 — m) x 
q_-_ A AA m A . bd) — A AA 
1.054, a) 2 (n — m) 2 (n + m) +00) 2 (n + mj 2 (1 — m) 
sen (n — m) x sen (n + m) x a — 1 2 3 | _ A 
rar ido ii year E a a SA 
sen 2# |+. f) + + q onza ]+< 
1.055. a) y= FET => — y tr+4r—1+<. b) x=—log y => — $ log (1+2 
1 
2 Br +2 2a ZX, 
e-3) 4- e. c) y = y 8# +i [=DE —=— He 0) y=0+ yr => 2a[(a+ y 2) 
9 y3r+1 


—alog (a+ y 7)] +2 | a+ 0 5 a(a+ y 2)? +30 (a+ y 7)—a log (a 
tye €) 1=y213+1=> 2argcoth y 2r +1+c. f) y *=y => 2(y 7 


== y 13) +e. g) TE aro sen g e. 


1.056. a) z sen"+l y +c. b) loga.ater4c, c) — log |cos#] +e. d) — cos log # 


+c. e) tg V 7+ c. f) — 2 arc sen y 1=x +0. g) y log|1+ aa] + c, h) arg sh sen 7 
+c. 1) arg tgh sen x + c. 
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1.057. a) r(logr—1)+c. b) er(r—1)+<c c) — x cosy + sens +c, d) xarc sens 
1 


ry 1 1 1 
+ (1—12)? +e. e) rarctgr— > log {1 + 723) + c. f) y *logr— Tte 2) 
1 1 2 1 2 h en Y 1 sens r +e. i) A enar 
slog(r + y 1r) — yit +c. h) s = ; 3 7 


+3 sen4x +c. j) — > cotg2 x — log | senz | + c. k) -5 cos8r + È cos aa + c. 


n—i 


1.058. I, cost x d x = - cos*"l y sen x + lng 


m— i 


ln 


f 


1 
L sen” æ d x = — Sen”! y cosg + 


1.059. I - 


x” sh x d x = x” ch x — nu xl sh x + n (1 — 1) in 


I = rorir=rmsartar+no—D1,, 


n z n 
IL = ershirdxa = EA er sh” g — ia ERA ET e 
1 n 
L = erchrrdr= == er (cht r — n cht r shy) + FT ln» 
q shtrchtadr= sh™~1 æ chti x — acid 
mn T m+n m4 n m-an 
1 E n—1 
= nTn shm y chil g + a Daas 
1.060, 27 —3r+Tlg + 5l +e. b) —l4log |+ —3]| + 19log|#—4] +c. 
TERLER og lr +1] + 2 logjr—2| +e 
1.061. a) y 4293 > +log|r—1|+c. b) log A 
arc tg (YE (+++) +< c) $ z2 + Tarr T arc tgs +c. 
1.062. a) A. log tg > +7+4 PB |-+ 1 logltg> +7 4 de b) 
Goa. = = 5 = = — c. 
s3 2 v 8V3 Y ~ 


log 


1 1 T 1 
tg [= r + — o. 5 t i 
vV? JE +3) ic as See CU 
1063. y? =a+bxr+4cx2 a) cœ0, la curva anterior es una hipérbola de asíntotas: 


y= y cx. Cortando por paralelas a una de ellas: y= NEEE S? se obtiene: 
po 2-8 acord yen de ZÈV 0 425t-2Y ca 


i — ` po 1 £ ———_— e dt. 
2V ct—ó 2y ct—ó (2y e +—a) 


E A — ó 
b) c<0. La cónica es una elipse que corta al eje x = 0 en los puntos Ri UTE 
c 
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que son reales siempre que la elipse sea real, único caso en el que es posible la integración 


ES Fs 
en el cuerpo real, luego bastará cortar por el haz de rectas: y = ifa = 2 pa E f 
c 


1.064. Poniendo y2 = 43 + 2 12, la curva es una cúbica con un punto doble en el origen. 
Poniendo y = ix, resulta: y =12—2, y =18—2t, dx=2tdt. 


1.065. Poniendo y3 = x4 + 843, la curva posee un punto triple en el origen, luego es 
unicursal. El cambio de variable y = ¿y resuelve el problema. 
1.066. a) 4/35 4 a 


6 -— >= o 
A ES A 


$ 2. INTEGRAL DE RIEMANN 


1.067. Sea P (a, b) el conjunto de las particiones de [a, b], P (b, c) el conjunto de las 
particiones de [b, c] y P (a, c) el conjunto de las particiones de [a, c]. Sea P (a, b) + P (b, c) 
el conjunto de las particiones de [a, c] que se obtiene tomando una partición de [a, b] y otra 
de [b,c]. Se verifica que P (a, b)+ P (b, ) T P (a,c), y como dada una partición de 
(a, c], se obtiene una partición de P (a, b) + P (b, c) añadiéndole el punto b y al añadir 
un punto la suma S que se obtiene es inferior o igual a la correspondiente a la partición dada, 
resulta que el extremo inferior de la S correspondiente a las particiones P (a, b) + P (b, c) 


es igual al extremo inferior correspondiente a la partición ¿P (a, c). Análogamenté para las 
integrales inferiores, 


1.068. Sea P=4x,<x,<...<ov,] una partición de [a, b]. Si M,, M”, y M”, son 
los extremos superiores de f + g, f y g, respectivamente, en el segmento [+,_,,+,], se ve- 
rifica que f(x) + g (+) < M’, +M”, V x€ [x, ,,1,], luego M’, + M”, es una cota supe- 
rior de {f (x) + g (5) ela, 2] y como M, es el extremo superior de este conjunto, es 


M, < M',+ M”, de donde resulta inmediatamente el primer teorema y análogamente el 
segundo. 


b T 
1.069. frmaz=o, finansa 


1.070. (Fig. 70). A cada partición P = 17, =2<..<+x, =T} del segmento [2,7], 
corresponde como suma s el área de un poli- 
gono (el punteado de la figura) y a S el área 
de otro poligono (el de trazo grueso de la 
figura) que contiene al anterior. El único nú- 
mero comprendido entre todos los s y todos 
los S es el área del trapecio A BCD, luego 
la integral valdrá: 14, 375, 

1.071, Tomando la partición P =( 0,5 < 0,6 
< 0T}, se verifica que s(P) = 0,1. sen 0,5 
+ 0,1 . sen 0,6 = 0,1044 y S(P) =0,1 sen 0,6 
+ 0,1, sen 0,7 = 0,1209, luego tomando como 
valor de la integral cualquiera de estas sumas 
se comete un error inferior a 0,0165. 
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b 
1.072. a) fex=x+., f=t=a b) sdz = 


a 


1 
n+1 


b 
sH po, fras 
a 


1 
7 n+1 


d) y e) son inmediatos también. 


1.073. Apliquese dos veces la fórmula de integración por partes. 
R 


b 
(9741 — ari), c) fZ -erite J= oet —ioga = 10g E > 


a 


2 1 
1.074, fsenx cos xd x= fuu=> 
0 0 ” 


e 1 
1.075. a) El cambio de variable y = log v da: fose dx= f> e? d y= [e G—DN, 
o 
] d E, tg1 1,575 
=1.b)t=tgH | 2> = = ET log 20 = log 10 [D 1,557 — L 0,54 
) E3 TZ f É TA log 0,546 og 10 [L 1, 6] 
1 230,5 


2 tg1 
2 1,557 
= 2,80258 (L 1,557 — L 0,546). o) [4% =2 [25% 4r 2 
cos? x (1— 1—2 Joss 
1 


0,9 0,73 0,88 
9 joctezds= f ato = | are tg t Tahin -f a aF A 
6,5 0,46 0,24 
eur fe total e n aras O 
— 0,470 vo] + [— 0,156 — 0,134 + 0,059 + 0,055] = 0,214. 


1.076. La representación gráfica queda a cuidado del lector, El área del trapecio es 
0,236, mayor a la integral d) del ejercicio anterior, y como debería ser menor, esto indica 
que el error que se ha cometido al calcular dicha integral es mayor que el error cometido 
al tomar como valor de la integral el área del trapecio AC D B. 

1.077. Sea P=[0=%,<%, << LL ALBA LA 
=b}, una partición del segmento [a,b]. Poniendo e (4,7) = $p será: Sys (P,e) 

i j 
= £,10()-0 Ea) + fin [D Da e Y Ea e) 


¿=1 ¿=¿4+2 


+E 107,90 (+ Y £106)—0,)1= D Em a) + E, 0, 


I=j+2 ¿=1 


i 
Ema me D+ D alp tme 0H me) + E (0, +94 +02),,— (0, 


=i +3 


+mx)+ > E [P +2, mr, — (b, +1, tme, _,)]y el límite filtrante de esta apli- 
i=j+2 
cación es: 
b 
lim Sps (P,e) = femdr tap, +8py 


a 
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1.0078, En cada uno de los intervalos (a, a) (a, tg) e (ap: 9), la función de distribu- 
ción F (+) es continua y derivable, luego, por el teorema del valor medio, si (r,_,,*,) 
C (Fj a), serán F (4) — F (#1) = i —+%, ) 0 (%,, to —2, )), luego la suma 
de Riemann-Stieltjes de f(r) extendida al conjunto [a, b] —{ a,» ..., ap} coincide con la 
suma de Riemann de f (+) 9” (+) extendida al mismo conjunto, luego la diferencia entre la 
integral de Riemann-Stieltjes de f (+) extendida al segmento [a, b] difiere de la integral de 
Riemann de f (+) q” (+) extendida al mismo segmento, únicamente en el valor de la integral 


de Riemann-Stieltjes de f (+) en el conjunto {a.s.a} y esto es igual a la integral de la 
función de saltos. 


10,5 
1.079. foro =1+24.. +10 =5, 
0,5 
1.080. Tomando el eje y paralelo a las fuerzas, se puede suponer que la fuerza F, ac- 


túa en el punto de abscisa LA. El momento de todas las fuerzas respecto del ori- 
15 


gen es f + dF, siendo F (x) = F, +- + F, siendo F,,..., F, todas las fuerzas cuyos 
0 

puntos de aplicación pertenecen al segmento [o, +]. La resultante F = F, o + F, = 15 

actúa en el punto de abscisa g, y su momento respecto del origen es g. F, luego 


15 
frar 
0 1+3 -2+6 .3+10. 445. 15 140 28 
s=- O e T e E T E 
dF 
0 
1.081. La tunción de distribución es F (+) -+ z2 +10, o &r <5, F (4) = + at 


+r Se para 5<1<3 y F (8) =37. 


fees ¡AA AC IA 
0 0 5 
— = 
J” 


6 
1.082. Valor medio =X= f=aF()- 1 +24.. +8) TE Variancia 
0 


37 a 


€ 
— 6 8 6 6 
XX} =V= | (r+—-3852dF(0)= | 2aF(0+(852 | arim-7 f zaF() 
J J pues] 


1 


6 
= fra = (L+ 4+ + 38) — (88)? = 291, 
0 


62 
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o 
1083. I = fuer F =10 +r — [p — sen p cos p] para 1< x <8, dF(1) 


rx 


ka 
= d F (3) = 10, luego 1=10+2 f 24. (2+ cos g) sen? g d p48. 10=40+ 96e 
0 


$ 3. CONVERGENCIA DE INTEGRALES. INTEGRACIÓN DE SERIES FUNCIONALES 


. 1 
1.084. Aplicando el criterio de Cauchy si e67>0, poniendo M =— E 
z 
rifi ue Y y, z tales que M< y <z es ectrdi =1(1_1 <4 1 
verifica q 9, q y => (5 zar 5 


y 
< e, cualquiera que sea e. Análogamente se prueba la divergencia en el caso a < 0, 


1.085, a) Para que la función arctg sea uniforme se supone que im [arc tg) = [0, m). 
Si e es un número positivo arbitrario, para todo y,z tales que M<y< e, sien- 


2 


do M = 2 cot (a e), se verifica que a | = + [arc tg (a 2) — arc tg (a y)] 
y 
1 T 
= | — — t . 
<= (3 arc sí0»]|<e 
b) Para todo e se verifica que si M < y < z, siendo M = Ii es 


"Veze 


1 i 1 1 1 
=| f gi pm |< yor SE 


JE 
x” 
y 
1.086. from rato taz: Jiss- -tt 
1 m 


fioa] 


( 1 — > j< luego Yn,m tales que M< m< n, se verifica que 


1 : l 
<a < g, Siempre que M = — loe? , luego la integral es convergente y se verifica la 


igualdad del enunciado. 


1.087. Aplicando el criterio de Dirichlet, tomando f (+) = li ¿4 F(r)=|senxr|dx, 
a+ x 


se cumplen las condiciones a) y b). Siendo continua la función integrando, existe la integral 
en cualquier segmento [o, t], luego la integral es convergente, 
_ | 1 1 2 
o ly xi, 


z 
dx 
pJ 


Y 


1.088. f e es convergente para v > 1. En efecto, 
1 
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1 A 1 
<= <> (DY >, tia srl 


= = 


1 1 
gyi ya 
1 


ES a x» vD>les decreciente, se verifica, por la definición de 


n” 
integral, que Í ez > a de donde iz = R Ly, por ser convergente la 
”n—1 
integral, lo es la serie. 
1.089. a) No es convergente. b) Divergente. 
1.090. Convergente. 


1.091. ES << 


< 3, siendo 3 = y ü— a) es, se verificará que 


Zg [21-41 — y1-47, luego si 1l—a>0yo<y<a 
s 
dz 
x’ e* 
> 
2 z 
dx dx 
xa ex x’ 


y y 
<1 y esta última integral es, en este caso, divergente a la derecha de 0. Como, cualquiera 


luego la integral es conver- 


gente a la derecha de 0, Si 1— a <0 se verifica que 


1 
— 02 
e 


que sea a, —7 Se puede hacer menor que cualquier número, la integral es convergente 
xt e 
en el limite infinito. 
1.092. Es la misma integral anterior sin más que poner v = tł y a = 1—7. 


1.093. Se puede aplicar la fórmula de integración por partes en el campo de conver- 


o o 
gencia (0, +00 ) y se obtiene: f t*-1 e-t dt = [~ t1 elo + (7—1) f t*-2 e-t dt. 
0 


1.094, Multiplicando miembro a miembro: T (») = (n— 1I) ra —i1,..„ rD =r) 
Kid 
y observando que T (1) = f e-t dt = 1, resulta la proposición. 
0 


1,095. fi shirdx | =|chz—chy| =|2chy—1]||sht|, siendo s=y+t, y el 
último miembro, dado y, puede hacerse mayor que cualquier número, dando a t un valor 


conveniente. Sin embargo, 


farse] = | ch y — ch (~y) | =0< e, 


”F 
T x T T 
1.096. a) > b) > c) T’ d) 3 
1.097. Si. 
—1 
Má = —— s 
1.098. F’ (y) = TEA 
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1.099. arc tg + . 


T 
1.100. z 


1.101. La convergencia no es uniforme. El cálculo directo de la integral proporciona 
inmediatamente: F(y)=——2—-+-2-, que es evidentemente discontinua en el 
yvi+# ivi 
punto y = 0. 
1.102. e = (1 — 1) 1-2 e-t es continua para (0<tZ a) (o<r<Z+ wm) y 


E4 
(+ — 1) f 7-2 e-t df es uniformemente convergente en (0, + œ). 


1.103. (s, + 00), e >0. 


1.104. log 


Lal 
= lim (z+... + 2 ), (Ir |< 1), luego, dado el número po- 
x 


lx n-> o 


sitivo arbitrario e, existe n” tal que Y n >" sea log 


IS 


—x 
1 
à xn 
de donde f 10g -= (2+ + Z) dx< e. 
lx n 
0 
a 1 
T £ 
1.105. — = | ——-= lim (1—22 4 s n t (mt ad a 
== mf ayan) 
0 0 
x3 x5 xinti J1 1 1 
= lio |x - — +m... + (C—C D mji = lim |1-- l Hiliol 
Al 3 5. € rl, „im | +3 
+ EI" sr] . Como el error cometido al tomar n términos de una serie alternada y 
n 
1 1 
convergente es inferior al valor absoluto del término siguiente, bastará tomar a 
1 1 
ds in 
1 1 1 1 
1.106. 1— —+— —-— + —. 
ai 3 a 10 42 t 216 
1.107. Si, por ser uniformemente convergentes. 
0,8 
1.108. [El enunciado de! texto debe ser | . Desarróllese (cos 1)-1 en serie 
cos x 


0 
de potencias mediante la tórmula de Taylor. 


R 


x 
1 3 
1.109. f VIOT ni Te d = J (1 — 0,35 sen? 2 p — 0,06 sent 2 p 
0 0 


— 0,021 sent 2 y ...). 
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1.110. Dentro del intervalo de convergencia de la serie > 8, *”. 


n=0 
A -r Žo z x$ (— )*ain+t 
1.111. Si (1) =X 3-31 + 5.57 51 +. + Onf Herf +. y x € R. 
" Z ES at xt (— 1)" x2” 
1.112. Ci (+) — log * = y ar + T +. + In OW NE A 


La constante y se llama constante y de Euler. 
$ 4. APLICACIONES GEOMÉTRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA 


1 
1.113. Si se pusiese A = f + y sd x, resultaria A = 0. Debe ponerse, según se ha 
0 


advertido en el texto. 


A= 


tu e, 
a 
«| 
a 
R 
+ 
l 
A 
a] 
a 
eea 
ii 
N 
ms N 
A 
A 
X 
1i 
coj 


114. A=2— fro 
—1 
1,115, Para o <+ <1, la función y = f (+) es biforme, ya que resolviendo la ecuación 


anterior respecto de y, se obtiene y =1 + EA Por consiguiente, es necesario hallar el 
llamado punto de ramificación, en el que se unan las dos ramas: y=1+'y xe 


y=1— vz, para lo que basta con resolver el sistema formado por estas ecuaciones, y se 
obtiene el punto R (0,1). ¡Llamando A al área que se desea calcular, se verifica que 


2 1 
Am | (1+y/23dr— | 1—-y/ Dax. 
J [ 


1.116. E" 2y-—2. La solución del sistema formado por == £- =0 y f=0,es: (0, 1). 


1.117. f P derecha del eje y se encuentra un único punto ES MIES, el R (1, 1). 


En él se unen las ramas y =14+x* y 1—w e y =1—x y 1—x, Por consiguiente, lla- 
mando A al área buscada, será: 


1 
A=2 f sy T=Fds. 
0 


1.1184. Todas las rectas incidentes con el punto (3, — 5) son ejes de simetría. Tomando 


como ejes de coordenadas dos de ellos, se obtiene la ecuación #2 + y? = 4, que da lugar a 
las dos ramas (respecto de la variable de uniformización +) y = + y %—x?, luego, por ser 
estas ramas simétricas, es: A=4 f y 4—23 dz, el cambio de variable sent = > 


proporciona: A =18 Í cos? idt = 4r. 
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1.419. La curva es simétrica respecto del eje y, luego bastará tomar la rama correspon- 


diente a x >0, lo que equivale a — 5 << 5 , luego A =2 cos ¿ [— 2 cos 1 sen £ 


samoja 


+ cos t]d?. 
1.120. Area de la elipse zab. Análogamente se calcula el área del sector de hipérbola. 


1121. f 2 


0 
1.122, La parte finita está limitada por el segmento [1,3]. En el segmento [1, 2] la 
función es positiva y en el segmento [2,3] es negativa. Por consiguiente : 


Ed 
no es convergente. 


3 8 


A= |—DE-D6-Dadr+ile—DE—DA—D dx 
! j 


9 
1.123. 7 


2 8 
1124 As Š +4 foi- Enar] +| forrajes 
0 0 
3 > 3 2 
=20+028+09= 141,1 


1.125. Da 
1.126. 6r. 


1.127. La curva es el fojium de Descar- 
tes (fig. 71). La región la punteada en la 
figura. Cortando por el haz de rectas 
y = tx, se obtienen las ecuaciones paramé- 

: 3+ 31 
tricas + == a») =F Para 
calcular el área del foliolo conviene calcu- 
lar el elemento de área respecto del pará- 
metro t, Sea (fig. 71. X el punto de la 
curva correspondiente al valor t del pará- 
metro e Y el correspondiente al valor 


t+ di, El área del triángulo OX Y es: 


Fig. 71. 


1 
Ba lx()xx(+d0 => EES LORT IE (0+0d1)] SO xx ( 
+0d9)||421. 
Y! elemento de área será, por tanto: 


. da 1 
da=fÍf1 = æ Y 
° (um, je girOxrOle: 


y en nuestro caso: 


1 94 


da= AFA 


dt, 
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luego, el área del foliolo será: 


æ 
1 9z 3 
dr T 
0 
El área del triángulo mixtilineo OBA será a, = ár A OB— Pit a A d t|, siendo 
4 la raiz real de t24+3t+1=0, Tomando aproximadamente t = — 0,31, resulta 


— 0,81 
1 3(— 0,31) 1 91 l : 
A E T f KETEN Como la figura es simétrica respecto de ia 


bisectriz + = y, el área a, del triángulo mixtilineo ODC es igual a a. Luego el área 
pedida es z +20, +1. 


1.128. En este caso conviene utilizar el elemento de área en coordenadas polares. 


A= 7 p formiga 


1129, yEr. 


1.190. Por la simetria de la figura bastará calcular la longitud de un cuadrante. Llamando 
L a la longitud de la circunferencia, será: 


Gd 
3 


L=4 [JETA Eos at Bnr. 


rx 
3 
1131, L=4 f y a? sen? t + b? cos? tdt, Esta es una integral que define una nueva 


0 
iunción elemental, que se halla tabulada. 


1.132, Sea la parábola y = z2. La longitud del arco de extremos (0,0), (5, 25), será: 


5 1 arg sh 10 1 1 ho 1 1 
— A 2 A + arg s. A 14 
| ir y fora: [ege] =3|3+ 75900) 
=} fs 4 2ora13 08 | 2504 


1.133, 


r t t 
fm dt= ms aro far dt. 
0 0 0 


arg sh 1,5 arg sh 1,5 arg sh 1,5 


1,5 1,5 
1.134, i n AC = pat =f dt 
f +4 s= f x da= sh £ di sh £ + shtat 
1 1 


arg sh i arg sh 1 arg sh 1 
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t— 1,19476 
= [io elo ¿| = 0,83290 — 1,45861 + 1,795 — 0,34571 + 1,22671 — 1,413 = 0,63731. 
e+1 0,88137 


1.135. Ji VITET + arg sh 2a). 


1.136. y2 (e7 — et). 


61 
1.137. F 


1.138. 8. 
1.139, Las ecuaciones de la circunferencia generatriz son: * = r cos t, y = r sen tl, luego: 


KE 
fontas] = nr? 
0 


R 


fey ri sen? t + 72 cos? t di = 27r? 
0 


[cos tl | =4nr3 


1.140. ¿r(r+1)r, 


1 
1141, 205 J VoF UTL oa da. 
—1 


h 


1.142. Para el hiperboloide: 2% f bsht y ash t+ b? ch?ż dt 


to 


argchs a 
=zro f y (0 + b2) z2 —a? de. Para el paraboloide : 27 f y y iy+idy. 
Arg ch 0 


z 
EJ 
1.143. z = e? cos p, y = e? sen p. A= 2a f eP sen g y Da7 coig + sen? g) do 
0 
r 
EJ 


=27 VE forsnpap= E a VERN. 
d 


1 
1.144. 2a f cnz y TFSF dy = 5,82686 r. 
—1 
1,145, r = cost, y=2+sent. A =8m, 


64 


1.146. 3 


m. 


K x 


1.147. z =rcost, y =rsent. V= — n fr senssa t|=|— nr f a— costi sentas 
0 0 


1 z 4 
— z r3 | — cos t + — cos? i| |=- mr, 
rx | 3 Cos IN 3 nf 


1.148. =0cos1, y=bseni V= -5 naba 


1.135-1.161 241 


t 
1.149. a) Hiperboloide eliptico: #s=acht, y=bsht, V =r J ab3sh3sidt 
0 
£ 


=*0Gb2 f (ch? t — 1) sh żd t = n a b3 (+ ch31—cht+ +) . b) Hiperboloide hiper- 


t a 
bólico: s =a sh t, y=bcht. V =r f a b? chs td t. c) Paraboloide eliptico: V = f xds. 
0 0 


a 
d) Paraboloide hiperbólico: V = 2x f nes. 
0 


MN * 

1 T 

1.150. |2 fasenta(rcos o f=|- zor fsemsas|= 
0 


artt 


1.151. Solución en el texto. 


